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Kategorie P

Texty uloh

P-1-1
Uloha o vymene podrefazcov

Je dany retazec znakov dlzky N ulozeny v poli A. (V jazyku PASCAL
by sme to mohli vyjadrit deklardciou var A: array [1.. N] of char.) Hod-
nota N je pritom tak velkd, Ze A zaberd skoro celi operaéni pamit;
predstavte si napriklad, ze A slazi ako pracovnd pamiit editora a prave
editujeme obrovsky subor.

Blok je stvisly podretazec retazca A zafinajici znakom s indexom z
a kondiaci znakom s indexom k (1 £ z £ k £ N); takyto blok budeme
oznafovat A[z..k|. Bloky A[z; .. k1] a A[z2 . . k2] sa neprekryjvaji, ak k; <
< 29 alebo ko < z;. Napriklad podretazce A[4..5] = ak a A[8..10] = abr
st neprekryvajuce sa bloky retazca A = abrakadabra.

Napiste a zdévodnite algoritmus (program v programovacom jazyku),
ktory vymeni dva neprekryvajice sa bloky retazca A, t.j. pre zadané
indexy 21 £ k1 < z3 £ ko premeni refazec

A= A[l o (21 —1)]A[21 .. kl]A[(k1+1) .. (22—1)]A[22 .. k‘g]A[(k‘z'{'l) .. N]
na retazec

Napriklad vymenou vyznacenych blokov v retazci A = abrakadabra by
mal vzniknat refazec A = abrabradaka.

Algoritmus smie pouzit len pomocnt pamit konstantnej velkosti (ope-
ra¢né pamit je skoro plna, nemusi sa do nej zmestit ani kdpia mensieho
z blokov) a pocet krokov algoritmu by mal byt tmerny N (editor nesmie
byt pomaly).
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P-1-2
Uloha o priemere mnohouholnika

Priemer rovinného ttvaru S je najvicésia vzadjomné vzdialenost medzi
dvoma bodmi S:

diam(S) = max v/(z — 2')2 + (y — ¢')2.
(z,y)€S
(«y')€s

Body X; = (z1,¥1),---,Xn = (Zn,Yn) (n 2 3) tvoria (v tomto po-
radi) vrcholy konvexného n-uholnika M v rovine. NapiSte a zdovodnite
program, ktory uréi diam(M) — priemer mnohouholnika M!

Pozndmka. Existuje algoritmus s linedrnou ¢asovou zloZitostou.

P-1-3
Multiplikativna zloZitost

Linearny algoritmus je algoritmus nasledujtaceho tvaru:

Vstup: 1, 22, ..., Tp (vstupné premenné)
i=a0h
f2:=920ho
fi=9iOh;
fr =gk © hk

Vystup: y1, y2, -+, Ym  (V¥stupné premenné)

pricom

(i) prekazdéi =1, ..., kje gi,h; € {z1,22,..., 20} U{f1, f2,..., fiu1}
a operacia O je jedna z operécii +, —, * (s¢itanie, od¢itanie, ndsobe-
nie).

(i) prekazdéi=1,...,mjey; € {f1,foy- -, fr}

ZloZitost linedrneho algoritmu je pocet operdcii ®, multiplikativna
zlozitost linedrneho algoritmu je podet operacii * (ndsobenie).
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Napriklad nasledujuci linedrny algoritmus

Vstup: a,b,c,d

fl =axb
f2 =cxd
far=hfi—fa

Vystup: f3

pocita hodnotu vyrazu ab — c¢d a ma multiplikativnu zlozitost 2.

Ulohy
(a) Néjdite linedrny algoritmus, ktory pre vstup x vypod&ita hodnotu
mnohoc¢lena 1z+92% 4923 +2z* a ma najmensiu moznt multiplikativ-
nu zlozitost! Svoje tvrdenie zdévodnite (ukéZte, Ze neexistuje linedrny
algoritmus s mensou multiplikativnou zlozitostou nez vas algoritmus!)
(b) Ukéazte, ze hodnota vyrazu ab— cd sa neda vypoditat linedrnym algo-
ritmom s multiplikativnou zlozitostou 1!

P-1-4
McCullochov stroj

McCullochov stroj je opisany v Studijnom texte.

Najdite také ¢islo M, ktoré vytvara samo seba, t.j. M F M!
Existuje N, ktoré vytvara svoje zdvojenie, t.j. N - NN7?

Existuje ¢islo P, ktoré vytvara ¢islo P2, t.j. P+ P27

Existuje ¢islo @, ktoré vytvéra ¢islo 6Q, t.j. Q F 6Q7

(McCullochov zdkon) Pre kazdé ¢islo A existuje také ¢islo X, ze X
vytvara AX, t.j. X - AX. Dokazte!

6. Existuje také R, ze R+ R67

ANl i o

McCullochov stroj ($tudijny text)

McCullochov stroj sliazi na spracovanie ¢isel. M& vstup a vystup; ak
na vstup podame ¢islo, t.j. kone¢nt neprazdnu postupnost cifier 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9, po koneénom Case sa na vystupe moze (ale nemusi) objavit
(iné) €islo — odpoved’ stroja na vstupné Cislo. V prvom pripade (t.]. ak
sa odpoved objavi), vstupné &islo sa nazyva prijatelnym. Odpoved stroja
je vstupnym cislom jednoznacne urcené:

— ak vstupné &islo je prijatelné, tak sa odpoved objavi vzdy a je vidy
rovnaka,
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— ak vstupné &slo nie je prijatelné, nikdy sa neobjavi odpoved a stroj
sa po kone¢nom c¢ase zastavi (t.j. mdZzeme zistit, Ze vstupné ¢islo nie
je prijatelné).

Stroj sa riadi uréitymi pravidlami — najprv ale uvedieme niekolko de-
finicii. Ako uZz vieme, ¢isla st pre nas kladné celé ¢isla, ktorych desiatkovy
z4&pis neobsahuje nulu.

Ak X, Y st éisla, tak XY oznacuje ich spojenie: ¢islo, ktoré dostane-
me napisanim zapisov ¢isel X, Y za sebou. Napr. ak X je 53 a Y je 728,
tak XY je 53728 a XYX je 5372853. Cislo X X ... X zapiSeme ako X*.

S———

k-krat
Zdvojenim Cisla X je ¢islo X X. Napr. zdvojenim ¢isla X = 12345 je

Cislo X X = 1234512345.

Hovorime, Ze ¢islo X wvytvdra ¢islo Y, ak X je prijatelné a po podani X
na vstup stroja odpovedou je Y. Tento vztah budeme skratene zapisovat
XFY.

McCullochov stroj sa riadi nasledujacimi pravidlami:

Pravidlo P;. Pre Iubovolné ¢islo X, 2X 2 je prijatelné a vytvdra X . Skra-
tene, 2X2 F X.

Pravidlo P,. Pre Iubovolné ¢isla X, Y, ak X vytvdaraY, tak 7X vytvdra
Cislo Y2. Skratene, z X FY vyplyva 7X + Y2.

Pravidlo P;. Pre Iubovolné ¢isla X, Y, ak X vytvdra Y, tak 5X vytvdra
zdvojenie Cisla Y. Skratene, z X -Y vyplyva5X FYY.

Pravidlo Py. Cislo X je prijatelné len vtedy, ak to vyplyva z pravidiel
Pl} P2; P3-

Napriklad, 2532 + 53 podla P;, 72532 + 532 podla P, 572532 +
F 532532 podla Ps, ale 4253 nie je prijatelné podla Fy.

P-1Il-1
Uloha o nakladnych autich

Mesta A a B st spojené rovnym tGsekom cesty. Na tejto ceste lezia mestd
Ai,...,A,, By,..., B, (nie nutne v tomto poradi, ale mesto A; je bliz&ie
k A nez mesto B; (1 £ ¢ £ n)). Nakladné auto preméava medzi A a B
a ma n objedndvok: previezt ndklad z kazdého A; do prislusného B;;
pritom naraz moze viezt len jeden naklad a po naloZzeni v A; ho moze
vylozit len v B;.
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Jazdou nékladného auta budeme rozumiet cestu auta z mesta A do
mesta B (s pripadnym splnenim niektorych objedndvok) a spiit; pocas
jazdy smie zmenit smer len v meste B.

NapiSte a zdovodnite program, ktory zostavi pldin ndkladného auta
(t.j. uréi pocet jazd a splnené objednavky pre kazda jazdu) tak, aby
splnilo v8etky objednavky minimélnym pocétom jazd!

P-ll-2

Uloha o pokryti §tvorcom

Body X1 = (z1,11), -+, Xn = (Tn,yn) (n 2 3) tvoria (v tomto po-
radi) vrcholy konvexného n-uholnika M v rovine. NapiSte a zdovodnite
program, ktory uréi dlzku strany tvorca S s nasledujiicimi vlastnostami:
(a) S pokryva M: M CS,
(b) aspon jedna strana M lezi na strane S,
(c) S mé najmensi mozny obsah.

Pozndmka. V programe mozete vyuzit vzorce z analytickej geometrie
(napr. pre vzdialenost dvoch bodov alebo vzdialenost bodu od priamky)
ako funkcie; tieto funkcie nemusite programovat.

P-11-3
Multiplikativna zloZitost
Linearny algoritmus je algoritmus nasledujticeho tvaru:

Vstup: z1,z2,...,Tn (vstupné premenné)
h=ga0oh
fai =920 h2
fi =9 ©h;
fr =9k © hx
Vystup: y1,92,--.,Ym (vystupné premenné)
pri¢om
(i) pre kazdé i = 1,...,k je gi,hi € {z1,Z2,..., o} U{f1, f2,. .., fi—1}
a operacia © je jedna z operécii +, —, * (s¢itanie, od¢itanie, ndsobe-
nie);
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(i) prekazdéi=1,...,mjey; € {f1,fo,..., fr}
Zlozitost linedrneho algoritmu je pocdet operacii ®, multiplikativna
zloZitost linedrneho algoritmu je polet operacii * (ndsobenie).

Ulohy
(a) Zistite, akt ¢innost vykonava nasledujici linedrny algoritmus:

Vstup: a11, a2, a1, asz, b1, b1z, ba1, baa,

fi = a1 +ag

f1a = a22 * f5

f2 = bi1 + b2 fi5 = fo * ba2
f3 = a2 + a2 fie = frx fs
fa = b1z — b2 fir = fo* f1o
fs =b21 — by fis = fu1 + fia
fo = a1 + a2 fio = fis — fir
fr=an —an foo = f11 + fi3
fs = b1 + b12 fo1 = fi2 — fie
fo = a1z — a2 f22 = f1s — fio

fio = bay + baa

faz = fi2 + fia

fmu=fi*xf

fiz = faxbn

fiz3 = a1 * f4
Vystup: f22, fo3, fo4, fos

foa = f13+ fis
f2s = fa0 — fa1

(b) Né&jdite linedrny algoritmus s ¢o najmensSou multiplikativnou zlozi-
tostou, ktory pre vStup Ti,...,Tn, Y1y« Yny Uly .-y Un, V1,.-.,Vpn
vypocita

iUy + ...+ Tply,

TV + ...+ TpUnp,
Y1u1 + ... + Ynln,
Y11 + ... + YnUn.

P-11-4

McCullochov stroj

Operacné ¢islo je Cislo zlozené z cifier 5,7. Kazdé opera¢né ¢islo M urcuje
operdciu M () v nasledujicom zmysle: z X F Y vyplyva MX + M(Y).
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Napriklad 5 ur€uje operéciu zdvojenia (5(Y) = YY), lebo X - Y =
= 5X F YY; 75 urcuje operdciu pripisania 2 k zdvojeniu (75(Y) =
=YY2),lebo X FY = 75X F YY2; 757(89) = 8928922, lebo 7572892 I
F 8928922.

Ulohy
1. (Craigov zdkon) Pre kazdé operaéné ¢islo M a pre kazdé ¢islo A
existuje ¢islo X vytvarajuce M(AX), t.j.

(V opera¢né M)(VA)(3X)(X F M(AX)).

Dokazte!

2. Néjdite ¢isla X # Y také, ze X Y a zaroven Y + X!

3. (Fergussonov zdkon) Pre Iubovolné A, B existuja ¢isla X, Y také,
ze X F AY a zaroven Y + BX. Dokézte!

P-1ll-1
Uloha o viditelnosti mnohouholnika

Body X1 = (z1,v1), .-+, Xm = (Tm,ym) (m 2 3) st (v tomto pora-
di, proti smeru hodinovych ruci¢iek) vrcholy konvexného m-uholnika M
v rovine.

Mnohouholnik M lezi vo vnitri kruhu K so stredom S = (zg,ys)

a polomerom 7 (to znamend, Ze kazdé X; je vnitornym bodom K).
Hovorime, Ze bod u leziaci na obvode (hranici) M je viditelny z bo-

du v, ak Gsecka uv neobsahuje vnitorné body M. (VsSimnite si, Ze podla

tejto definicie st v8etky body strany z;x;y1 viditelné z kazdého bodu
priamky z;x;41; na druhej strane, obvod M je ,neviditelny“ pre vnttorné

body M!)

Napiste a zdovodnite co najrychlejsi program, ktory

a) vypiSe také udaje, z ktorych bude mozné pre lubovolny bod v leZiaci
na obvode kruhu K uré¢it mnozinu tych bodov z obvodu M, ktoré s
viditelné z bodu v,

b) uréi minimélny pocet bodov leziacich na obvode K tak, aby kazdy
bod na obvode M bol viditelny aspon z jedného z tychto bodov.
Pozndmka. V programe moZzete vyuZzit vzorce z analytickej geomet-

rie (napr. pre vzdialenost dvoch bodov alebo prieseénik dvoch priamok,

priamky a kruznice apod. ) ako funkcie; tieto funkcie nemusite progra-
movat.

74



P-1I1-2
Multiplikativna zloZitost

Linearny algoritmus je algoritmus nasledujiceho tvaru:

Vstup: z1,%2,...,Tn (vstupné premenné)
i=00Mh
foi=g20hy
fi:=9iOh;
fe =gk © hi
Vystup: y1,92,...,Ym  (vystupné premenné)
pricom
(i) prekazdé i = 1,...,k je g;,hi € {x1,22,..., 22} U{f1, fo,..., fiu1}
a operacia © je jedna z operdcii +, —, * (s¢itanie, od¢itanie, nasobe-
nie);

(ii) prekazdéi=1,...,mjey; € {fl,fg,.. .,fk}.
Zlozitost linearneho algoritmu je polet operacii ®, multiplikativna
zloZitost linedrneho algoritmu je pocet operacii * (nésobenie).
Zistite, akt ¢innost vykondava nasledujtci linedrny algoritmus:
Vstup: a, b, ¢, d
fi=a+b fs=fixfa
fa=c+d fe=fs—fs
fa=axc fi=fs—fa
fa=bxd fs=1fe— fa
Vystup: f7, fs
a rozhodnite, ¢i existuje linedrny algoritmus pocitajici fr a fg s lepSou
multiplikativnou zlozitostou!

P-1I-3
Uloha o plateni

Dané st mince v hodnote q1, g2, ...,q, kortin, kde 1 S ¢; < 2 < ... < qn
st prirodzené &isla a g;1+1/g; je neparne prirodzené ¢&islo pre 1 £ i < n.
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Platitel aj prijemca maju k dispozicii neobmedzeny pocet minci kaz-
dej hodnoty. Platitel ma zaplatif obnos X kortn prijemcovi. Platba je
optimdlna, ak sa pri nej vymeni najmensi mozny pocet minci; t.j. pre
kazdé 1 £ ¢ < n d& platitel z; (2 0) minci hodnoty ¢;, prijemca vyda v;

n n
(2 0) minci hodnoty ¢; tak, ze > (z; — yi)¢; = X, a pritom Y (z; + v;)
je minimadlne. = =

Napriklad pri minciach s hodnotou 1, 3 a 9 korin (n = 3) sa d4
17 kortn vyplatit tak, ze platitel da 1 devitkorunacku, 2 trojkorunacky
a 2 jednokorunécky; vymeni sa 5 minci. Pri optimdalnej platbe oviem d&
platitel 2 devitkorunicky a prijemca vrati 1 jednokorunacku; vymenia
sa 3 mince.

Napiste a zdévodnite program, ktory pre vstupné celé kladné ¢islo X
urc¢i optimalny spdsob platby X kortn!

P-1Illl-4
McCullochov stroj

Chovanie McCullochovho stroja je popisané v studijnom texte! Ndjdete
tam aj zhrnutie zndmych vlastnosti dokazanych v minulych koléch.

Cislo Xy je nesmrtelné, ak nasledujtci proces je nekone¢ny (t.j. ne-
vyskytne sa v iom neprijatelné ¢islo):

Zadam stroju ¢islo Xo;
Ak sa objavi odpoved X7, zadadm stroju ¢islo Xi;
Ak sa objavi odpoved X5, zaddm stroju &islo Xo,
Ak sa objavi odpoved X3, zaddm stroju &islo X3,
. atd.

Otazky:

1. N&jdite 4 nesmrtelné ¢isla!

2. Néajdite 1993 nesmrtelnych ¢isel!

3. McCullochov algoritmus zistovania nesmrtelnosti cisel
Zékladom algoritmu je ¢islo H také, ze (X je nesmrtelné) < (HX
nie je nesmrtelné). Pouzijeme dva stroje — S1 a S2.
VSTUP: Cislo X.

OTAZKA: Je X nesmrtelné?
ALGORITMUS

1. Y =X, U:=HX;

. Stroju S1 zadame ¢islo Y'; stroju S2 zadame ¢islo U;

3. AK stroj S1 vyd4 odpoved Z, TAKY :=2Z

(3]
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INAK STOP; Cislo X nie je nesmrtelné!
4. AK stroj S2 vyda odpoved V, TAK U :=V
INAK STOP; Cislo X je nesmrtelné!
5. SKOK na 2.
Je tento algoritmus spravny?
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Reseni tloh

P-1-1

Uvazujme o ,velkom* bloku A[z .. k2], ktory zahfha obidva vyznacené
bloky A[z1..k1], Alzz..k2] aj nevyznaleny blok A[(k1 +1)..(z2 — 1)]
medzi nimi; tento ,,medziblok“ je v pripade k; = 2o—1 prazdny. Zakladom
algoritmu je pozorovanie, Ze obratenim poradia znakov v bloku A[z; .. k2]
sa vyznacené bloky dostani na ,spravne“ miesto, ale ich znaky budua
v obratenom poradi. To sa da napravit tym, Ze pred obratenim velkého
bloku obratime jeho ,,podbloky“.

Aby sme to mohli presnejsie sformulovat, oznaéme X! retazec, ktory
dostaneme obratenim poradia znakov v retazci X. Priklad:

(abrakadabra)® = arbadakarba.
Potom pre Iubovolné retazce U, V, W, X, Y plati
UVREWRXR)RY = UXWVY, (%)

t.j. postupnost $tyroch operacii obratenia bloku vymeni bloky V', X v re-
tazci UVW XY (Bloky dizky < 1 nemusime obracat.) Priklad:

ab((raka)®(d)® (ab)?)Rra = ab((akar)(d)(ba))Rra = ab(ab)(d)(raka)ra.

K dokonceniu algoritmu si sta¢i v§imnut, ze blok sa da obrétit v Case
timernom jeho dlzke s pouZitim pomocnej pamiti konstantnej velkosti.

Program v PASCALe:

program VYMENA,
const N =...;
type index = 1.. N,
var
A : array [indez] of char;
21,22, k1, k2, zpom, kpom : index;
procedure OBRAT (zac, kon : index);
(* Ak zac 2 kon, neurobi ni¢ )
var
pom : char;
begin
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while (zac < kon) do begin
pom := Alzac);
Alzac] := Alkon];
Alkon] := pom;
zac := zac+ 1;
kon := kon — 1;
end; (* while %)
end; (x OBRAT )
begin (* hlavny program x)
(* Nacitanie retazca A a medzi blokov: *)
(x 21 £ k1, 22 S k2 %)
if (21 > 22) then begin
zpom := z1; z1 := 22; 22 := zpom;
kpom := k1; k1 := k2; k2 := kpom;
end;
if (k1 2 22) then
writeln(’Bloky sa prekryvaja!’)
else
begin
OBRAT
OBRAT
OBRAT
OBRAT
end
end. (x hlavny program x)

z1,k1);
k1+4+1,22-1);
22,k2);
z1,k2);

—~ N~ o~

Sprdavnost algoritmu vyplyva zo vztahu (x); spravnost procedtry
OBRAT je o€ividna.

Odhad casovej a pamdatovej zloZitosti: Procedira OBRAT sa vyvola
Styrikrat; jedno jej prevedenie pozostava z nanajvys c - [ krokov, kde [
je dlzka bloku, ktory chceme obratit, a ¢ je vhodn4 konstanta. Celkovy
pocet krokov je teda nanajvys

C'[(k1+1-—21)+(2!2—-k1—1)+(k‘2+1—22)+(k2+1—21)]é
<2 (ke +1—21) £2c- N,

t.j. linedrny v N. Zo zapisu programu je jasné, ze sme pouzili pomocnii
pamit konstantnej velkosti.
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P—1-2

Vzdialenost bodov X, Y oznaéime d(X,Y); vzdialenost bodu X od

priamky Y Z oznacime d(X,Y Z). V dalSom budeme predpokladat, Ze vr-

choly M st usporiadané (v cyklickom zozname X1, Xo, ..., X,, X1) proti

smeru hodinovych rudiciek, a polozime Xy = X,,, X,41 = Xi.
KTaéovym pozorovanim je nasledujice

Tvrdenie. diam(M) = diam({X3,...,X,}).

NAzZNAK DOKAZU. Prijmime (bez ddkazu) fakt, e existuji body X,
Y € M, ktoré maji vzdialenost diam(M). Tieto body zrejme leZia na
hranici M (inak by vzdialenost prieseénikov priamky XY s hranicou M
bola vécsia, nez d(X,Y).) Keby X lezalo vnitri hrany X;X;,1, bolo by
d(X,Y) < max{d(X;,Y),d(X;+1,Y)}, ¢o je spor s definiciou bodov X
a Y. Podobne sa nahliadne, Zze Y nemdze byt vnitornym bodom hrany
M, a teda X aj Y st vrcholy M, ¢o bolo treba dokazat.

Vyzbrojeni tymto apardtom lahko navrhneme kvadraticky algoritmus
spocivajuci vo vyskaSani kazdej dvojice vrcholov. Keby sa ndm podarilo
zredukovat tlohu na vyskiSanie linedrneho poétu dvojic vrcholov, dostali
by sme linearny algoritmus.

Predpokladajme najprv, Ze M neméa dvojicu rovnobeznych hran. Pre
kazda hranu h; = X; X1 (1 £ i £ n) ozna¢ime Xy(;) vrchol M najviac
vzdialeny od priamky X;X;4;.

Pre kazdy vrchol X; definujeme mnozinu kandiddtov pre vrchol X 4(;):

K@) = {Xa@i=1)> Xa@i=1)+1, - - - Xai)-1, Xa(s) } -

Pozorovanie (obr.27). Prel <i,j < n ak X; ¢ K(i), potom diam(M) >
> d(Xi, XJ)

Xa(i-1)

Xit1
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Intuitivne, ak X; nie je kandiddtom pre i, tak je vylicené, aby sa -
priemer dosahoval na dvojici vrcholov X;, X;.

DOKAz. Ak totiz z; ¢ K(i) a X; # X;, tak
X; € {Xiy1,..., Xgi-1)-1} alebo X; € {Xa@)41,---» Xim1}-
V prvom pripade
d( X1, Xic1X:) > d(Xj, Xio1 X5);

zostrojime priamku rovnobezna s X;X; pretinajicu hrany h;_i, h; vo
vnutornych bodoch Y, Z a priese¢nik U priamok X;1X; a X;_1X;.
Potom (obr. 28) uhol X;U X je ostry (podla predchadzajicej nerovnosti),
a preto

diam(M) > dly,z) > d(Xi,Xj),

¢o bolo treba ukdzat. V druhom pripade sa postupuje podobne.

Xj1

XY X; U

Obr. 28

Pre kazdé ¢ teda staci vyskasat dvojice (X;, X;), X; € K(z). V pripade
hi || h; sa situdcia zmeni len v tom, Ze sa musia vyskaSat vSetky dvojice
(X'i7 Xj), (X‘i7 XJ'+1)’ (Xi+1’ Xj)’ (Xi+1’ Xj-’r-l)'

V kazdom pripade tvori mnozina kandiditov vrcholu X; ,stvisly“
asek vrcholov M a ,susedné“ mnoziny kandidatov (t.j. pre X;, X;y1)
maji nanajvys dva spolo¢né prvky. To je zdkladom nasledujtceho algo-
ritmu.

Program v PASCALe:
program PRIEMER;
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const
n=...;
type
bod=record z,y : real end;
var
m : array [1..n] of bod;
1,7:1..m;
diam : real;
function d(i,j : index) : real; (x vzdialenost bodov *)
begin d := sqrt(sqr(m[i].z — m[j].xz) + sqr(m[i].y — m[j].y)); end;
function dalsi(i : index) : index; (* dalsi bod v cykl. usporiadani *)
begin dalsi := imodn + 1; end,;
function maz(z,y : real) : real; (* maximum Cisel *)
begin if (x > y) then maz := x else maz := y; end,
function P(i, ],k : index) : real; (x obsah trojuholnika )
begin
P := ((m[j].z — m[i].z) * (m[k].x — m[i].z)
= (mljly = m[il.y) x (m[k].y —m[i).y))/2;
end;
begin
(* Nacitanie stradnic zadanych bodov *)
(* POZOR! Program neoveruje, ¢i dané body skuto¢ne tvoria )
(* (v zadanom poradi) vrcholy konvexného mnohouholnikal!!! )
i:=mn; j:=1; diam:=0;
while P(i,dalsi(i),dalsi(j)) > P(i,dalsi(i),j) do

j = dalsi(j);
while j # 1 do begin
1 := dalsi(1);

diam := max(diam,d(i, j));
while P(i,dalsi(i),dalsi(j)) > P(i,dalsi(i), j) do begin

j = dalsi(j);
diam := mazx(diam,d(i, j));
end,;

if P(i,dalsi(1),dalsi(j)) = P(i,dalsi(i), j) then
diam := maz(diam, d(i, dalsi(j));
end,;
writeln(diam);
end.
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Odhad casovej zloZitosti: Priradenie j := dalsi(j) sa vykoné presne
n-krat; priradenie 7 := dalsi(i) sa vykond nanajvys n-krat. Telo if-prikazu
sa vykond nanajvy$ in-krit (nemoze byt viac dvojic paralelnych hrén).
Kazdé priradenie hodnoty premennej diam je spojené s priradenim hod-
noty premennej i alebo j alebo s vykonanim tela if-prikazu; to znamena,
7e premennej diam sa priradi hodnota nanajvys %n—kré.t. Kazdy prikaz
v programe sa vykond nanajvys gn-krét, algoritmus m4 teda linedrnu
Casov zlozitost.

Pozndmky k implementdcii: Vzdialenosti bodov od priamky (uréenej
aseckou) porovnavame pomocou obsahov trojuholnikov uréenych tymito
bodmi a danou tseckou. Je to efektivnejSie, nez mechanickd aplikdcia
postupu z analytickej geometrie, hlavne ak vezmeme do vahy, ze chceme
len porovndvat vzdialenosti, a nepotrebujeme ich explicitne spoéitat.

P-1-3
(a) Napriklad nasledujtci linedrny algoritmus
Vstup: z
fi=zxz fai=z+z fr="Ffs+fe

fo=fitz fs=fa+fa fs=faxfr
si=Hhi+fo fe=fatfs fo=fs+ fs
‘ -~ Vystup: fo

mé multiplikativnu zlozitost 2.

Linearny algoritmus pre vstup « nepouzivajici ndsobenie dokéaze spo-
¢itat iba polynémy tvaru kz, kde k € Z. Ak linedrny algoritmus pouZiva
jediné nésobenie, potom Cinitele s tvaru kyx, ko a vysledok nésobenia
je ki1kox?. Teda linedrny algoritmus dokaZe spoéitat iba polynémy tvaru
kx? + jz, k,j € Z, t.j. iba kvadratické polynémy. N43 polyném je Stvr-
tého stupha, a preto neexistuje lineArny algoritmus s multiplikativnou
zlozitostou 1, ktory ho pocita.

(b) Sporom dokazeme, Ze ab — cd sa neda spocitat linedrnym algorit-
mom zloZitosti 1. .

Linearny algoritmus pre vstup a, b, ¢, d nepouzivajici nasobenie do-
kéaze spocitat iba polynémy tvaru kja + kab + ksc + kad, k; € Z, linearny
algoritmus pouzivajici prave jedno nasobenie dokaze spoéitat iba poly-
némy tvaru

U1 (t1a+t2b+t30+ t4d) (U1a+U2b+U30+ U4d) +’Uza+U3b+U4C+’U5d. (*)
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Keby ab — cd bolo tvaru (*), potom z porovnania mame (vzhladom
na symetriu mozno bez Gjmy na vSeobecnosti predpokladat ¢; # 0):

tiug =0, (1) tyuz+t3u; =0, (5
(2) tiug +tqu; =0, (6

tsug =0, (3) (
(4)

t4’U,4 = 0,

)

tauz =0, ) vi(tiug +taur) =1,  (9)
7) ’U1(t3U4 + t4U3) = —1, (10)
t2U4 + t4U2 = O, (8)

v #0, vz =v3=v4 =v5 =0,

touz + tzus = 0,

potom u; =02z (1), us =0z (5),t3 #0aus # 0z (10), t4 =01z (4),
to =02z (8) aus #02z (9). Teda t1,t3,us, ug # 0, uy,us, to,t4 = 0, aviak
to je podla (6) spor:

0 # tiug = tug + 0 = tyug + t4u; = 0.

Vsimnime si, ze hodnota vyrazu a-a —b-b = a? — b* sa d4 vypocitat
linedrnym algoritmom zlozitosti 1!

P-1-4

1. Keby sme nasli také H, ze
XFY=>HXFY2Y2, (*)

po dosadeni X := 2Y2 by sme dostali 2Y2 Y = H2Y2 F Y2Y2, ¢o
déva (spolu s P, a po dosadeni Y := H) H2H2 + H2H2 a statilo by
polozit M := H2H?2.

Podmienka (x) ndm vlastne hovori, Ze H spdsobi pripisanie 2 na ko-
niec &isla a néasledné zdvojenie. Z toho je vidiet, ze H = 57 vyhovuje ().
RieSenim je teda M = 572572. Skutolne, 2572 + 57 (Py), 72572 F 572
(Py), 572572 F 572572 (Ps).

Ak (%) nahradime podmienkou X Y = HX F YY2, po dosadeni
Y := H2, X :=2Y2 =2H22, H := 75 dostaneme rieSenie M = 7527522
(overte!).

Teraz pride maly podraz: vyriesime hned 5. otdzku.

5. Chceme ndjst X také, ze X + AX. Hladajme ho v tvare X = 5Y
(prijatelné s len &isla tvaru 2Y2, 5Y a 7Y). Potom YV + Z = X =
=5Y + ZZ. My ale chceme, aby ZZ = AX = A5Y. Teraz je rozumné
predpokladat, Ze Y je dlhSie nez A, t.j. Z = A5U. Hladdme teda také U,
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7e UASU + A5U. Preco by U nemohlo byt tvaru U = 7V'? (5 sme uz mali,
sktisme 7!) Teraz chceme splnit podmienku 7TVA57V F A57V. Pritom
VASTV = W = TVA57TV F W2, t.j. by malo platit W2 = A57V. Tato
podmienku splnime polozenim W := A57, V := 2. Po spdtnom dosadeni
dostaneme X = 572A4572. Lahko sa overi, Ze toto X vyhovuje.

Ked v predchadzajicej tivahe prehodime tilohu 5 a 7, dostaneme dru-
hé rieSenie X = 752A7522 (overte!)

Poznamka. Ak dovolime, aby A bolo ,prazdne ¢islo“, vyriesili sme
1. Glohu inym spdsobom (dostali sme ovSem rovnaké rieSenia).

2. Sktisme hladat N v tvare 5X. Ak X F 5X, potom 5X F 5X5X.
T.j. (pouzijeme McCullochov zédkon pre A = 5) N = 55725572 alebo
N = 575257522 vyhovuje.

3. Hladajme P vtvare 7X. X F 7X = 7X I 7X2, teda mozné rieSenia
st P = 75727572, P = 775277522.

4. To je trividlna aplikacia McCullochovho zékona: Q) = 5726572 alebo
Q = 75267522.

6. Predpokladajme, Ze existuje ¢islo R vytvarajice R6; z tohoto pred-
pokladu odvodime spor.

Pocet cifier ¢isla Y budeme oznacovat |Y|, polet jeho pitiek resp. sed-
miciek f5(Y) resp. #7(Y).

Prijatelné ¢isla st tvaru H2Y 2, kde H pozostava z cifier 5, 7, Y je
Tubovolné, |Y| 2 1.

Pozorovanie. Nech X Y, HX + Z. Potom |Z| 2 2% |Y| + 7 (H).

Cislo R je tvaru H2Y2, lebo je prijatelné; pritom R vytvara &slo
R6 = H2Y 26. Z Pozorovania vyplyva |H2Y 26| > 2ts(D)|Y| + 4,(H), t.j.

s (H) + §7(H) + Y] + 3 2 2%F)|y| + 47 (H),
ts(H) +3 2 (2BHy| - 1)|y],

a teda f5(H) € {0,1,2}, lebo |Y]| 2 1.
Rozlisime tri pripady:

(1) #5(H) = 0. V tomto pripade R je tvaru 7°2Y2, ale 7°2Y2  Y2¢
a |Y2°] < |7°2Y'26| — spor.

(2) $s5(H) = 1. V tomto pripade R = 7957°2Y2 F Y2bY2°tt = Rg,
t.ja+b=0,a=b=0,R=52Y2FYY = R6 a porovnanie dfzok
(|R|+1=|R6|) dava |Y|+4 = 2|Y|, Y =4, pri¢om Y konéi cifrou 6.
Teda Y = wvw6 a podmienka 52uvw626 = R6 = uvwbuvwb vedie
k sporu (porovnanie 2. cifier ddva v = 2, porovnanie 6. cifier 6 = v).
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(3) #5(H) = 2. V tomto pripade R = 7°57°57°2Y 2 |- Y 2¢Y 2b+ey gatbte
a podobne ako vyssie dostaneme a =b=c=0, R =552Y2 - YYYY
a porovnanie dlzok vedie k sporu: 4|Y| = |YYYY| = |R6| = |R| +
+1=|Y|+5= 3[Y|=5.

Zhrnutie: neexistuje R také, ze R+ R6.

P-1l-1

Oznatme a; = |AA;|, B; = |AB;|. Podla zadania 0 £ a; < fB; pre 1 <
< i £ n. V dalsom objedndvka j bude oznacovat objednavku patriacu
mestam Aj;, Bj.

Myslienka algoritmu je jednoduché: pokial st nejaké nesplnené ob-
jednavky, pridime daldiu jazdu a simulujeme cestu auta z A do B; ak
v nejakom meste je auto volné, vyberieme si ako dal$iu t objednavku
zo zatial nesplnenych, ktord zacina ¢o najskor.

Efektivna implementacia tejto mySlienky vedie k prili§ zlomtemu
programu. Nebudeme preto priradovat objednavky jazdam, ale naopak.
Vektory (ai,...,an) a (B1,...,0Bn) usporiadame vzostupne a potom
sprechddzame” usek AB. Pritom si udrziavame zatial potrebny pocet
jazd v premennej p a zoznam ,volnych jazd“ (spociatku je prazdny). Ak
narazime na mesto A; a zoznam je prazdny, zvySime pocet jazd na p+ 1
~ ai-tu objednévku splnime v (p + 1)-vej jazde: Ak zoznam je nepréazdny,
vyberieme si z neho volnt jazdu a i-tu objednévku splnime v tejto jazde.
Ak narazime na mesto B;, jazdu, v ktorej sme splnili i-tu objednéavku,
yuvolnime* — priddme do zoznamu volnych jazd.

Program v PASCALe:

program MINJAZD;
const n=...;
type
mesto=record
vzd : real; (x vzdialenost od mesta A *)
por :1..m; (x Cislo mesta *)
end,;
zoznam=record
proky :array [1..n]of 1..n
ukaz : 0..n;
end;
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var
a,b: array [1..n] of mesto;
plan :array [1..n] of 1..n; (x jazdy priradené objedndvkam x)
volne_jazdy : zoznam; (% zoznam volnych jazd x)
,5,p:1l..n;
procedure INIT (var z : zoznam);
begin z.ukaz := 0; end;
function EMPTY (var z : zoznam) : boolean;
begin EMPTY := (z.ukaz = 0) end;
function GET (var z : zoznam) : 1..n;
begin GET := z.prvky[z.ukaz]; z.ukaz := z.ukaz—1; end;
procedure PUT (var z : zoznam;x : 1..n);
begin z.ukaz := z.ukaz+1; z.prokylz.ukaz] := x; end ;
begin
for i := 1 to n do begin (* vstup *)
read(a[i].vzd, b[i].vzd);
ali].por := i; b[i].por :=i;
end; (x for *)
INIT (volne_jazdy);
SORT(a);
SORT (b);
i:=1;7:=1;p:=0;
while i < n do
if a[i].vzd < b[j].vzd then begin
(* zaciatok objednavky a[i].por x)
if EMPTY (volne_jazdy) then begin

p:=pt+l

plan[a[i].por] := p;
end else

planali].por] := GET (volne_jazdy);
1:=1+1;
end

else begin (x koniec objednavky b[j].por *)
PUT (volne_jazdy, plan[b[j].por]);
ji=g+1
end;
fori:=1ton do (x vysledok %)
writeln(’Objednavku ¢.’,4, 'splnime v jazde &.’, plan|i]);
end.
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Pozndamky k implementacii:

— pomocnd procedira SORT usporiada pole zdznamov typu mesto
vzostupne podla hodnoty polozky vzd. V polozke por sa uchovéava in-
formécia o mestach — ak afi].por = j, potom |AA;| = a; = a[i].vzd,
podobne pre mestéd B;.

— zoznam volnych jazd pripomina zdsobnik, ale to nie je podstatné —
zvolili sme si ¢o najjednoduchs$iu implementaciu. Tento zoznam nikdy ne-
pretecie, lebo pocet volani procedary PUT je zhora ohraniceny ¢islom n.

DOKAZ SPRAVNOSTI ALGORITMU. Je jasné, ze po skonceni while-cyklu
ma kazdy prvok pola plan priradenti hodnotu (vSetky objednavky st
splnené). Objednavky s rovnakym ¢islom jazdy st stalasne (t.j. pocas
jednej jazdy) splnitelné, lebo rovnost plan|a[i].por] = plan[a[i'].por] = ¢
pre i < i’ znamena, Ze pri preberani prvku a[i'] bola jazda ¢ na zozname
volnych jazd, t.j. koncovy bod Bai).por Objedndvky a[i].por predchidza
zatiatotnému bodu a[i'].vzd objednavky a[i'].por.

Dokazme teraz optimélnost ziskaného planu. Ozna¢me

o= max I{i: 2 € (ai, Bi) }
maximélny pocet intervalov (a;, 8;) s neprazdnym prienikom. Je jasné, ze
potrebujeme aspon kg jazd. Ukazeme, Ze algoritmus vytvori plan s presne
ko jazdami.

Uvazujme také i, Ze poCet jazd (premennd p) sa v programe zvy-
§uje z po na po + 1 pri preberani pociatoéného bodu afi].vzd objed-
navky a[i].por. Vtedy nie je k dispozicii ziadna volné jazda, t.j. plati
EMPTY (volne_jazdy). Ku kazdej jazde q, 1 £ q < po, priradme index

ig =max{i': 1 £’ <i A plan[a[i'].por] = ¢}.

Ziq < ivyplyva aq[i,).por = a[iq].vzd < afi].vzd; z toho, Ze pri preberani
ali].vzd jazda g nie je volnd, vyplyva Ba[i,].por > ali].vzd (v pripade nerov-
nosti < by algoritmus preberal koncovy bod B,[;,].por Pred pociatonym
bodom afi].vzd a uvolnil by jazdu g).

Zhrnutie: Bod & = q[i).por = a[i].vzd lezi v po intervaloch

(aa[iq].pora ﬂa[iq].por) (1 é q g pO)?

bod z+¢ € (ai, Bi), kde € je velmi malé kladné ¢islo, lezi v pp + 1 interva-
loch, t.j. ko 2 po + 1 — algoritmus nikdy nezvysi hodnotu premennej p
nad k‘o.
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Odhad casovej zloZitosti: Program (okrem dvoch volani procediry
SORT) v podstate pozostava z jediného while-cyklu. V tele cyklu sa
zvysuje hodnota siuctu ¢ + j, a pritom plati invariant j < 4 (v Ziadnom
tseku AX nemoéze skonéit viac objednavok, nez sa ich zacalo), t.j. i+j <
< 2i £ 2n — cyklus prebehne < 2n-krat. Kazdé vykonanie tela cyklu trva
kon3tantny pocet krokov (por. implementaciu operacii so zoznamom) —
while-cyklus trvd O(n) krokov.

Kritickym miestom programu je teda procedira SORT. Nebudeme
ju tu implementovat ani dokazovat, Ze hornym odhadom jej casovej zlo-
zitosti (pri vhodnej implementacii) je konstanta x nlog, n.

Horny odhad ¢asovej zlozitosti algoritmu je konstanta x nlog, n.

P-11-2

Vzdialenost bodu X od priamky Y Z oznalme d(X,Y Z), priemet ro-
vinného ttvaru X na priamku p oznaéme pr(X,p). Vzdialenost bodu
C = (z¢,yc) od priamky AB (A = (za,ya), B = (zB,yB)) uréime
vzorcom

vzd(A, B,C) = (yo — ya)(@p — z4) — (¥c —24)(yB ~ y4)
o V(@ —24)? + (yB — ya)? '

Na rozdiel od d(C, AB), vzd(A, B,C) mé znamienko, a to kladné pre
C leziace nalavo od priamky AB (t.]. pre |<cBCA| € (0,n)) a zdporné
pre C leziace napravo od tejto priamky.

V dalSom budeme predpokladat, ze vrcholy M st usporiadané (v poli
X[1..n]) proti smeru hodinovych ruciciek, a polozime X, ; = X;.

Pre kazdé i, 1 £ i < n, ndm staéi uréit nasledujtce dve &sla:

§z’rkai = maX d(Xj,XiXi+1),
1SjSn

priemet; = dlzka pr(M, X; X;41).

Hladana dlzka strany S je potom 12121 max{$irka;, priemet;}.
Pre kazdy index ¢ urcime indexgr di , li a pi nasledovne:
e Xg; je vrchol M najviac vzdialeny od priamky X;X;41;
e pr(M, X;Xiy1) = pr(XiiXpi, XiXit1) a body pr(Xu, X;Xi1), Xi,
Xit1, pr(Xpi, XiXiy1) lezia na priamke X;X;11 v tomto poradi (I7 —
lavy index, pi — pravy index).
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Body Xu;, Xpi sa daju charakterizovat aj takto: polozme X! = obraz
bodu X;41 v otoceni o n/2 okolo bodu X; (X| lezi vlavo od priamky
XiXit1 a XiXip1 L X;X]). Potom X;; (Xp:) je najvzdialenejsi vrchol M
leziaci nalavo (napravo) od priamky X; X! (obr.29). Teda

§irka,~ = d(Xdi, XiXi+1) = VZd(Xi, Xi+1a Xdi),
priemet; = d(Xy;, X; X;) + d(Xpi, Xi X)
= VZd(Xi, XII, Xli) = VZd()(i7 X:, Xpi).

priemet;
Xai
X;
X Sirka;
Xpi
X Xit1
Obr. 29

Zostava urcit, ako prejst od indexov di, li, pi pre i k indexom di’, li’,
pi’ pre i + 1. Predstavme si priamku, ktora sa otd¢a z polohy X;X;.; do
polohy X1 Xit2. Vrchol M najvzdialenejsi od tejto priamky sa postupne
presiva z polohy Xg4; do polohy Xg;. Novil hodnotu di’ uréime z pod-
mienky d(Xdi' s Xi+1X1;+2) g d(Xdi/+1, X,'+1Xi+2). Podobne uréime aj i
a pi’. Tieto ivahy dokazuju spravnost nasledujiceho programu, v ktorom
A=X;, B=X;1, C = X! amazi =max{sirka;, priemet; }.

Odhad casovej zloZitosti: Pociato¢né nastavenie hodnot di, li, pi trva
linedrny ¢as (prvé tri while-cykly). for-cyklus sa vykona (n—1)-kréat; vno-
rené while-cykly (v sacte pre vSetky vykonania for-cyklu) trvaja linedrny
Cas, lebo indexy di, li, pi ,obidu“ mnohouholnik M nanajvys raz, ako to
ukazuje vy$Sie uvedend uvaha s otacajicou sa priamkou.

Casova zlozitost algoritmu je teda linearna.

Program v PASCALe:

program STVOREC;
const
n=..,

90



type
bod = record z,y : real end,;
var
X : array [1..n] of bod;
i,li,pi,di:1..n;
sirka, priemet, minstrana, mazi : real;
A, B,C : bod,
function vzd(A, B, C : bod) : real;
begin
vzd := ((C.y — Ay) * (B.x — Ax) — (C.x — Ax) % (B.y — Ay))/
sqrt((B.x — A.x) * (B.x — Ax) + (B.y — Ay) x (B.y — Ay));
end,;
function dalsi(i : integer) : integer;
begin
dalsi := 1 mod n + 1;
end;
function max(z,y : real) : real;
begin
if x > y then maz := x else mazx ==y
end,;
function min(z,y : real) : real;
begin
if z < y then max := z else maz :=y
end,;
begin
for i :=1ton do
readin(X[i].z, X[i].y);
A = X[n];
B := X[1];
Cx:=Az - (By-—Ay);
Cy:=Ay+ (Bx— Ax);
li:=n;pi:=1;di :=1;
while vzd(A, C, X[li — 1]) > vzd(A,C, X[li]) do li := li — 1;
while vzd(A, C, X[pi + 1]) < vzd(A, C, X[pi]) do pi := pi + 1;
while vzd(A, B, X[di + 1]) > vzd(A, B, X[di]) do di := di + 1;
sirka := vzd(A, B, X [di]);
priemet := vzd(A, C, X [li]) — vzd(A, C, X[pi]);
mazi := maz(sirka, priemet);
minstrana := maxi;
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for i := 1 ton — 1 do begin

A= X[i);

B = X[i + 1];

Cz:=Azxz— (By-Ay);

Cy:=Ay+ (Bz - Aux),

while vzd(A, C, X|[dalsi(li)]) > vzd(A, C, X[li])
do li := dalsi(li);

while vzd(A, C, X[dalsi(pi)]) < vzd(A,C, X[pi])
do pi := dalsi(pi);

while vzd(A, B, X[dalsi(di)]) > vzd(A, B, X[di])
do di := dalsi(di);

sirka = vzd(A, B, X [di]);

priemet := vzd(A, C, X[li]) — vzd(A, C, X [pi]);

mazxi = maz(sirka, priemet);

minstrana := min(maxi, minstrana);

end,;
end.
P-I11-3
(2a)
faa = a1,1b11 + a1 2621, foa = a11b12 + a12b2 2,
faz = a2,1b11 + a2 2021, fas = a2,1b1,2 + az,2b2 2,

teda matica (f 2 f 24> je vysledkom nésobenia matic:

f23 f25

fa2 faa) _ (@11 arp . b1 bi2
faz fos a1 azp2 ba1 b2 )
(2b) Ak n je parne, potom n-krit pouZijeme algoritmus z Casti (2a)

> __ 1
postupne pre VStl.lp Tiy Tit1Yis Yi+1, Uiy Uiy Uit1, Vit1,0 = 1,3, ey En——l,

pomocou %n néasobeni ziskame

TiU; + Tip1Uiya,
TiV; + Tit1Viy1,
Yili + Yit1Uit1,

YiVi + Yit+1Vit1
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(E=1,3,.:; %n — 1) a séitanim prislusnych medzivysledkov dostaneme
pozadované sucty. Ak n je neparne, potom n — 1 je parne a sucty

n—1 n—1 n—1 n—1
E Tilsg, E TiVs, E Yili, E Yivq
1=1 1=1 =1 i=1

ziskame popisanym spésobom pomocou %(n — 1) nésobeni a dalsich 4 na-
sobeni TpUn, TnUn, Ynln, YnVn. Pozadované siéty tak ziskame pouzitim
I(n— 1)+ 4 = (7n + 1) nésobeni.

P-11-4

1. Ak Y + AMY, tak MY + M(AMY') podla definicie operécie
M (). Stadi teda néjst takéto Y (ale to je McCullochov zdkon) a polozit
X :=MY.

Odpoved': X = M572AM572 alebo X = MT752AM7522.

2. Zrejme 2X2 F X (pravidlo P;); stacéi teda nédjst také X, ze X F
F 2X2. OvSem 2X2 = 7(2X) a mdZeme pouZit Craigov zdkon s M =7,
A = 2: dostavame X = 757227572 a X = T752277522.

3. Postupujme podobne ako v predchadzajicom rieSeni: 2BX2 F BX,
teda hladdme také X, ze X + A2BX2 = 7(A2BX). Craigov za-
kon (s M = 7, A = A2B) dava rieSenia X = 7572A2B7572 alebo
X = T752A2B77522.

P-1l1-1

Obvod (hrani¢nt kruznicu) kruhu K ozna¢ime C. Body u,v € C jedno-
znacne uréuju oblik wv (od u k v proti smeru hod. ruéitiek). Polozime
Xt = X(k modm)+1 Pre k € Z. Pre i,5,k € {1,2,...,m}, j lezi medzi i
ak,aki<j <k, k<i<jaleboj £k < (tento fakt v programe zisti
boolovska funkcia medzi(i, j, k)).

Ak bod wu leziaci vnutri hrany XXy je viditelny z bodu v € C,
z definicie viditelnosti vyplyva, Ze celd hrana X X4 je viditelné z bodu
v. Z toho a z konvexnosti M vyplyva, Ze z bodu v na kruznici C je viditelny
usek (,,mnoiina viditel’nosti“) MV(U) = XiXi+1 UXit1 Xi+2u. . .UXj_1Xj
z obvodu M. Tento Gsek je jednoznacne uréeny (usporiadanou) dvojicou
indexov (i,7) (v dalsom budeme rozumiet pod (i,j) bud usporiadani
dvojicu, alebo tsek obvodu M medzi X; a X; — z kontextu bude jasné,
ktory vyznam mdame na mysli). Obratene, kazdy vrchol X; je viditelny
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ey TR TR ..
z oblika zac;kon; C C, kde zac; = X;X;—1 N C (,zaciatok*) a kon; =
—
= X;Xi+1 NC (,koniec”). Navrhneme algoritmus, ktory uréi body zac;,

kon; (1 £ 4 < m), usporiada ich na kruZnici C a tym rozdeli C na 2m
oblikov s konStantnymi mnoZinami viditelnosti (niektoré obliky mézu
byt pritom jednobodové). Pre kazdy obluk ur¢ime aj M, — usek (i, j).
M, pre koncové (t.]. styéné) body oblukov uréime tak, ze porovnime
mnoziny viditelnosti susediacich oblikov a M, sty¢ného bodu je vicsia
z nich. Vysledkom ¢asti a) bude (cyklicky) zoznam koncovych bodov
obltkov s prislunymi usporiadanymi dvojicami (7, ) (t. . pre v na danom
obliku je My (v) = (4,7)); prvé, resp. druhé prvky tychto dvojic buda
v zozname usporiadané proti smeru hodinovych ruciciek.

Aby sme nemuseli triedit, budeme prechddzat priese¢nikmi proti sme-
ru hodinovych ruciciek. Ak ,prejdeme“ cez zac;, My sa rozsiri o X;_1 Xj;
ak ,prejdeme* cez kon;, z My vypadne hrana X;1; X;. Dany priese¢nik sa
pritom stane koncovym bodom oblika (pole obluky v programe). Cyklus
naStartujeme tym, Ze (tentokrat vynimoc¢ne v smere hod. ruciciek) néaj-
deme vrchol X;, ktory nie je viditelny z bodu zac;, ale X;y; eSte ano.
Potom oblik zaéinajici v bode zac; mad My = (i + 1,1). Za zvlaStnu
pozornost stoji len pripad kon; = zac;, vtedy dostaneme jednobodovy
,oblik“ s My = My (kon;) = My (zac;) = (3, j). Algoritmicky to znamena,
ze pri usporiadani mé zac; prednost pred kon;.

V ¢asti b) stadi ur¢it minimalny pocet oblikov (dvojic), ktorych mno-
Ziny viditelnosti ,pokryvaju“ obvod M. Budeme hladat takyto ,mini-
malny zoznam“ (nemusi byt uréeny jednoznacne). Vstupom algoritmu
bude cyklicky zoznam .# usporiadanych dvojic z ¢asti a); koncové body
oblikov nebudeme potrebovat. Nech dalsi(d) je dvojica nasledujtca za
dvojicou d = (d.i,d.j) v zozname .¥. (V programe sa .Z reprezentuje
polom L a dalsi je inkrement indexu modulo 2m.)

Ku kazdej dvojici d € £ uréime dvojicu najdalej(d), pre ktort plati

medzi(d.i,najdalej(d).i,d.j)
and not medzi(d.i, dalsi(najdalej(d)).i,d.j).

Je jasné, Ze ak sa v minimédlnom zozname vyskytne d, tak existuje mi-
niméalny zoznam obsahujtci d a najdalej(d) a neobsahujici dvojice z .Z
,medzi nimi“ — z dvojic dalsi(d), dalsi*(d), dalsi®*(d), ..., najdalej(d)
musi byt aspoi jedna v minimalnom zozname; zoznam zostane minimal-
nym, ak ju nahradime dvojicou najdalej(d). V pripade d' = dalsi*(d),
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najdalej(d) = najdalej(d’) hodnotu najdalej(d') zmenime na nedefino-
vani. (V programe sa najdalej reprezentuje polom indexov; nedefinovana
hodnota je 0.)

K dokonéeniu algoritmu si v§imnime, Ze minimélny zoznam musi ob-
sahovat dvojicu d, ktord pokryjva X1, t.j. plati medzi(d.i,1,d.j). (Vsetky
dvojice pokryvajtice X; st v poli L na zaciatku, lebo obluky[l] = zac;.)
Pre kazdé takéto d postupne vypocitame najdalej(d), najdalej?(d), . . .,
pokial nendjdeme najmensie k také, ze najdalej*(d) pokryva d.i. Ak
pritom narazime na nedefinovany ukazovatel najdalej'(d), tak existu-
ju postupnosti d,najdalej(d), ..., najdalej'~*(d) a d',najdalej(d'),...,
najdalej'='(d') rovnakej dlzky bez spolo¢nych prvkov (keby mali spoloé-
ny prvok, bolo by najdalej’ (d) = 0 uz prel’ < ), pricom d aj d’' pokryva-
ja X1, d je pred d v zozname £ a hodnota najdalej'(d) je nedefinovana,
lebo by sa mala rovnat hodnote najdalej'(d’). To znamené, Ze existu-
je minimalny zoznam neobsahujici d: podzoznam d,najdalej(d), ... na-
hradime podzoznamom d’,najdalej(d'),..., a teda vypocet pre dané d
mozeme ukondit.

Program v PASCALe:

program VIDITELNOST,
const m = ...; dvem = 2% m,;
type

bod = record z,y : real end;

dvojica = record 7,7 : 1..m end;

index =1..m; index2=1..dvem;
var

X : array [index] of bod;

C :record S : bod;r : real end,;

zac, kon : array [indez] of bod,

L : array [index2] of dvojica;

obluky : array [index2] of bod;

najdalej : array [indez2] of 0..dvem;

k :index2;
function medzi(i, j, k : index) : boolean;

begin medzi ;= (i <=j and j <= k)

or (k<=iand i <=j)or (j <=k and k <=1) end;
function incl(i : index) : index; begin incl := i mod m + 1; end;
function decl (i : index) : index;
begin decl := (i + m — 2) mod m + 1;end;
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function dalsi(i : indez2) : index2;
begin dalsi := i mod dvem + 1; end;
procedure p_polpriamka_kruznica(i, j : index; var pries : bod);
begin  (* urdi priese¢nik )TX; N C %) end;
function uhol(U,V : bod) : real;
begin (x ur¢i velkost uhla USV': &islo z intervalu (0, 21) *) end;
procedure cast_a;
var i, jj : integer;
begin
for k := 1 to m do begin
p-polpriamka_kruznica(k,decl(k), zac[k]);
p-polpriamka_kruznica(k,incl(k), kon[k]);
end;
jj:=1; w:=m;
repeat ii := decl (i)
until uhol(kon[m], zac[1]) < uhol(kon[m], kon[ii]);
(* Xi; je posledny vrchol eSte neviditelny z bodu zac[1] *)
obluky([1] := zac[1];
for k£ := 1 to dvem — 1 do begin
Llk).i :==incl(ii); L[k].7 := jJ;
if uhol(zac[incl(jj)], kon[ii]) <= uhol(kon[incl(ii)], kon[ii])
then begin jj :=incl(jj); obluky[k + 1] := zac[jj]; end
else begin ii := incl(ii); oblukylk + 1] := kon[ii]; end;
L{dvem].i :=incl(ii); L[dvem].j := jj;
end; (* cast_a x)
procedure cast_b;
var k, minpocet, pocet : index2; nd:0..dvem;

begin
(* vypolet hodndt najdalej *)
nd :=1;

for k := 1 to dvem do begin
while medzi(L[k].i, L{dalsi(nd)].i, L[k].j) do nd := dalsi(nd);
najdalej[k] := nd
end,;
(* vynulovanie zbyto¢nych hodnét najdalej *)
nd := najdalej[dvem];
for k := dvem downto 2 do
if (najdalejk] = najdalej[k — 1]) then najdalej[k] := 0;
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if (najdalej[1] = nd) then najdalej[1] := 0;
(* urCenie minimalneho poétu bodov )
k:=1; minpocet := dvem;
while medzi(L[k].i, 1, L[k].j) do begin
nd := najdalejlk]; pocet := 2;
while (nd <> 0) and not medzi(L[nd].i, L[k].i, L[nd].j) do

begin
nd := najdalejnd]; pocet := pocet + 1;
end;
if (nd <> 0) and (pocet < minpocet) then minpocet := pocet;
k:=k+1,
end,;

end; (* cast.b x)

Casovd zloZitost je linedrna. Procedtra cast.a neobsahuje vnorené
cykly. V procedire cast_b st dva vnorené cykly: v prvom pripade je to
while-cyklus vnoreny do for-cyklu. Pritom while-cyklus sa vykoné line-
arny pocet krat, lebo k ,,prebehne“ zoznamom .# prave raz, nd prebieha
zoznamom % v cyklickom poradi (1, 2, 3, ..., 2m, 1, 2, ...) a nikdy
yhepredbehne“ k, t.j. prebehne % nanajvys dvakrat.

Druhy vnoreny cyklus trva tiez linedrny pocet krokov, lebo kazdym
nenulovym smernikom najdalej sa ,prejde“ nanajvys raz a nulové sa
testuju tiez len raz. N

P-1l1-2

Pre vystup daného algoritmu plati fr = ac — bd, fs = ad + bc, teda
komplexné ¢islo f7 + fsi je sfin komplexnych &isel: f7+ fsi = (a+bi) *
(c + di). ’

Linearny algoritmus pre vstup a, b, ¢, d pouzivajici prave jedno na-
sobenie dokaZe spoéitat iba polynémy tvaru

v1(tia+tab+tsc+tad)(ura+usb+usc+usd) + voa+vzb+vic+vsd (%)

a 7z rieSenia tlohy P-I-3 vieme, Ze vyraz ac — bd nie je tohoto tvaru,
t.j. nedd sa spocitat linedrnym algoritmom (multiplikativnej) zloZitosti 1.
Celkom analogicky to mézme dokazaf aj o vyraze ad + bc.

Teraz sporom dokédzeme, Ze na stcasny vypocet ac — bd, ad + bc po-
trebujeme aspon tri nasobenia. Keby sa dali spocitat pomocou dvoch
nasobeni, nech p; je vysledok prvého néasobenia, ps vysledok druhého
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nasobenia (pripastame aj moznost, Ze pri vypoclte p, sa pouzil silin p).
Vystupné hodnoty ac — bd, ad + bc potom dostaneme pomocou operécii
+, — Zz p1, P2, a, b7 cad:

ac — bd = rip; + rops + r3a + r4b + r5¢ + 16 d,
ad + bc = s1p1 + sap2 + S3a + s4b + ssc + sgd,

kde koeficienty st celé ¢isla, pri¢om ro # 0 # so (lebo na ac—bd i na ad+bc
potrebujeme dve nasobenia). Od¢itanim ro-nasobku druhej rovnice od
so-nasobku prvej dostaneme

$oac — road — $obd — robe =
= (8a11 — r281)p1 + (8213 — r2s3)a + (sar4 — rass)b +

+ (8215 — r285)c + (S276 — r256)d,

vidime teda, Ze vyraz ssac — read — sobd — robe sa da spocitat pomocou
jedného nésobenia, a je preto tvaru () s v; # 0. Keby sa totiz v; rovnalo
nule, pre a = b = ¢ = d by sme dostali —2r2a% = (v + v3 + v4 + vs)a.
Ak vg + v, + v4 + v5 = 0, dostdvame spor dosadenim a := 1, v opa¢nom
pripade dosadenim a := vs + v3 + v4 + V5.

Porovnanim koeficientov pri a, b, c, d, a2, b?, ¢?, d?, ab, ac, ad, be, bd,
cd postupne dostavame

’U2-_—’U3=-"U4:U5=0,
t1U2 + t2u1 =0 (5)

tiug =0, (1) v1(tiusg + tau1) = s, (6)
tous = 0, (2) U1 (t1U4 + t4u1) = —Tq, (7)
tsuz =0, (3) vi(tous + tauz) = —r2,  (8)

taug =0, (4) vi(taug + tauz) = —s2,  (9)
tsug + tqug =0, (10)
pri¢om vy, S2 a ro sa nerovnaju nule. Vzhladom k symetrii (x) mézeme
predpokladat, ze u; = 0 (kvdli (1)) a postupne dostanemé t; # 0 # us
Z(6),U2=0Z(5),U4750Z(7),t3=t4=0Z(3)a(4),t2;é0Z(8),
t.j. t1,t2,u3,uq # 0, u,us,ts,t4 = 0, a teda sy = vitius, —re = vytiuy,
—7ry = v1tousz, —S3 = vitauy a ziskavame spor

0> —Sg = (Ult1U3)(’U1t2U4) = (v1t1u4)(vlt2u;:,) = ’I‘g >0,
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ktory dokazuje, Ze dvojica vyrazov ac — bd, ad + bc sa nedd spocditat
pomocou dvoch nasobeni.

P-1l1-3

Najprv si v8imnime, Ze pri hladani optimalnej platby sa sta¢i obmedzit
na také platby, pri ktorych pre kazdé i je bud z; = 0, alebo y; = 0,
lebo nemé cenu, aby platitel ddval mince, ktoré potom prijemca vrati.
Platbou teda budeme rozumiet n-ticu U = (uq,...,u,) € Z" (kladné u;
znamend, ze platitel dal u; minci hodnoty ¢;; zdporné u; znamena, ze
prijemca vratil —u; minci tejto hodnoty).

Dalej si uvedomme, 7e sa stadi zaoberat obnosmi delitelnymi q; —
iné obnosy danymi mincami nevyplatime.

Oznaéme t; = %(qiﬂ/qi—l), t.3- qiv1/qi =2t +1,t; 2 1prel i<
< n. Predpokladdme ¢; | X a budeme uvaZzovat platby U s vlastnostou

n
Z uiq; = X.
i=1

Pozorovanie 1. Pre Iubovolni platbu U sa dd zostrojit platba U* =
= (u},...,u}) s rovnakym zaplatenym obnosom, nie vy$sim celkovym
poc¢tom minci a s vlastnostou

luf| £t prel <i<n. (*)

DOKAzZ. Ak totiz U nespliiuje podmienku (), oznaime si ig naj-
mensie i < n také, ze |u;| > t;. Existuji (jednoznalne urcené) celé
isla p, r s vlastnostou u;, = p(2t;, + 1) + 7, || £ tiy, p # 0. Teraz
p(2t;, + 1) minci hodnoty ¢;, zamenime p mincami hodnoty g¢;,+1: polo-
zime wj = ui, — p(2ti, + 1), uj 1 = ui+1 + p; ostatné zlozky vektora U
nechdme nezmenené. Dostali sme tak nova platbu U’ s rovnakym zapla-
tenym obnosom a s |uj | = |7 < tig, [uf, 1] = [uig41 + P| S |uig4a| + |pl.
Spocitajme, ako sa zmenil pocet pouzitych minci!

Ak |ui,| 2 2t;, + 1, poCet minci hodnoty g;, sa zniZil o |p|(2t;, + 1)
a pocCet minci hodnoty g;,+1 sa zvysil nanajvys o |p|, celkovy poclet sa
teda urcite znizil.

Ak t;, < |ui| £ 2t;, (v tomto pripade |p| = 1), pocet minci hodno-
ty ¢i, sa znizil aspon o 1 a pocet minci hodnoty ¢;,+1 sa zvysil nanajvys
o |p| = 1, celkovy pocet sa teda urcite nezvysil.

Priklad: Pre ¢; = 1, g2 = 5 sa platba (6, —2) zmeni na (1, —1), (-4, 2)
na (—1,3) a (3,1) na (—2,2). Zmena po¢tu minci je —6, —2 resp. 0.
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Zhrnutie: dostali sme platbu U’ s rovnakym obnosom, nie vy3$im
po¢tom minci a s vlastnostou |uj | < t;, pre 1 < i < ip. Postup moZzeme
opakovat s platbou U’, ..., atd; po nanajvys n — 1 —ig takychto krokoch
dostaneme platbu U* spliiujicu (*), ¢o bolo treba ukézat.

Nasledujtce pozorovanie ukazuje, ze platba U s vlastnostou (x) je
jednoznacne urcené:

Pozorovanie 2. Nech U, U’ su platby s vlastnostou (x). Potom U = U'.
DOKAz. Ak totiz U # U’, existuje ip < n také, Ze
ui=u§ (1 £1i <), Usj, ;éugo.

(Zrejme nemdze byt i = n, lebo potom by obnosy zaplatené U a U’
neboli rovnaké.) Potom

n n
Z Uiqi = Z Uéql'-

1=1g 1=1g

Obe strany tejto rovnosti vydelime ¢islom g;,+1 = ¢, (2t;, + 1). Dosta-
neme

(uio - u;'())qio = kqio (2t1'0 e 1)
a vzhladom k (x)

[kl(2ts + 1) = luip — i | S Juso | + uiy| < 2t

t.j. k = 0 a uy, = uj, ¢o je spor s definiciou ip. Tym je pozorovanie
dokézané.

Algoritmus je vlastne hotovy, ak si vSimneme, ze obnos X sa da
vyplatit X/¢1 mincami hodnoty ¢;. Vyjdeme z tejto platbhy U =
= (X/q1,0,0,...,0) a zostrojime k nej platbu U* s vlastnostou (*) podla
Pozorovania 1. Na druhej strane urcite existuje optimédlna platba Ugpy;
k nej mozeme zostrojit (podla Pozorovania 1) optimélnu platbu U,
s vlastnostou (). Platby U* a Uj,, majt vlastnost (*), a preto podla
Pozorovania 2 sa musia rovnat: U* = U; ;. To ale znamen4, Ze platba U*,
ktora sme zostrojili, je optimalna.

Sprdavnost algoritmu sme uz dokézali; nasledujtci program uréi plat-
bu U vyhovujicu vztahu (x) (ktord je optimélna). Nazvy premennych
v programe sa zhoduji s ndzvami pouzitymi v predchadzajacich ivahach
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az na to, ze v programe sa nepracuje s polom hodnét ¢[1..n]. V programe
vystupuje len hodnota ¢; ako premenna g1, hodnota g; (pre aktudlne 7)
ako premennd ¢ a pole t[1..n] s hodnotami t;. Hodnota t[n] je lubo-
volné a sluzi len na zabranenie behovej chyby pri testovani podmienky
while-cyklu pre ¢ = n (keby sa testovala aj druhé ¢ast and-podmienky
napriek neplatnosti prvej ¢asti). Program netestuje, ¢i vstupné déata spl-
huji podmienky tlohy (vstupny stbor minci 1, 4, 8 napr. ,transformuje®
na 1, 5, 15).

Odhad casovej zloZitosti: Pri odhade zlozitosti zalezi na reprezentacii
Cisel vystupujicich v algoritme. Ak ¢, g2, - . ., g, a X st celé ¢isla menSie
nez nejaka konstanta INTMA X , tak hodnota n je zhora ohrani¢ené kon-
Stantou (2"7! £ q1 (281 4+1)(2ta+1) ... (2tn—1+1) = g, S INTMAX, a te-
da n < log, INTMAX + 1). Vykona sa najviac n opakovani while-cyklu
a kazdy prechod cyklom trva konStantny pocet krokov (vykonédvaja sa
len aritmetické operacie). Algoritmus teda trva konstantny pocet krokov
a pouZije pamét konstantnej velkosti. (Pri pouziti aritmetiky velkych &isel
by boli potrebné iné odhady.)

Program v PASCALe:

program PLATBA;
const n = ...;
var
t :array [1..n] of integer;
ql,q,qq : integer;
U : array [1..n] of integer;
X :integer;
1:1..m;
begin
read(ql);
qq := q1;
for i := 1 ton —1 do begin
read(q);
t[i] == (g div ¢q) div 2;
99 :=g;
end;
t[n] := 0;
read(X);
if (X modgl = 0) then begin
Ull] := X divgl;
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1:=1; q:=4ql;

while (i < n) and (abs(U[i]) > t[i]) do begin
Uli + 1] := (abs(U[i]) + t[z]) div (2 = t[i] + 1);
if U[i] < 0 then U[i + 1] := =U[i + 1];
Uli] :=Uli] = U[i + 1] % (2 * t[i] + 1));
writeln(U[i],” minci hodnoty ’, q);
q:=qx* (2%t +1);
i=i 41

end;

writeln(U[i],” minci hodnoty ’, g);

end else
writeln(’Obnos ’, X,” K& sa neda vyplatit.’);
end.

P-1ll-4

1. Spomenme si na tlohy predchadzajtcich kol. Nasli sme tam ¢isla
7527522, 572572 (vytvéarajlice sami seba) resp. 757227572 a 27572275722
(vytvarajice sa navziajom). Hned vidime, Ze vSetky st nesmrtelné.

2. Pre kazdé n =2 1 najdeme n ¢isel X1,..., X, takych, Ze

Xi}_Xi+1 (i:l,...,n—l),
X, F Xy

Polozime X; = 2»~1Xx271 . X;=2""iX2"% . X, =X a chce-
me najst také X, ze X = X, F X; = 2"71X271 Ale 27~ 1Xx2n-1 =
= 7"71(2"71X) a sta¢i pouzit Craigov zékon s M = 771 A = 2n~1:
existuje X s vlastnostou X - M(AX) = 2"t X271,

Riesenim je napr. X = M572AM572 = 70157227~ 177~1572,

Pre n = 1,2 sme dostali niektoré rieSenia z bodu 1.

3. Neexistuje také H, aby bola splnené ekvivalencia uvedend ako za-
klad algoritmu. To sa nahliadne pomocou McCullochovho zakona: keby
také H existovalo, ndjdeme X s vlastnostou X + HX. Potom

— ak X je nesmrtelné, HX je tieZ nesmrtelné;
— ak X nie je nesmrtelné, HX tiez nie je nesmrtelné.

To je spor s uvedenou ekvivalenciou.
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