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Kategorie A

Texty tloh

A-1-1

Nech p(z) = Y a;x' je polyném stupia n > 1, priéom pre kazdé 0 <
=0

Sk<nplatiag+ai+...+ar 2 0asicasne axq1+...+a, 2 0. Potom

pre kazdé x 2 0 je p(z) 2 0. Dokazte.

A-1-2

Nech A’, B’ si kolmé priemety bodov A, B do stien BCD a ACD $tvor-
stena ABCD. Ak A’ je ortocentrom trojuholnika BC'D, tak B’ je orto-
centrom trojuholnika ACD. Dokézte.

A-1-3

JestliZze vSechny zlomky se jmenovatelem nejvyse rovnym n, jez lezi v in-
tervalu (0, 1) a jsou zapsany v zdkladnim tvaru, sefadime podle velikosti,
c
d

0 a 1 chdpeme jako\zlomky 9, 1). Dokaite.

pak pro kazdé dva sousedni zlomky % < = bude platit ¢b — ad = 1 (&isla

A-1-4

.

Vypotitajte vSetky prirodzené Cisla n, pre ktoré plati rovnost 7(n) +
+ 33 = 7(n?), kde Tga) udava pocet nezapornych delitelov prirodzeného
¢isla a.
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A-1-5

Zjistéte, pro kterd n ma soustava n + 1 rovnic

zo + 211 =1,
nro + 1 +4x2 =mn,

LTpno1+ITp=1
feSeni v oboru celych nezipornych Cisel

A-1-6

Ozna¢me A = {n(t): t > 0} mnoZinu v3ech redlnych ¢&isel n(t), jejichz
dekadicky zapis méa tvar

n(t) = 0, a1(t)az(t)as(t) - ag(t)...,

kde ax(t) = [tk + 5] (mod 10). Najd&te nejmensi o takové, ze x < a pro
kazdé x € A.

A-S-1
Jestlize pro mnohoclen

ao+ a1z + a2z’ +...+anz" = (2 —21)(x — 22) ... (T — zn)

s redlnymi kofeny 1,2, ...,%, plati, Ze |a;| =1 pro viechna i € {0,1,
...,n}, potom n < 3. Dokazte.

A-S-2

V prostoru je dan ¢tyfstén ABCD, jehoZ mimobézné hrany jsou navza-
jem kolmé. Dokazte, Ze stiedy jeho hran lezi na jedné kulové plose.
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A-8§5~3

Najdite n, pre ktoré ma sastava

()= ()=- ()

n+1 n 2 n+3
("3 )mr (ot ()= (7).
rieSenie (z1,Zs,...,T,) také, Ze z, = 100.

A-1l1-1

V oboru reélnych cisel feSte soustavu rovnic

z(y+2) =1,
y(z+2) =1,
z(z+y) =

s parametrem p. Proved’té diskusi vzhledem k parametru p.
A-11-2
Zistite najvialsie stvorciferné &slo n, pre ktoré plati
37(n) = 7(n?),
kde 7(n) oznaluje pocet kladnych delitelov ¢isla n.

A-11-3

Nech H je priese¢nik vySok trOJuholmka ABC a DH je vyska Stvorstena
ABCD. Potom plati

cos|XADB| : cos|XBDC|: cos| ICDA| =
= |CD|:|AD| : |BD|.

Dokézte.
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A-1l-4

Najdéte vSechny hodnoty parametru p, pro které m4 mnohoclen
22 -3z+p

aspon dva rtzné celociselné koteny.

A-1-1

Nech p = (a1, as,- . ., a17) je lubovolné poradie ¢isel 1,2, ..., 17. Ozname
k, najvacsi index k taky, Ze eSte plati nerovnost

ay t+ax+...+ag <agpy + agy2 + ...+ ar7.

Urcte najvicsiu a najmensiu hodnotu k, a najdite sacet ¢isel k, odpove-
dajicich vSetkym réznym poradiam p.

A-1lIl-2

Oznalme a, b, ¢, d, e, f velikosti hran ¢tyfsténu a S jehb povrch. Dokazte,

7e
' V3

S§-—6—(a2+b2+c2+d2+ez+f2).

A-1lI1-3

Urcete vSechna prirozend Cisla n, pro kterd plati rovnosti
S(n) =8(2n) = S(3n) =... = S(n?),
kde S(z) oznatuje ciferny soudet éisla z (zapsaného v desitkové soustave).

A-1Hl-4

Rieste rovnicu

cos 12z = 5sin 3z + 9tg? = + cotg? z.
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A-1lIl-5

Uvazujme funkei f definovanou v intervalu (0,1) jako

T, x iraciondlni
fle)=qp+1 Y
ST ) T=-,
q q

kde 0 < p < q jsou nesoudé&ln cel4 ¢isla. Najdéte maximum funkce f na
intervalu (Z, 8).

A-1ll-6

V roviné je d4n ostrouhly trojahelnik ABC. Jeho vyska prochéazejici bo-
dem B protina kruZnici s primérem AC v bodech P, @ a vySka pro-
chézejici bodem C' protind kruZnici s primérem AB v bodech M, N.
Dokazte, Ze body M, N, P, Q lezi na jedné kruznici.
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Reseni tloh

A-1-1
7 vyjadreni

a(z—1)+a(z® -1 +...+a,(z" -1) =
(z-1)(a1+ax(x+1)+...+
tan(z™t+" 4+ 1) =
=(@-1)((a1+a+...+an)+
+(@+az+...+a)z+...+az""})

p(z) —p(1)

a z predpokladti a; +as+...+a, 20,as+az+...+a, 20,...,a, 20
je ziejmé, ze pro x = 1 plati '

p(x) 2p(l) =ap+a1+...+a, 20.

1
Abychom dokézali, ze p(z) 2 0 pro z € (0,1), staéi polozit z = —.
)
Pak je
1 n
p(z) = F(an +an_1y + ...+ apy™).
Predchazejici postup aplikujeme na mnohoclen a, + an—1y + ... + apy™

a vyuzijeme predpokladl an—1 +an—2+...+a0 2 0, apn—2+ an— 3+ -+
+ap20,...,a020.Proz=0jep(z)=ag 20.

Jiné Fedeni. Ulohu lze fesit i matematickou indukci. Pro n = 1 doka-
zovand véta ziejmé plati. Méjme n > 1 a predpokladejme, Ze véta plati
pro vSechny mnoho¢leny stupné mensiho nez n. Pro z 2 1 je

p(z) Zap+ar1r+ ...+ (an_1 +a,)z" !

apro0 <z <1je

p(z) 2 (a0 +a1)z +... +anz" =
= ((ao+ a1) + ...+ a,z™ )z

Mnoho¢leny na pravé strané obou nerovnosti nabyvaji nezapornych hod-
not podle indukéniho predpokladu.
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A-1-2

Protoze AA’ L BC a DA’ L BC, platl BC 1L ADA', tedy BC L AD
(obr.13).

D

Obr. 13

Podobné BB’ 1 AD a BC L AD (jak jsme jiz dokazali) dava
AD L BCB’ takze AD L B'C, to znamend, Ze bod B’ lezi na vysce
tro_]uhelmku ACD z vrcholu C.

Zameénime-li C a D, dostaneme, ze B’ leZi na vySce trojuhelniku ACD
z vrcholu D.

A-1-3

. @ c ,.a _a+c c . , o
Plati-li 3 < P (b,d > 0), plati i 5 < b1 d < 7 Je-li navic bc — ad =1,
je také b(a+c) —a(b+d) =1ac(b+d)—d(a+c) = 1. Vyjdeme tedy od

zlomki 2 Ta — , to bude prvm krok. Pri druhém kroku priddme mezi tyto

zlomky zlomek 1—:}_‘—1 = 3, pHi tfetim kroku prldame mezi tyto zlomky 1 3
a 2, dostaneme tak konecnou posloupnost 2,1, 1,2, % Tak postupujeme

c.

déle, pfi n-tém kroku pfidame mezi kazdé dva zlomky ¥ ° zlomek 2 ¢ T ks 5

pokud ovSem bude b+ d £ n. Dostaneme kone¢nou posloupnost zlomki,

jejichz jmenovatelé jsou vesmés prirozend ¢isla nejvyse rovna n, a budou-li

a ¢

stat v této posloupnosti zlomky 3 vedle sebe, plati proné bc—ad = 1.

Sta¢i uz jenom ukazat, Ze jsme tim dostali vSechny zlomky z intervalu
- (0,1) se jmenovatelem men$im nez n + 1.
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Predpokladejme tedy, zZe zlomek 2 . (g £ n) v nasi posloupnosti nem

pak musi leZet mezi dvéma jejimi sousednimi cleny D d’ tj. z <= 2 < d’
odkud plyne bp —aq 2 1, cg — dp 2 1. Vynéasobime-li prvni nerovnost
d, druhou b a sedteme-li je, dostaneme s vyuzitim vztahu bc — ad = 1
nerovnost ¢ 2 b+ d. To ale znamen4, Ze b + d < n. Pak by ale zlomky

b 3 nemohly byt sousednimi ¢leny uvazované posloupnosti, protoze by

mezi nimi lezel jesté zlomek . Tim je dokazano, Ze po n-tém kroku

+
b+d
: p S << <
obsahuje posloupnost vSechny zlomky a, pro které e 0 S p < g S n.
A-1-4
Je-li n = pi*p3? ... pe* rozklad Eisla n na prvocinitele, je ziejmé

7(n) = (a1 + 1)(az + 1) ... (ax + 1),
a tedy v
T(nz) = (2a1 +1)(2a2 + 1) ... (2ax + 1).

Re$me rovnici

neboli

(2k - 1)a1a2...ak +
+(257' = 1)(a1a2 ... @k—1 + ...+ aza3...ax) + ... +
+(2-1)(a1 +az +... +ar) = 33.

Pro k = 1 m4 tvar a; = 33, pro k.= 2 mé tvar
3a1a2 + a3 + a3 = 33
a FeSenim jsou dvojice (3,3), (8,1) a (1,8), pro kK = 3 m4 tvar
| Tayazas + 3ajas + 3aias + 3azaz + a1 + as + a3 = 33
a feSenim jsou trojice (1,1,2), (1,2,1), (2,1,1), pro k = 4 m4 tvar
15a;a2a3a4 + 7(a1a2a3 + aaza4 + ajazay + azazaq) +

+3(..)+(..)=33
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a nem4 feSeni, nebot pro kazdou &tvefici pi‘irozeﬁich Cisel ay, ag, a3, a4
je leva strana alespoii 15+ 7-4 + 3 -6 + 4. Tim spiSe nema rovnice feSeni
pro k > 4.

Z4vér: Uloze vyhovuji pravé ta ¢isla n, kterd maji rozklad na prvodi-
nitele n = p%*, n = p}p3, n = p}ps nebo n = pipsps.

A-1-5

Pro n = 1 dostaneme soustavu

To+ 22, =1,

To+z1 =1,

kterd ma jediné feSeni zg = 1, z; = 0.

Pro n = 2,3 dostaneme soustavy rovnic, které maji také pravé jedno
feSeni, ne v8ak v oboru celych ¢isel, pouze v oboru raciondlnich &isel.
Stejny vysledek dostaneme i pro m = 5, pfipadné i pro nékterd dalsi
pfirozend &isla. To nds vede k domnénce, Ze soustava nemd pro n > 1
feSeni v oboru celych ¢isel.

Predpoklddejme naopak, Ze soustava mé v oboru celych éisel feSeni
Tg,Z1,-..,Ts. Pravé strany rovnic jsou kombinaéni &isla, koeficienty moc-
nin ¢ v rozvoji dvojélenu (1 + ¢)™. Vynésobime tedy prvni rovnici &is-
lem 1, druhou zatim neurdenym é&islem g, tieti ¢islem ¢° atd., posledni
éislem g™ a vSechny ziskané rovnice seCteme. Na pravé strané dostaneme
(1 + q)™, na levé bude soulet

(L+gn)zo+[2+g+(n—1)¢lzs +...+
+2i4+q+(n—-9)¢¢ zi+ ...+ [2n+ ql¢"  zn.

Zvolime-li ¢ = v/2, rovnaji se viechny vyrazy v hranatych zavorkach :
vyrazu v2(1 + nv/2), takZe pak plati

(1 +nV2) [zo + T1V2 + 222 + 223V2+ ... + (ﬁ)"xn]
= (1+nv2)",

stejné tak pro ¢ = —v/2 dostaneme rovnici

(1 —n\/i) [zo PRV SN, I Y O R (- \/i)nxn]
=(1-nv2)"
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Vynésobime-li obé rovnice, dostaneme
(1= 2n®)[zo + 4xoT2 — 223 + ... + (=1)™ - 2722] = (-1)™

V hranaté zavorce je podle predpokladu celé ¢islo, to znamen4, Ze ¢islo
1—2n? déli &slo 1. Odtud plyne, Ze n = 1, pro n > 1 nemé4 dan4 soustava
celodiselné feSeni.

A-1-6

Ziejm& a < 1, nebot n(t) £ 1 pro kazdé redlné ¢t > 0. Hledané a (jde
o supremum) sestrojime ,po &islicich“ zleva doprava: Jeho prvni éislice
c1 za desetinnou &arkou bude rovna nejvétsi ze viech prvnich &islic ay (t)
pro t > 0. Druh4 ¢&islice c; bude nejvétsi z druhych &islic aq(t) vSech téch
t, kterd majiia;(t) = c¢; atd. Je$té si uvédomme, Ze se sta¢i omezit na
t € (0,10). Snadno zjistime, Ze

a;,(t) =9 prote
ag(t) S4prote

(4a 5)7 tedy ¢ =9,
(4,5),
as(t) —4pr0t€<

)

N)ILO"

,5) , tedy co = 4,

w| R

az(t)=9prote < ,5) , tedy c3 = 9 atd.

Dostdvame tak zmenSujici se intervaly typu ,5), které obsa-

huji pravé ta ¢t € (0,10), pro néz desetinny rozvoj n(t) zacina &islicemi

C1, C2, ..., Cm. Vzhledem k tomu, Ze tyto intervaly vZdy obsahuji &isla
libovolné blizkd k 5, budeme postupné dostévat c,, = 9 pro lichd m
a ¢, = 4 pro sudd m. Hledané ¢islo je tedy a = 0,949494 ... = %.

Pfitom pro zddné ¢t > 0 neni n(t) = «, jde o pé&kny piiklad suprema,
které neni maximem.
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A-S-1

Roznasobenim jednotlivych dvojcleni dostaneme zndmé algebraické
vztahy mezi kofeny algebraické rovnice a jejimi koeficienty

n
ao = (-1)"z122...2, = (-1)" Hx,-,
i=1

Ap—9 = 21T+ 123+ ... +Tp-1Tp = E T;Tj,
i<j

an-1=—(z1 +x2+...+xn)=-—2xi
i=1

a samozrejmeé a, = 1.
Pro druhou mocninu sou¢tu kofent dané rovnice tedy plati

n

2
1= lan-af* = (in) = Xn:x? +2) zm; =
i=1

i=1 i<j
n
— 2 2
o .’L‘i + an_2,
i=1

takze (
sz =1-2ap,_2=3.
i=1

Z nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem pro neza-
porné &isla 22, 23, ..., z2 oviem plyne

S

neboli n £ 3. Tim je tvrzeni Glohy dok4zano.

A-S-2

Ozna¢me K, L, M stfedy hran AB, BC, CA a P, @, R stfedy hran
AD, BD, CD. Kazd4 ze spojnic dvou stfedi hran je rovnob&#n4 s nkte-
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rou hranou é&tyfsténu (je stfedni pFickou pfisluiné trojihelnikové stény,

‘Obr. 14

obr. 14), proto jsou KLRP, KQRM a MLQP rovnobé&iniky. Protoze
mimobé&Zné hrany jsou navzdjem kolmé, jsou uvedené ¢tyfuhelniky pra-
votihelniky, a tak napf. body K, L, R, P le#i na kruZnici se stfedem S
ve stfedu tseCky KR a primérem |K R|. Podobné ale leZ{ na kruZnici se
~stfedem S a primérem |KR|ibody K, @Q, R, M (protoZe jsme v prosto-
ru, nemusi se oviem jednat o tutéz krunici). Odtud plyne, Ze viech Sest
uvedenych bodu lezi na kulové ploSe se stfedem S a polomérem |SR)|.

A-S-3

Z prvni rovnice dostaneme z; = 1, dosazenim do druhé rovnice vyjde
Ty = 2. Z tieti rovnice vypolteme z3 = 3.

Predpokladejme, Ze jsme jiz vypocetli, Ze z; =t proi =1,2,...,k—1.
Hodnotu z; vypoéteme z k-té rovnice, kterd mé tvar

B R\ (N (R o (F3
9 Ty 2 Ty 2 Tr-1 9 T = 4 .
Dosadime-li za z; ¢islo ¢ (i = 1,2,...,k — 1), dostaneme
kE+1 k k-1 : 4
xk< 5 >+2(2)+3( 9 ),+...+(k~2)(2)+
‘ 3 _ (k+3
+(k—1)(2)$k—< 1 )
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s+1 s
k+3\ (k+2 N k+2\ _
4 )\ 3 4- )
k+2 k+1 k+1 k 3
=37+ (1) (5 )+<3)+"‘+(3)'
RozloZime-li obdobné kazdy séitanec na pravé strané, dostaneme
kE+3\ (k+1 29 k +3 k-1 b
4 )\ 2 k 2
3 2
+(k—1)<2>+k(2>,

takze z) = k. Tim je dokdzano, %e z; = i pro viechna i € {1,2,...,n},
feSenim ulohy je tedy n = 100.

1
Opakovanym pouzitim vztahu (T i3 ) = (r) + (s :_ 1) dostaneme

Jiné Feseni. Prvni rovnici ponechdme, od kazdé dals$i odeCteme pied-
s 7 iy r T r—1 .
chéazejici. Vyuzitim vztahu ( ) - ( 1) e ( 1), dostaneme ekvi-
s s — s—
valentni soustavu

r =1

4

2z + To = (3)

5

3z + 229 + x3 = 3
1
m=Dz1+n—2)z2+ ... +2Tp_2+ Tn—1 =<n-?|)- )
. 2
nry + (n—1)z+ ... +2xn,1+xn=(n; )

Zopakujeme-li uvedeny postup jesté jednou, dostaneme dalsi ekvivalentni
soustavu

|
-

z1
Ty + To

I
w

Ty +T2+ ... +Tn2+Tn =

T+ T2+ . +Tno1 + Ty =
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Odtud uZ snadno dostaneme jediné reSeni dané soustavy z; = i pro
i € {1,2,...,n}. Refenim tlohy je tedy n = 100.

A-1l-1
Z dané soustavy spocteme

zy:l.—g, yz:g p.

Je-lip=0,jexy =1,yz = zz = 1, takZze z = 0. Soustavé rovnic vyhovuji
1
v8echny trojice (z,y,z), pro které je 2z =0,z #0ay = e

Je-lip # 0, je zyz # 0 a = y, pficemz 22 = 1 — £. Soustava fedy
nem4 FeSeni pro p > 2, ale ani pro p = 2 (bylo by z =y = 0).

Pro p < 2 (p # 0) vyhovuji dané soustavé pravé dvé trojice realnych
Cisel

2

[,_P P
rT=y= 1-=, 2= —F—r
4 2,/1-2
a \
[, _P p
T=y=—4/1-35, z2=——F7—.
. 2,/1-2

A-1-2
Je-li n = pl*p5? ... p* rozklad &isla n na prvodinitele, je zfejmé
7(n) = (a1 + 1)(az + 1) ... (ar + 1),
a tedy '
- 7(n?) = (2a; + 1)(2a2 + 2) ... (2a + 1).

Rovnice
1(n?) = 37(n),

nema ziejmé pro k = 1 zadné nezdporné feSeni a;. Pro k = 2 ji mZeme
zapsat ve tvaru

: 3(ay + 1)(ag + 1) = (2a; + 1)(2as + 1),
neboli
(a1 =~ 1)(02 = 1) = 3.
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Proto j Je a; = 2, as = 3, anebo obracené. Pro k = 2 tak dostdvame feSeni
n = pq*.
Pro k2 3 méa uveden4 rovnice tvar

(2% = 3)aya;...a;r +
+ (25 = 3)(a102. . ak-1+ ...+ azaz...ax) + ... =
=a +a2+...+ak+2,

pri¢emz prvni dva ¢leny na levé strané jsou nejméné 5+ a; +ag + ...+
+ax > a1 +as+. . .+ax+2; rovnice nemé tedy pro k = 3 zadné celociselné
FeSeni. .

Z nerovnosti (pg?)? < 10 plyne pg?> < 100 a snadno zjistime, ze
nejvétsim &islem tohoto tvaru je 99 = 11 - 32. Hledané n tedy je n =
=992 = 9801.

2

Jiné Fedeni. (Podle Josefa Mensika, gymndzium v Brné, tf. kpt. Ja-
roge.) Rovnici

7(n?) = 37(n)
muZeme napsat ve tvaru
(a1 +1)(ag +1)...(ar + 1) = (2a1 + 1)(2a2 + 2) ... (2ax + 1).

ProtoZe prava strana uvedené rovnice je lichd, jsou vSechna ¢isla a;,
as,...,ar vesmés suda, takze vidime, ze €islo n je Gplny kvadrat. Nejvétsi
takove Etykciferné &slo je 992. Snadno se piesvédéime, ze n = 992 dané
rovnici vyhovuje.
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_ A-1l1-3
Ozna¢me a, b, ¢ strany trojihelniku ABC a a; = |AD|, b = |BD|,

D

Obr. 15

¢1 = |CD]| zbylé hrany &tyisténu ABCD (obr.15). Podle kosinové véty
pro trojahelniky ABD a BCD plati

a? +b -2

s|XADB|= 111 —
€0 |q | 2@1b1

' 2, 2 _ 2

cos|gBDC| = AFa=a"
2b161

takze
cos|IADB|  (ai +b? — c?)cy
cos|XBDC| (B3 +c —a?)a;’

Ztejmé stali ukazat, Ze posledni vyraz je roven c; /a;. (Cyklickou zdmé-
nou obdrzime dal3i dvé rovnosti.)

Je-li v = |DH| uvaZovana vygka étyfsténu ABCD a BB; vyska troj-
thelniku ABC, dostaneme nékolikerym pouZzitim Pythagorovy véty

G —a} = (V¥ +|CH|?) — (v* +|AH|?) =
=|CH|?> - |AH|?> = |CB,|? - |AB,|?

a zaroven
a® —c = |CBi|? — |AB|%.
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Odtud ovSem plyne

b2+ —a?=al+ b2 -
Tim je dikaz hotov.

Dopustili jsme se oviem malého zjednoduSeni vynechanim piipadu,
kdy je thel ADB pravy, a tedy cos|XADB| = 0. Pak je b? + ¢? — a? =
= a? +b? — ¢ = 0, tak¥e pravy je i thel BDC'. Stejné bychom dokézali,
zZe je pravy i ihel CDA. Jde o ¢ty¥stén, jehoz kazdé dvé z hran DA, DB,
DC jsou kolmé a vSechny tii hodnoty kosinti na levé strané dokazované
rovnosti se rovnaji nule. Chapeme-li ji jako rovnosti

cos|XADB|  cos|XBDC| cos|JCDA|
|CD| B |AD| B |BD|

plati i v tomto zvlastnim. pripadé.

Jiné Feleni. (Podle Josefa Mensika, gymnézium v Brné, tf. kpt. Ja-
roSe.) Tvrzeni Glohy mtZeme zapsat pomoci vektort jako

AD-BD =BD-CD=CD-AD.
Pritom je
AD -BD = (AH+ HD) - (BH + HD) = AH .BH + HD - HD,

nebot z kolmosti HD k roviné ABC plyne rovnost AH-HD = HD-BH =
= 0. Zfejmé tedy staci dokdzat rovnosti

AH-BH = BH-CH = CH - AH.
Protoze vektory /{C a BH jsou navzijem kolmé, plati
AH-BH:(AC+CH)-BH=CH-BH.
Druhou rovnost dokdzeme obdobné.

Jiné feleni. ProtoZze vyska DH je kolma k podstavé ABC, je spe-
cidlne8 DH 1 AC a zaroveih BH 1 AC, takZe hrana AC je kolmd na
rovinu BDH. Odtud plyne, Ze hrany AC a BD jsou navzijem kolmé, to
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znamena, Ze oba vrcholy A i C' maji tyz kolmy primét P na p¥imku BD.
Potom

|DP|
|AD|

|DP|

ot
cos|XADB| CD[’

a cos|XBDC| =+

pfi¢emZ v obou rovnostech plati stejné znaménko (podle toho, zda P lezi
na polopfimce DB, anebo na polopfimce k ni opa¢né). Odtud ale plyne
rovnost ‘

cos |XADB| : cos | XBDC| = |CD|: |AD|.

Zbylou rovnost dokdZeme analogicky.

A-Il-4

Je-li m celo&iselny kotfen daného mnohoélenu, je p = 3m — m2 a rovnice
N :
2 -3z +3m-m?=(z—m)(@® +mz +m? -3) =0

by méla mit jesté dalsi celoliselny kofen x # m. To ale znamen4, Ze
diskriminant /

D =m? — 4(m? - 3) =12 — 3m?
kvadratického trojélenu v druhé zévorce musi byt druhou mocninou ce-
1ého ¢&isla. Je tudiz 3m? < 12, neboli |m| < 2. Z péti moznych celych &sel

m nevyhovuje uvedené podmince pouze ¢islo m = 0, pro ostatni vyjde
p==£2.

. A-1l-1
Je-li p = (a1,az,...,a17) uvazované pofadi a k, pifsluiny index, pak

ziejmeé plati

a1+a§+...+akp <@g,41+...+a17 =
=153 - (a1 +az +... +ax,),

takze
k

P
142+ +k ) a; S 76,

=1

odkud plyne, Ze je ky(kp + 1) < 152, neboli k, < 11.
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Podobné dostaneme nerovnost

153 — (akp+1 +...4+ a17) <0k,4+1+...+a17,

takze

17
(eI a,-é(kp+1)+...+17:_153—%k,,(k,,+1).
i=kp+1

Odtud vyjde odhad k, 2 5. Snadno nahlédneme, Ze pro pofadi a =
= (1,2,...,17) vyjde k, = 11 a pro pofadi z = (17,16,...,2,1) zase
k, =5.

Uvazujme dvé navzijem opacénd poradi

p:(alya27"'7a17)) q=(a177a16a"'7a‘1)'

ProtoZze a1 + a2 + ...+ a17 =1+ 2+ ... 4 17 = 153 je liché &islo, plati
zaroven :

a1+a2+...+akp <akp+1+...+a17,
a1 +az+...+Qk,41 > Okp42 + ...+ a17.

To ale znamen4, ze je k, + k; = 16 pro libovoln4 navzajem opaéna po-

fadi p, q. Rozdélime-li vSech 17! moZnych poradi sedmnécti ¢isel do %17 !
dvojic navzajem opa¢nych poradi, plyne odtud, Ze hledany soudet je 8-17!.

A-1l-2

Pro obsah P trojtihelniku o stranéch a, b, ¢ dostaneme podle Heronova
vzorce

1
P? = E(2a2b2 +2b%c* +2c%a® —a* — bt — ) =

: %((a2 + 6% +c*)? —2(a* + b + ¢*)).
Podle Cauchyovy nerovnosti je

(a2 + b + c2)2 < 3(a4 + b + c4),
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takzZe

11

2 < Cii2 002 242
P?< - 2(a® +07 + 7,
P§—-—\1/§(a2+b2+c2).

Pro povrch S uvazovaného Ctytsténu odtud plyne
2 : :
S < %(a2+b2+c2+b2+e2+f2+
+E+fP+d*+a’+d>+e€?) =
V3

=?(a2+b2+c2+d2'+62+f2).

ProtoZe pro pravidelny &tyfstén nastane rovnost, neda se koeficient
% 3 v dokazané nerovnosti zmensit.

A-1l1-3
Je-lin = ¢1-10P" 1 4¢5:10P=2+. . .+¢, (c1 # 0) rozvoj p-ciferného priroze-
ného &isla n v desitkové soustavé, budeme struéné psat n = |cicz| . . . |cp).

Jelikoz je ¢; # 0, je n = 107~ . Cislo 107! ziejm& podmince tlohy ne-
vyhovuje, vylou¢ime-li trividlni pfipad p = 1. Stali tedy uvazovat jen
ta p-cifernd &isla, ktera jsou vétsi nez 10P~!. Zkusime porovnat ciferny
souet ¢; + ¢z + €3+ ...+ ¢, Cislan a &slam = (10P~1 + 1)n. Je

107" 'n = |eiez|-..lep-1lcp|0]0]...| O]
n= le1leales)- - -|ep)
m = |d0|d1|d2| s .|dp_1|dp|CQ|C3|. . .|cp|

Je-li cpta § 9, je dp =cp + 1, dp_.l = Cp—1y -« dy =c¢,dy =0
aS(m)=2(ci+ca+...+¢cp) #S(n). Jelic,+c¢1 210, jed, =cp+c1 —
— 10, a pokud Cp—1 é 8, je dp—1 = Cp—1 +1, d —2 = Cp—2, -+~ d1 = Ci,
do =0, S(m) = 25(n) — 9, S(n) 2 10, takZe opét je S(m) # S(n). Aby
S(m) = S(n), musi byt nutné c,_; = 9. Podobné bychom dokéazali, Ze
musi byt cp,—2 = ... =cy = ¢1 = 9. ProtoZe ¢, 2 1 a n musi byt délitelné
deviti (to plyne ze vztahu S(2n) = S(n)), je i ¢, = 9. Aby tedy &islo n
spliiovalo podminku S(m) = S(n), musi byt nutné n = 10 — 1 nebo
n=1.
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Uké4Zeme, Ze tato &sla spliiuji podminku dlohy. V p¥ipadé n = 1 je
to ziejmé, zvolme tedy n = 10 — 1, tedy S(n) = 9p, p 2 1 a necht k je
libovolné pfirozené ¢islo mensi nez 10P. Necht je k = |b1|bo| . .. |by| z4pis
Cisla k v desitkové soustavé, pfiéeini nevyluéujeme pfipad b; = 0 nebo
by = by = 0 atd., tedy nevylu¢ujeme piipady, kdy je k Cislo g-ciferné
a ¢ < p. Budeme vSak nejdiive predpokladat, Ze k neni délitelné deseti,
tj. b, # 0. Je pak kn = k- 10P — k,

/4
e
k-10° = |by|bs]... ...|6,/0[0]......]0|
k= —|by|ba. ... b, |

kn = |b1| ¥ .Ibp_1|bp o 1|9 e b1| i lg — bP”1|10k_ bpla "

takZze S(kn) = 9p = S(n). Pokud je b, = 0, je k = 10", r 2 1, a |
neni délitelné deseti. Podle pfedchazejiciho je S(In) = S(n) a ziejmd
S(107In) = S(n). Tim je dikaz dokonéen, loze vyhovuji pravé &isla 1,
9,99, 999, ...

Jiné Feseni. Pfedpokladejme, Ze p-ciferné ¢&islo n vyhovuje dané sou-
stav® rovnic a Ze cicz...c, je jeho zdpis v desitkové soustavé, takze
S(n) =c1 +c2+...+cp. Protoze n 2 10771, ale S(10P~!) =1 # 2 =
= 5(2-10771), je n 2 107! + 1. Cislo n(10P~! 4+ 1) £ n? m4 v desitkové
soustavé zapis

—~1 = S
107" n+n=cic2...¢,00...04+cica...cp =
p—1

=(cc2...Cp+c1)c2c3. .. Cp.
Odtud plyne rovnost
S((10P~t +1)n) =S(cica...cp+a) +eatez+...+cp,

takze

' S(cica...cptc1) =cr.
Cislo cics - . . ¢, + ¢1 neni p-ciferné (jinak by zaginalo &slici ¢; nebo &slici
c1+1, takZe by bylo S(cice ... cp+c1) > ¢1). Plati tedy 107 < cicz. .. cp+
+ ¢1, zdrovet oviem je ci¢y...cp S 99...9 = 10° — 1. Dohromady tak
dostavame nerovnosti .

10”§clcz...cp+cl §10p+8.
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Diky této nerovnosti snadno zjistime, Ze nemize byt c; < 8, nebot
89...94+8 < 107; je tedy ¢; =9 a S(cica...cp +9) = 9. Protoze rovnice
S(z) = 9 md v intervalu (107,107 + 8) jediné feSeni z = 107 + 8, vychéai

n=cicy...c;=10P +8 -9 =107 — 1.

Zbyvéa ovéfit, ze nalezené ¢islon = 10™ —1 vyhovuje pro libovolné pfi-
rozené m viem rovnostem tlohy. Pro k £ n oznaéme c;c; . . . ¢, dekadicky
zapis Cisla k — 1. Potom

kn =k(10™ — 1) = (k — 1)10™ + (10™ — k) =
=c102...cp00...0+

m

+ 99...9(9—‘Cl)(g—Cz)...(g—Cp),

m-=p

nebot 10™ — k = (10™ —1) — (k—1) =99...9—cica...Cp. Je tedy

m

kn=cc2...¢99...99—c1)(9—c2)...(9—cp),

m—p

a proto

S(kn) =c1+c2+...+¢cp+9(m —p) +
+(9—C1)+(9—C2)+...+(9——cp)=9m‘

A-1ll-4
Leva strana rovnice
cos 12z — 5sin 3z = 9tg? x + cotg? x.
spliiuje pro libovolné reélné &islo x 'nerovnost
cos 12z — 5sin 3z < 6, | (1)

prava
9tg? x + cotg’x > 6, (2)
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i 1
nebot pro kazdé kladné u plati u + ” 2 2, a tedy

: 2
9tg2z+cotg2x=3((\/§tgz)2+ (\/gt x) ) >6
g

Danou rovnici spliuji tedy pravé ta z, pro néz v obou nerovnostech
(1) a (2) nastane rovnost. To znamen4, Ze

' 1
cosl2x =1, sindz=-1, |[tgz|=—.
|tg z| 7
Z téchto podminek vychazi, ze
z:kg, 3x=(4l—1)g a a:=(6mﬂ:1)g,

kde k, I, m jsou cela Cisla. Spoleénym FeSenim jsou Cisla

z= (12k+11)% a z=(12k+7),

OHFI

kde k € Z je libovolné celé &islo.

A-1l1-5

V intervalu (%,3) lezi &slo 12, pro které je f(32) = 12 > g. Podle
FeSeni tlohy A-I-3 nelez{ v intervalu (F,{%) Z4dné racionélni &slo 2

se jmenovatelem g < 25 a podobng interval (12,3) neobsahuje zadné
raciondlni éislo 2 se jmenovatelem q < 26. Pro kazdé racionélni &islo §

z intervalu (8, 9), 2413 1%, tedy plati ¢ 2 26, a proto je

p\ _p 1 8 1 16
f(q)—q+ <9+26<17.

ProtoZe pro kazdé iraciondlni éislo z € (8, 8)je f) =z < &, je
hledané maximum 16
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A-1lI1-6

Oznalme K patu vysky z bodu B na stranu AC, L patu vysky z bo-

C

Obr. 16

du C na stranu AB. Z Eukleidovy véty pro pravouhly trojahelnik APC‘
(obr. 16) dostaneme rovnost

|AP|* = |AK|-|AC| = |AB| - |AC|cosa.

Stejny vysledek dostaneme i pro velikost |[AM|? z Eukleidovy véty pro
pravouhly trojuhelnik ABM,

|AM|? = |AL| - |AB| = |AB| - |AC| cos .

Je tedy |AP| = |AQ| = |AM| = |AN]|, takZe body M, N, P, Q lezi na
kruZznici se stfedem ve vrcholu A daného trojihelniku.

Jiné FeSeni. Zfejmé AC je osa usetky PQ, AB je osa tisecky M N.
Odtud plyne, ze |AM| = |AN| a |AP| = |AQ)|. (Pokud tedy lezi body
M, N, P, Q na kruZnici, je jejim stfedem bod A. ‘

Protoze P lezi na vySce z bodu B, je PB - AC = 0. Z Thaletovy véty
déle plyne rovnost AP - PC = 0. Analogicky dostaneme CN - AB = 0

77



a AM - MB = 0. Je tedy

|AP|>=AP-AP=AP-AP + AP-PC = AP -AC =
= AP.AC+PB-AC = AB - AC,

|AM|? = AM - AM = AM - AM + AM - MB = AM - AB =
=AM - AB + MC - AB = AC - AB,

takze |AN| = |AM| = |AP| = |AQ)|. Tim je dikaz tvrzeni lohy hotov.

Jiné fe§eﬁi. Oznaéme H prisedik vysek trojihelniku ABC a A’ patu
vysky vedené bodem A. Pro mocnost bodu H ke kazdé z obou uvazova-
nych kruznic plati

|HA|-|HA'| = |HM|-|HN]|

a zéroven .
|HA|-|HA'| = |HP|- |HQ|.

Odtud ovsem plyne, Ze body M, N, P, Q lezi na kruZnici.
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