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Kategorie B

Texty tloh

B-1-1

Jedna z vysek trojuhelniku ABC' je mensi nez kazda z jeho stran a tvori
s délkami stran trojihelniku ABC ¢tyfi za sebou jdouci pfirozend ¢isla.
Urcete velikost této vysky. .

B-1-2

Nech 0 < a < c. Néjdite vSetky z € (a,c), pre ktoré plati

z(2a — z + 2¢)® 2 27a%c%.

B-1-3

Uvnitr trojuhelniku o stranach 3, 4, 5 najdéte vSechny body, jejichz vzda-
lenosti od stran tvori trojici délek stran néjakého trojuhelniku.

B . 1-4
Dokazte, ze obvod kazdého pyi;hagorejského trojuholnika je parne ¢islo.
B-I1-5

Na listé papiru jsou narysovany ¢asti stran daného trojuhelniku, jehoz
vrcholy lezi mimo. Sestrojte stfed kruznice vepsané danému trojahelniku.

B-1-6

Kolko existuje celych kladnych &sel z £ 1992000 takych, ze 1992000
deli 23 — z?
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B-S-1

Néjdite najvacsie dvojciferné ¢islo n s tou vlastnostou,.ze existuje pyta-
gorejsky trojuholnik s obsahom n.

B-S-2
Na listu papiru jsou narysovany ¢asti stran konvexniho ¢tyithelniku
ABCD a jeho vrcholy B, D. Vrcholy A, C lezi mimo papir. Sestrojte
thlopticku AC.

B-S-3

Necht a, b jsou dané redlné ¢isla. Potom plati
(a+ b)* = 8(a’b + ab®).
Dokazte!

B-1l1-1

N4jdite vietky pytagorejské trojuholniky, ktorych vyska na preponu sa
rovnd 12.

B-11-2

Bod T je bodom vonkajsieho dotyku kruznice k s priemerom AT a kruz-
nice k' s priemerom BT. Doty¢&nica kruznice h vedend bodom A zviera
s priamkou AT uhol a a doty¢nica kruznice k vedend bodom B zviera
s priamkou AT uhol S.
Dokézte, ze
3sinasinf + sina + sin § = 1.

B-1-3
Necht z, y, z € (—1,00) axz +y + z = 3. Pak

x+y+z
z+1 y+1 z+1

lIA

3
3 (1)
Dokazte. Kdy ve vztahu (1) plati rovnost?
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B-1l-4

Je déan trojthelnik ABC se stranami 3,4, 5. V roviné daného trojihelniku
najdéte vSechny body X, pro které existuje pravouhly trojihelnik se
stranami | X A|, | X B|, | XC|.
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Reseni tloh

B-1-1

Oznaéme n velikost vysky na stranu c, zbyvajici strany oznac¢me a, b. Ob-
sah trojihelniku ABC lze vyjadfit dvéma zpisoby (pouzivdme Heréntiv
vzorec) '

Szr—l = \/s(s —a)(s—b)(s—c),

kde s = 2(a+b+c). Je tedy

cn__\/a+b+c b+c—a a+c—b a+b-c
2 2 2 2 2

Ze zadéni vime, ze {a,b,c} = {n+1,n+2,n+3}, miZeme proto pfedchozi
rovnost upravit na tvar

2cn = \/(311 +6)(n +2)n(n + 4).
Po umocnéni a mensi Gpravé dostaneme
4c®n = 3(n + 2)%(n + 4). (1)

Nyni rozli§ime tfi situace:
a) Je-li c =n+1, pak z (1) po dosazeni a Gpravé dostaneme

nW—Mn—sezﬁi
n

Vyraz na levé strané je pron € N celodiselny, tj. n musi byt délitelem ¢isla
48. Postupnym dosazovanim se snadno presvédéime, Ze zadny z mnoziny
délitelt Cisla 48 dané rovnici nevyhovuje.

b) Pro ¢ = n + 2 dostaneme z (1) linedrni rovnici (po dosazeni a vy-
déleni vyrazem (n + 2)2) s kofenem n = 12. Tomu odpovid4 ostrouhly
trojahelnik se stranami 13, 14 a 15.

c) Je-li ¢ = n + 3, obdrzime podobné jako v a) rovnici

1

n?-24=—,
n

kterd opét v mnoziné N nemé reSeni.
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Jedingm feSenim tedy je trojuhelnik se stranami délek 13, 14 a 15
a vySkou 12 na stranu délky 14.

Pozndmka. Ulohu lze fesit také na zékladé Pythagorovy véty diskusi
t¥ riznych moznosti strany proti vysce délky n:
Piislugi-li napf. vyska nejdelsi strané (obr. 8), pak plati

\/(n+2)2—-n2+\/(n+1)2—n2=n+3.

Z tohoto vztahu po upravé a dvojim umocnéni postupné dostaneme

2Vn+1+v2n+1=n+3,

44/(n+1)(2n+1) =n®+4,

n2—24=§.
n

Tato rovnice, jak jiz vime, nem4 feSeni v N. Dalsi pfipady se fesi obdobné.

n+1
n+2
n
n+3
Obr. 8
B-1-2

Za danych podminek ziejmé plati
a
— )
(c-1z) (1 x) >0.

Odtud dostavame
ac
a+c—1=—.
T
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Tento vztah a nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem
t¥i kladnych &isel vyuzijeme pfi Gpravach levé strany zadané nerovnice.
Je tedy

:1:(2aél-2c—-ar:)3:a:(a+c+(a+c—:r))3 >

3
b (a+c+%) 2
' T

ac
>z-3%.a-¢c- — =27a%2
x

Nerovnice proto plati pro vechna x € (az c). Plati vZdy dokonce ostra
nerovnost, nebot podle pfedpokladu je a # c.

B-1-3

Vzdélenosti libovolného vnitiniho bodu M od jednotlivych stran troj-
thelniku ozname z, y, z (obr.9). Paty kolmic z bodu M na strany BC,

Obr.9

AB ozna¢me P, Q a R necht je pruse¢ik pfimek PM, AB. Trojthelniky
BCA, MQR, BPR jsou navzijem podobné, t_] maji délky stran v poméru
3:4:5. Plati tedy

5 5
MR| = - ==
IMR|=2|MQ| =3+,

4 4
PR|= - |BP|=-(3-

IMP| = z.
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Po dosazeni téchto vztahi do rovnosti
|MP|+ |MR| = |PR|

zjistime, Ze
12 — 4y — 3z
-2 2

Kladni disla z, y, z jsou délky stran nejakeho trojahelniku, pravé kdyz
plati
rT+y>z ANzrz+z>y AN y+z>zx.

Dosazenim vyrazu (2) do téchto tfi vztaht vyjadfime hledanou mnozinu
jako prunik vnitfki polorovin uréenych nerovnicemi
8 +9y>12 AN Yy —22 <12 A 8z —y < 12.
Mnozinou je vnitfek trojihelniku XY Z, jehoz vrcholy X = [3,0],
=0, 3], Z = [%2, 12] lei uvnitF stran daného trojahelniku ABC.

Poznamka. Vztah (2) se dd odvodit i jinymi zpisoby. Napfiklad pouzi-
tim vzorce z analytické geometrie pro vzdalenost bodu od pfimky, nebo
z faktu, ze soucet obsahi trOJuheImku ABM, ACM, BCM se rovna
obsahu trojahelniku ABC.

B-1-4
Oznaéme ¢ preponu trojihelniku a a, b jeho odvésny. Druhd mocnina

obvodu je

?=(a+b+c)?=a>+b>+c+2(ab+ac+bc)=
=2(c? + ab + ac + be).

To je sudé ¢islo, takze i o musi byt sudé.

B-1-5

"~ VepiSeme-li néjakému trojihelniku ABC kruznici k, pak je jeji stied S
od jeho stran stejné vzdalen a tato vzdalenost je rovna poloméru o kruz-
nice k. Sestrojime-li k trojihelniku ABC stejnolehly trojihelnik A’ B'C’
se stfedem S a koeficientem stejnolehlosti >, 0 < > < 1, ma stfed S
od stran trojihelniku A’B’C’ shodné vzdalenosti ko. Proto i vzdalenosti
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stran trojihelniki odpovidajicich si v dané stejnolehlosti jsou shodné.
Toho vyuzijeme k vyfeSeni Glohy.

Konstrukce: Uvnitf daného trojihelniku vedeme ve stejnych vzdale-
nostech rovnob&zky s jeho stranami tak, aby se protly ve vrcholech A’,
B', C’" uvniti obdélniku tvoreného uvazovanym listem papiru a sestrojime
stied S kruznice vepsané trojihelniku A’B’C’. Ten bude zé4rovei stiedem
kruZnice vepsané trojuhelniku ABC.

B-1-6

Pred feSenim tlohy pripomenhme nasledujici tvrzeni: Jsou-li a, b, ¢ celd
Cisla a a, b nesoudélnd, m4 diofantovskd rovnice

/

au+bv=c (3)

s neznamymi u,v € Z vzdy reSeni. Vyhovuji-li této rovnici néjaka Cisla
up, Vo € Z, dd se mnoZina vSech FeSeni rovnice (3) vyjadrit ve tvaru

{(u,v): u=up +bt, v=10p+at, t €} (4)

Reseni dlohy. Cislo 1992000 = 26 - 3 - 53 - 83 m4 délit soudin ti{ po
sobé jdoucich nezapornych cisel

2} —z=(z-Dz(x+1).

Pro tfi po sobé jdouci ¢isla vzdy plati, Ze
a) pravé jedno je délitelné tremi,
b) nejvyse jedno je délitelné danym ¢islem vétSim nez 3,
c) sudé je bud prostfedni z obou (isel, anebo obé& krajni. Jsou-li v8ak
obé krajni sudé, je jedno z nich lichym nasobkem ¢éisla 2.
Se zietelem na tato fakta mohou pro {initele z — 1, z, z + 1 nastat
moZnosti, jejichZ prehled je uveden v néasledujicich tabulkéch.
Tabulka ITI vznikne z tabulky II zdménou z — 1 za z + 1.
Zabyvejme se nejprve tabulkou I. Pro prvni fddek dostdvame t¥i FeSe-
ni, nebot z = 664 000! < 1992000, tedy [ = 1, 2, 3. Ostatni Fadky vedou
na rovnice typu (3). Napiiklad v poslednim fadku dosadime x = 64/ do
vztahu z — 1 = 125k, dostaneme rovnici 64/ — 125k = 1, jejiz kofeny maji
tvar k = ko + 64r, l = lg + 125r, r € Z. To vede na = = z; + 64 - 1257,
co? dosadime do vztahu z + 1 = 83m. Dostaneme 83m —8000r = 1+ z;.
Tato rovnice vede nakonec na x = xg + 664 000¢, t € Z. Vzhledem k dané
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z—1 z z+1 z-1 | 3 | z+1
26 .53 .83l 25 .53 . 83k
5k 26 . 831 25 . 53k 831
’ 26 . 831 53m 25 . 53k 83m
83k 26 . 53 25 . 83k 531
2.5 | 83m 25 . 83k 5m
83 -5k 26] 2k 83 - 531
261 83-5%m 25k 83-5%m
83k 2% 53m 25k 831 53m
53k 261 83m 25k 531 83m
Tabulka I Tabulka II

periodé muzeme kofen z zvolit v intervalu (1,664000) a z podminky
T < 1992000 zjistime t € {0,1,2}. Kazdy fadek tabulky I tedy vede na
tfi vyhovujici feSeni. Obdobné postupujeme i v tabulkich II a III. Ten-
tokrat v8ak vede kazdy radek na Sest FeSeni, nebot kofeny prislusnych
rovnic davaji x tvaru

x = xo + 332000¢, =0 € (14/332000), te€ {0,1,2,3,4,5}.
Dané loze vyhovuje celkem 9 -3 + 18 - 6 = 135 pfirozenych &isel z.

B-S-1

Ako je znadme (pozri napr. Stefan Znam: Tedria cisel, Cast1., kap.6) pre
odvesny a, b a preponu ¢ ubovolného pytagorejského trojahelnika plati

a=k(¢®-p%),
b = 2kpq, (1)
c=k(¢* +p?),

kde k, p, g st prirodzené &isla, p, ¢ st nestdelitelné ¢isla roznej parity
a g > p. Pre obsah P tohto pravouhlého trojahelnika vSak plati P = %ab,
tize P = k%pq(q* —p?). Z toho vyplyva, Ze tilohe mdze vyhovovat len také
dvojciferné ¢islo n, ktoré mozno vyjadrit v tvare

n = k’pq(q® - p%), )
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kde k, p, ¢ st prirodzené &isla uvedenych vlastnosti. Vzhladom k tomu,
e p, ¢ musia mat rdznu paritu, stali uvazovat len o parnych n. KedZe je
98 = 2-72, &islo 98 nevyhovuje. Plati viak 96 = 3-25 = 4%2.1.2-(22 —12),
"z &oho porovnanim s (2) dostaneme k = 4, p = 1, ¢ = 2 a po dosadeni

do (1) méme -

a=4(2>-1% =12,

b=2-4-1.2= 16,

c = 4(2% +1%) = 20.
Pre plosny obsah P pytagorejského trojihelnika so stranami 12, 16, 20
skuto¢ne plati P = £ - 12- 16 = 96. Hladanym &islom je teda &islo 96.

B-S-2
Rozbor (pozri obr.10). V rovnolahlosti so stredom B a vhodnym koefi-

A Al

Obr. 10

cientom 0 < k < 1 zodpoved4 konvexnému Stvoruholniku ABC D §tvoru-
holnik A'BC'D' (A'D' || AD aC'D’ || CD), ktory sa uz cely nachddza vo
vnitri obdfznika predstavujiceho dany list papiera. Bodu S € AC N BD
v tejto rovnolahlosti zodpoveda bod S’ € A'C'NBD’, pricom BD' = BD
aA'C'| AC. '

Z toho plynie nasledujica konstrukcia. Vo vnitri secky DB zvolime
bod D' tak, aby body A’ € p=AB (A'D' || AD), C' € ¢ = BC (C'D' ||
|| CD) lezali vo vnitri uvazovaného obdlznika. Ozna¢me S’ € A'C'NBD

49



a zvolme vo vnitri Gsetky A’S’ (resp. vo vnatri asetky S’C') Tubovolne
bod M’. Bodom D vedieme rovnobeZzku s priamkou D' M’ a jej prieseinik
s polpriamkou BM' ozna¢me M. RovnobeZka s priamkou A'C' = M'S’
idiica bodom M je priamka AC.

Dékaz sprdvnosti konstrukcie vyplyva zo zdkladnych vlastnosti rov-
nolahlosti. Je zrejmé, Ze Giloha m4 riefenie vZdy, a to jediné.

B-S§-3

Najskor dokaZeme, Ze pre kazdé dve &isla a, b plati (a+b)* 2> 8(ab®+a®b).
Podla binomickej vety plati

(a+b)* = a* + 4a%b + 6a%b> + 4ab® + b*,

ale tiez
0 < (a—b)* = a* — 4a%b + 6ab* — 4ab® + b*,

Cize
a* + 6a%b% + b* 2 4(a®b + ab®).
Preto plati
(a+b)* = 4(a®b + ab®) + 4(a®b + ab®) = 8(a’b + ab®),
ako bolo treba dokézat.
B-I1I-1

Ako je zndme, pre odvesny a, b a preponu ¢ fubovolného pytagorejského
trojuholnika plati

a=k(¢®-p*), b=2kps, c=k(g*+p?), (1)

kde k, p, g st prirodzené &isla, p, ¢ st nestdelitelné &isla réznej parity
a ¢ > p. Ak vySka v, na preponu c sa rovna 12, potom pre plo$ny obsah
P uvaZovaného trojuholnika plati jednak P = % - 12¢ = 6c¢ a jednak
P = 1ab. Vzhladom na (1) z toho vyplyva, ze

- k*pa(q® — p*) = 6k(q* + p?),
tize
_ 8@ +p”) @
pq(q? — p?)
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Z toho, 7e &isla p a q st nesudelitelné, vyplyva, Ze musia byt nestdelitelné
aj &isla ¢ +p?, p a &isla g% +p?, q. Preto &islo k z (2) moze byt prirodzené
len vtedy, ked stéin pg deli 6. Vzhladom na predpoklady o &islach p, ¢
prichddzaja do Gvahy len dvojice a) p =1,¢ = 2;b) p =1, ¢ = 6
c) p = 2, ¢ = 3. Dosadenim do pravej strany (2) sa lahko presvedé&ime,
ze prirodzené k dostaneme len pre p = 1, ¢ = 2 (k = 5). Ak tieto
hodnoty dosadime do (1), dostaneme a = 15, b = 20, ¢ = 25. Z toho,
Ze v pravouhlom trojuholniku plati ab = v.c, dostavame, Ze v, = a?b =
15-20
T 28

Ulohe teda vyhovuje jediny pytagorejsky trojuholnik so stranami a =
=15,b=20,c=25.

=12.

B-11-2

Ozna¢me r polomer kruZnice k a R polomer kruznice h (obr.11). Potom

Obr. 11
je
3 : r
SlnC¥=R+2r’ fin g = r+2R’
Preto plati
3Rr R r

3sinasin S+ sina +sinf§ =

(R+2n)(r+2R)  R+2r Tr+2R
__ 3Rr + Rr +2R? + Rr + 2r?
B (R+2r)(r +2R)

=1,

¢o bolo treba dokazat.
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B-11-3

Pre kazdé tri kladné reélne &isla a, b, ¢ vyplyva z nerovnosti medzi arit-
metickym a geometrickym priemerom, Ze

(a+b+c)<1+2+ >>3\/abc 33/=-=- %:9.

Prea=z+1,b=y+1, c=z+ 1 z tohto vzfahu dostaneme

(@+1) + @+1) +(z+1)) (xi1+yi1+zil> >0,

odkial vzhladom na podmienku z + y + z = 3 vyplyva, Ze

1 + 1 + 1 E
z+1 y+1 24172

1\

Plati v8ak

Il
P
-
|
£

—
N
VS

—
|
<
4=

—

L S
+
/~

1Y

+ |~

—
N

A

¢o uZ je nerovnost, ktorej spravnost sme mali dokézat.

V- nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom plati
rovnost prave vtedy, ked plati a = b = ¢. Z toho vyplyva, Ze vo vztahu
(1) plati rovnost prave vtedy, kedz+1=y+1=2+1lizez=y=2=1
(vzhladom na podmienku z + y + z = 3).

B-11-4
Je zrejmé, Ze pravouhly trojuholnik so stranami | X A|, | X B|, | XC| exis-
tuje prave vtedy, ked nastane niektory z tychto pripadov:
1) |XA?+|XB|?>=|XC?,
2) |XA]*+|XC|? =|XBJ?,
) |XB|* +|XC|* = | XA
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Obr. 12

Ak v rovine zvolime karteziansku stradnicova ststavu tak, Ze plati
(obr.12) C = [0,0], A = [4,0}, B = [0,3], X = [z,9], potom |XA|*> =
= (z—4)2 4y |XB]? =22+ (y - 3)?, | XC|? = 2% + y? a v jednotlivych
uvedenych pripadoch dostaneme ’

1) (z—4)2+y2+2%+ (y—3)2 =22 +y?, Cize
(z-4)?2+@w-3)?%=0.

Tejto rovnici vyhovuje jediny bod D = [4,3].
2) (z-4)2+y?+2?+y? =22+ (y— 3)? Cite

(z-4)°+y* +6y=09,
odkial po doplneni na uplny $tvorec dostaneme
(x—4)+ (y+3)* =18.

To je rovnica kruznice k; so stredom S; = [4, —3] a polomerom r; = 3v2.

3) 22+ (y—-3)2+x2+y? = (z—4)% +v?, Cize 22 + 8z + (y—3)? = 16,
odkial opidt po doplneni na Gplny $tvorec dostaneme

(x+4)?%+(y-3)%2=32,

¢o je rovnica kruznice k; so stredom Sy = [—4, 3] a polomerom ry = 41/2.

Zdver. Podmienkam tlohy vyhovuju teda vietky body X € M = k;U
Uky U {D} ;
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