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Kategorie C

Texty tloh

C=l=1

Mezi ¢isly 6n+2, kde n je prirozené ¢islo, neexistuje Zadna druhd mocnina
prirozeného Cisla. Naopak mezi ¢isly 6n + 3, kde n je prirozené &islo, je
nekoneéné mnoho druhych mocnin pfirozenych éisel. Dokazte.

C=1~-2

Kamilka si na tfi karti¢ky napsala po jedné ¢&islici. Potom z nich vytvorila
vSechna mozné trojciferna ¢isla, ktera secetla. Vyslo ji 3159. Pak si ale
uvédomila, Ze jedno &islo zapomnéla. Které to bylo?

C—=1-=3

Obdélnik, jehoz jedna strana je 13,2cm, je rozdélen na sedm &tverctu
podle obr. 1. Zjistéte velikost druhé strany.

Obr. 1

C-1-4

Vypottéte objem Etyfsténu, jehoz rovinna sit vyplni étverec se stranou 10.
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C-1-5

Jsou-li a, b, c velikosti stran trojihelniku a t,, tp, t. velikosti pfislusnjch
téZnic, pak
§ < ta + tb + tc
4 a+b+c
Dokazte.
C-1-6

Najdéte nejmensi pfirozené ¢islo n tak, aby existovalo pravé 45 uspora-
danych dvojic (u,v) pfirozenych &isel, jejichZz nejmensi ndsobek je n.

C=§-1

Néjdite vSetky prirodzené isla n mensie nez 100, pre ktoré je ¢islo Tn+4
druhou mocninou prirodzeného ¢isla.

C.=5.~2

Pro ktera prirozena €isla p existuji prirozena Cisla z, y tak, ze

z+y=7p’,
10z +y=p? !
C-S5-3

Lichobeznik je strednou prieckou rozdeleny na dva lichobezniky, ktoré
majt pomer obsahov rovny q. Uréte pomer dfZok zdkladni lichobeznika.
Pre ktoré ¢ m4 tloha rieSenie?

C-u-1
V oboru reédlnych cisel feSte soustavu rovnic

T+ 2y =4,
2zy — 322 = 4.
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C-11-2
Dliky a, b, ¢ stran trojuholnika st prirodzené &isla, pre ktoré plati a +
+b=9, a+c=10. Zo vSetkych trojuholnikov takychto vlastnosti uréte
ten, ktory ma najmensi obvod, a ten, ktory ma najvacsi obvod.

c-1n-3
" Souttem trojciferného &isla A s trojcifernymi &sly B, C, jez dostaneme
z Gisla A cyklickou zaménou ¢éislic, je ¢tyfciferné Cislo, které je délitelné
éislem 72. Urcete Cisla A, B, C, vite-li, ze kazdé z nich je zapsino navza-
jem riznymi Cislicemi.
C-1-4 ‘
Dokézte, Ze pre kazdy ostrotihly trojuholnik plati

1 a
_<v + vy + U, <1,
2 a+b+c

kde a, b, ¢ st dlzky stran a v,, vy, v. dizky vySok trojuholnika.
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Reseni iloh

cC-1-1

Zjistime, jaké zbytky pti déleni ¢islem Sest davaji druhé mocniny pfiroze-
nych &isel. Jak ukaZeme, zbytek &isla m? zavisi jen na zbytku celého &isla
m. Skuteéng, je-li r zbytek p¥i déleni &isla m Sesti, pak r € {0,1,...,5}
am = 6k + r pro vhodné celé ¢islo k. RozliSme proto Sest pripadi podle
hodnoty 7:

m=6k+0 = m?=236k>=6-6k>+0

m=6k+1 = m?=236k>+ 12k + 1 = 6(6k*> +2k) + 1
m=6k+2 = m?=36k>+ 24k + 4 = 6(6k> + 4k) + 4
m=6k+3 = m?=236k>+36k+9=6(6k>+6k+1)+3
m=6k+4 = m?=36k% + 48k + 16 = 6(6k> + 8k + 2) + 4

m=6k+5 = m?=36k®+ 60k + 25 = 6(6k* + 10k + 4) + 1

Vidime tedy, Ze pfi déleni Sesti se zbytek ¢isla m? rovna pouze nékterému
z Cisel 0, 1, 4 nebo 3, nikdy se nerovnd dvéma (ani péti). Proto Zadné
celé Cislo tvaru 6n + 2 neni druhou mocninou pfirozeného &isla. Nase
vypocty rovnéz potvrzuji, Ze ¢islo 6n+3 je pro nékteré pfirozené n druhou
mocninou pfirozeného &isla, pravé kdyz je n tvaru n = 6k2 + 6k + 1, kde
k je celé &islo. Pro k = 0,1,... tak dostdvdme nekone&n& mnoho &isel
tvaru 6n + 3, jez jsou druhych mocninami pfirozenych &isel. Jsou to &isla

32,92, 152 atd.

C-1-2

Oznafme ¢Cislice na kartickach a, b, ¢ v takovém poradi, aby éislo, které
Kamilka zapomnéla, bylo pravé 100a + 10b + ¢. Kamilka tedy vypocetla
soucet péti Cisel

(100a + 10c + b) + (100b + 10a + c) + (1006 + 10c + a) +
+ (100c + 10a + b) 4 (100c + 10b + a) = 122a + 212b + 221c,

takZe mame fesit rovnici 122a+212b+221c = 3159 v oboru {0, 1,...,9}.
Provedeme nésledujici trik: k obéma strandm rovnice pri¢teme zapome-
nuté ¢islo 100a + 10b + c,

222(a + b + ¢) = 3159 + (100a + 10b + c).
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Budeme tak hledat celé ndsobky N (isla 222, tedy N = 222k, které lezi
mezi Cisly 3159 a 3159 + 1000 = 4159 a poté porovnavat, zda je ¢islo k
rovno cifernému souétu ,,pfebytku“ N — 3159.

Piedné plati 222 - 14 = 3108 < 3159 a déle

222.15=3159+171, 15#1+7+1,
22216 = 3150+ 393, 16#3+9+3,
22217 =315+ 615, 17#6+1+5,
22218 =3159+837, 18 =8+3+7.

Dalsi nasobky uZ testovat nemusime, nebot 222 - 19 = 4218 > 4159.
Kamilka proto zapomnéla napsat ¢islo 100 -8 + 10 -3 + 7 = 837.

cC-1-3

Strany a vrcholy ¢tverct si oznadime tak, jak je uvedeno na obr. 2. Mezi
délkami a, b, ..., e lze podle tohoto obrazku najit fadu zavislosti. Tak

D J C

Obr. 2

V7 rovnosﬁ délek tseéek
|AG| = |EF|, |HI|=|CJ|, |BK|=|GL|, |HJ| = |ED|
plynou po fadé rovnosti

2a=d+e, e+b=c,
2b=a+e, e+c=d.
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Odtud pomoci délky e snadno vyjaddiime ostatni:

7 5 8 11
a= ge, b= ge, c= 56’ d= ?e.
Podle toho, kter ze stran obdélniku ABC D m4 zadanou velikost 13,2 cm,
plati bud 2a + b = 13,2, nebo a + d = 13,2. Dosadime-li sem piedchozi

vyjddreni délek a, b, c a d, dostaneme rovnici pro uréeni nezndmé e:

7 5 7 11
2'§e+§e=13,2 resp. §e+—3-e=13,2. |
V prvnim pf¥ipadé vychézi e = 1—9955, ve druhém e = 15—1 Délka druhé strany
obdélniku je tedy v prvnim pfipadé rovna

1188
a+d—66——?5—cm,
ve druhém
2a+b—lge——2%cm
T 3715
C-1-4

Sit libovolného ¢&tyisténu ABCV rozvinutd do roviny ABC se sklada
ze Ctyf trojihelnikd (obr.3), jejichz sjednoceni vytvoii ,Sestidhelnik®

C
M
L
B
A
K
Obr. 3
AKBLCM, ve kterém plati
|AK| = |AM|, |BK| = |BL| a |CL|=|CM]|. (1)
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Pouziti uvozovek v predchozi vété je namisté, nebot nékteré z dvojic
usetek AK, AM nebo BK, BL resp. CL, CM mohou svirat pfimy thel
180°, tehdy je sit mnohouhelnik s mensim poétem stran. V nasi aloze je sit
tverec, zvolme oznadeni vrcholi tak, aby |<IK BL| = |<ILCM | = 180°,
potom s ohledem na (1) plati

|AK| =|AM| =10, |BK| = |BL| =|CL| = |CM| =5

(obr. 4). Protoze pfi otoCeni ¢tverce AK LM kol jeho stfedu o 90° prejde
usecka AB v usetku KC, plati AB L KC. Oznadime-li proto D prisecik

M 5 C 5 L M C L

10 B / B

Obr. 4 Obr. 5.

pfimek AB a KC, je bod D patou sténové vysky spusténé z vrcholu V
Ctyfsténu ABCV na hranu AB. To ale znameni, Ze pata P télesové vysky
z vrcholu V na sténu ABC padne na tsecku KC. Protoze |AC| = |AB)|
a |VC| = |VB|, je ¢tyistén ABCV soumérny podle roviny soumérnosti
usetky BC'; bod P proto padne i na Ghlop¥icku AL (obr.5). Z podobnosti
trojuhelniki AKP a LCP plyne, zZe bod P déli tisetku KC v poméru
2:1 od vrcholu K, a tedy

2 2 10
PK -_——KC = - 2 2 = = >
|PK| 31 | 3\/10 +5 3\/5

Usetka DK je vyska na preponu trojihelniku ABK, proto

|AK|-|KB| _10-5

DK| = =
DK |AB| 5V5

= 2v/5.
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Miizeme proto urit velikost |[PD| = |PK| — |DK| = 5v/5, a tedy i téle-
sovou vysku

[PV| = /IVD[? - |PDJ? = \/|DK|? ~ |PD* =

/ 16 1 10
= 20—?-5—3\/100—?.

Obsah S trojihelniku ABC ziskdme ode¢tenim od obsahu ¢tverce
AK LM obsahi t¥i trojthelnikt AKB, BLC a CM A:

25 75
5—100—25—7—25—?.

Proto je hledany objem &ty¥sténu roven

C—.1=5

Oznaéme K, L, M stredy stran po fadé protilehlych vrcholim A, B,

C daného trojuhelniku a T jeho t&zisté (obr.6). Podle trojihelnikové

Obr. 6

nerovnosti v trojihelniku BCT plati

2
=ty + —tc.

2
|BC| < |BT| +CT|, tj. a<3t+3
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Podobné z trojihelniki ABT a C AT usoudime, ze

el B w % & b ot
3¢t 3? 3og

Seétenim t&chto tif nerovnosti dostaneme

4
a+b+c<§'(ta+tb+tc)1

coz je vlastné leva dokazovand nerovnost. Dale si v§imnéme, Ze podle
trojihelnikové nerovnosti v trojahelniku K M A plati

. b
|[AK| < |[KM| + |AM]|, tj. t. < 3 + g

podobné z trojihelniki LK B a M LC plyne

ty < ¢ + a a t.< a + y

RN &9 9
Seétenim téchto tii nerovnosti dostaneme

t +/t +t <2(9+b+0)— ot
a b c 2 2 2 =a c,

a to je vlastné pravd dokazovana nerovnost.

C-1-6

Je-lip,q,r, ... posloupnost vSech prvocéiselnych déliteld hledaného ¢isla n,
pak rozklad n na prvodinitele mé tvar n = p®¢®r° ..., kde exponenty a, b,

¢, ... jsou celd kladnd éisla. Libovolni dva délitelé ¢isla n pak maji tvar
n=p¢rf ... a n=pigtrt.. .,
kde d, e, f, ..., g, h, i, ... jsou celd nezdpornd Cisla. Navic je ¢islo n je

nejmensi spoleény nasobek t&chto &isel u a v, pravé kdyz plati soustava
rovnosti

a = max(d, g), b = max(e, h), ¢ = max(f,i), ....

Vybéry moznych dvojic (d, g), (e, h), (f,7), ... jsou tedy navzéjebm neza-
vislé, napf. pro dvojici (d,g) mame moznosti

(0,a), (1,a), ..., (a,a), (a,a—-1), ..., (a,1), (a,0),
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tj. pravé (2a+ 1) moznosti. Existuje tedy pravé (2a+1)(2b+1)(2c+1)...
usporadanych dvojic (u,v) zkoumané vlastnosti. (V§imnéte si, Ze uréeny
pocet zavisi na exponentech a, b, c, ..., nikoliv na hodnotdch prvocisel
D, q, T, ... v rozkladu &isla n.) PoZadovana rovnost '

45=(2a+1)(2b+1)(2c+1)...

predstavuje rozklad ¢isla 45 na nékolik celych ¢initeld vétsich nez 1, tedy
jeden ze soudint 45, 15-3, 9- 5 nebo 5-3- 3 (na poradi {initeld nebereme
ohled). To znamen4, Ze ¢islo n m4 jeden z tvard

2, p'd', p'd®, P
" Nejmensi predstavitelé téchto &tyk typt jsou &sla 222, 27 - 3, 24 . 32
a22-.3-5 (za p, g, r dosazujeme nejmensi prvodéisla, pfitom vzdy k men-
$imu prvoéislu pfifazujeme vétsi exponent). Nejmensi je posledni z téchto
Cisel, tj. ¢islo 60.

C-Ss-1

Hleddme vsechna piirozena &isla n < 100 takova, ze 7n + 4 = m? pro
vhodné pfirozené m. Mozné zbytky pri déleni ¢isla m ¢islem 7 bychom
mohli zjistit stejnou metodou jako v tloze C-I-1, ukazme si vSak kratsi
postup: Upravime-li rovnici na tvar 7n = (m — 2)(m + 2), ihned vidime,
Ze prvocislem 7 musi byt délitelné jedno z Cisel (m — 2) nebo (m + 2).
Cislo m je tedy budto tvaru 7k + 2, nebo 7k — 2. Plati

m="Tk+2 = m® =49k + 28k +4 = Tk(Tk + 4) + 4,
m="Tk—-2 = m?®=49k® — 28k + 4 = Tk(7k — 4) + 4,

tedy hledan &isla n jsou tvaru k(7k + 4) nebo k(7k — 4). Dosadime-li
sem postupné k = 1, 2, ..., dostaneme vSechna hledana ¢isla 3, 11, 20,
36, 51, 75, 96 (dalsi ¢isla jsou jiz vétsi nez 100).

C~§—-2

Dosadime-li vyjadfeni x = p? — y z prvni rovnice do rovnice druhé, do-
staneme

1
10(p* —y) +y=p°, odkud y= §p2(10 -p),
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¥ ¥z

takze z = p? —y = $p?(p — 1). Maji-li byt obé& &sla = a y pfirozen,
musi platit 1 < p < 10. Postupnym dosazenim p = 2, 3, ..., 9 se snadno
presvéd¢ime, Ze ve skutecnosti vyhovuji pouze hodnoty p =3, 6 a 9.

C-§-3
Oznadime-li a, ¢ délky zdkladen a v vySku hledaného lichob&zniku, pak
a+c

délka jeho stiedni pficky je rovna

a oba lichobézniky vzniklé déle-

nim maji tutéz vysku %v. Podle zadani plati

(a+a+c> v ) <a+c+c) v
2 2 ) 2 2 K
) : 5 =q.

Protoze pomér nalevo je roven (3a + ¢) : (a + 3c¢), miZeme napft. délku a
vyjadfit s pomoci délky c a poméru q. Vychéazi
_3q-1

a= ¢, odkud 8=
3—¢q c

Tim je pomér délek zdkladen urcen. ProtoZe tento pomér miize byt libo-
volné kladné ¢islo rizné od jedné, zbyva najit vSechna q > 0, pro ktera
je ’

3¢g—-1

0.
3—q >

V kazdém ze tii pripadi

1
-<qg<3 a ¢>3

1
0 a2’
<g< 3

3

snadno rozhodneme o znaménku zkoumaného zlomku, ktery je roven 1
jediné pro q = 1; zjistime tak, Ze hledané hodnoty ¢ tvofi mnoZinu (%, 1Hu
u(1,3).

cC-n-1

Dosadime-li vyjadfeni £ = 4 — 2y z prvni rovnice do rovnice druhé,
dostaneme ’

2(4 — 2y)y — 322 = 4 neboli 322 = —4y® + 8y — 4.
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VSimnéme si, ze —4y? + 8y — 4 = —4(y — 1)2 £ 0 pro kazdé redlné y.
Protoze na druhé strané 3z2 2> 0 pro kazdé realné z, musi platit 22 =
=(y-1)2=0,atedy z=0ay = 1. Nakonec uréime r = 4 — 2y = 2.
Jediné feSeni dané soustavy je trojice (z,v,z) = (2,1,0).

C-1n-2

Podle trojihelnikové nerovnosti plati ¢ < a + b, takze musi byt ¢ < 8,
coz spolu s rovnosti a + ¢ = 10 vede k odhadu a 2 2. Protoze b+ ¢ =
= (9 — a) + (10 — a), plyne z dal3i trojihelnikové nerovnosti a < b+ ¢
nerovnost a < 19 — 2a, odkud a £ 6. Mame tedy tyto moZznosti:

a 2 3 4 5 6
b=9-a| 7 6 5 4 3
c=10—-a| 8 7 6 5 4

obvod 17 16 15 14 13

Nejmensi obvod mé trojuhelnik o stranach 3, 4, 6, nejvétsi obvod troj-
thelnik o stranach 2, 7, 8.

cC-n-3

Jsou-li a, b, ¢ cifry hledaného &isla A (zleva doprava), pak A = 100a +
+ 10b + c a ¢isla B, C maji tvar

B =100b+ 10c+a a C =100c+ 10a + b.

Cislo
A+B+C=111(a+b+c)=3-37(a+b+c)

je délitelné ¢islem 72 = 3 - 24, pravé kdyz cislo 24 déli soucet a + b + c.
Protoze a, b, ¢ jsou po dvou razné cifry, plati

a+b+cS9+8+7=24,

takze musi byt
a+b+c=24.

Navic posledni rovnost plati, jen kdyZz {a,b,c} = {7,8,9}. AZ na poradi
je pak trojice A, B, C rovna bud trojici 987, 879, 798, nebo trojici 978,
789, 897.
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c-1n-4

Oznaéme P, @, R paty vysek spusténych po fadé z vrcholi A, B, C da-
ného-ostroihlého trojihelniku a V' — jeho ortocentrum (obr. 7). Protoze

C
L
v P
/]
A R B
Obr. 7

prepona je nejdelsi stranou kazdého pravothlého trojihelniku, dostaneme
z trojuhelniki APC, BQA a CRB nerovnosti

Ve <b,vp<c a ve.<a

a jejich sectenim pravou dokazovanou nerovnost. Protoze ortocentrum V
je vnitfnim bodem tsecek AP, BQ a CR, plati

ve > |AV|, v, > |BV| a v, > |CV]|.
Pak ale z trojahelnikovych nerovnosti

|AV|+|BV| > |AB|, |BV|+|CV| > |BC,
ICV| +]4V| > |CA|

ihned plynou odhady
Vg +0Up > C, Vp + 0> a, U+ Vg > b,
jejichz sectenim dostaneme
2(vg +vp +ve) >a+b+c,

tj. levou dokazovanou nerovnost.
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