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Kategorie Z8

ULOHY L KOLA
(Reseni tloh na str. 29)

Z8 -1-1
Ve tiidé je méné nez 50 déti. Chlapcu je 72 % z poctu
dévcat. Kolik déti je ve tfide?
Z8 -1-2

V obdélniku ABCD jsme zvolili na strané CD bod
X a na strané AD bod Y. Pak jsme sestrojili tusecky
AX,BX,BY aCY (obr.1). Zjistéte, co je vétsi: obsah vy-
srafované ¢asti, nebo souéet obsahu vyteckovanych éasti.

Obr. 1
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28-1-3

Secteme-li nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spoleény
nasobek dvou neznamych ¢isel, dostaneme vysledek 121.
Ktera jsou to ¢isla? Uréete vSsechny moznosti.

Z8 -1-4

Narysujte ruznobézky a, b, které sviraji tihel velikosti 45°.
Najdéte mnozinu vSech bodu X, jejichz soucet vzdalenosti
od pfimek a, b se rovna 3 cm. Mnozinu narysujte a dokazte,
ze kazdy bod narysované mnoziny ma uvedenou vlastnost.

Z28-1-5

Mame 10 karticek a na kazdou napiseme dvé ¢isla, jedno
na jednu stranu, druhé na druhou stranu. Jsou to ¢isla

47298, 113a30, 107a35 78a65 84 a 68,
130210, 91a50, 71a73, 21al123, 100a 42.

Polozte je na prazdna mista (obr. 2) tak, abyste dostali co
nejmensi vysledek. Vysledek zduvodnéte.

L AL

Z8 -1-6

Ctverec ABCD o strané 8 cm byl pielozen tak, ze vrchol
A se pfemistil do stiedu strany C'D (obr.3a,b). Zjistéte
obsah vysrafovaného trojihelniku.
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Obr. 3a Obr. 3b

ULOHY II. KOLA
Radny termin 13.2.1991
(Reseni tloh na str. 41)

Z8-11-1

Z papiru jsme vystfihli obdélnik ABCD se stranami
|AB| = 5cm, |BC| = 3 cm. Pielozime ho tak, aby se vrchol
A kryl s vrcholem C. Vypotitejte délku usecky, ktera vznik-
ne prehnutim papiru. Své reseni zduvodnéte.

Z8 - 11 -2

Soucin nejmensiho spoleéného nasobku dvou pfirozenych
cisel a, b s jejich nejvétsim spoleénym délitelem je 693. Na-
jdéte vsechna takova cisla a, b.
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Z8 -11-3

Je dan kosoctverec ABCD s uhlem velikosti 60° pfi
vrcholu C' a se stiedem S. Bod X je stied strany AD, bod Y
Jje stied usec¢ky SC. Vypocitejte obsah trojuhelniku XY B.

28 -11-4

V tabofe se 10 chlapcu rozhodlo hriat nohejbal. Kolika
zpusoby je mozno je rozdélit do dvou druzstev po péti hra-
¢ich, jestlize Matéj chce hrat s Kubou a Jozka nechce hrat
s Ondfejem. (Vsichni chlapci maji razna jména.)

ULOHY II. KOLA
Nahradni termin 20.2.1991
(Reseni tloh na str. 46)

Z8 -11-1

Z papiru jsme vystfihli obdélnik ABCD se stranami
|AB| = 10 cm, |BC| = 6 cm. Pielozme ho tak, aby se vrchol
A kryl se stitedem S obdélniku ABC D. Vypocitejte délku
usecky, ktera vznikne piehnutim papiru. Své feseni zduvod-
néte.
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Z8 - 11 -2

Urcete pocet dvojic trojcifernych pfirozenych ¢isel, pro
néz podil nejmensiho spoleéného nasobku a nejvétsiho spo-
le¢ného délitele je 342. (Dvojice &isel a, b a b, a pfitom ne-
rozlisujeme.)

Z8 -11-3

Je dan kosoctverec ABCD s tdhlem velikosti 60° pfi
vrcholu C' a se stiedem S. Vypoctéte obsah trojihelniku
BT1T5, kde T} a T, jsou tézisté trojuhelniku ASD a DSC.

Z8 - 11 -4

V tabote se deset chlapcu rozhodlo hrat nohejbal. Kolika
zpusoby je mozno je rozdélit do dvou druzstev po péti hra-
cich, jestlize Matéj chce hrat s Kubou a Jozka nechce hrat
s Ondfejem. (Vsichni chlapci maji ruzna jména.)

ULOHY III. KOLA

(Reseni iiloh na str. 52)

Z8 -1l -1

Honza dostal za dkol vynasobit dvé dvojciferna cisla.
Spatné si vsak opsal piiklad — v jednom z cisel si pieho-
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dil poradi cifer. Tim dostal vysledek o 3816 vétsi nez mél
byt. Jaky byl spravny vysledek?

Z8 -1l -2

Ve vsi jsou koné, kozy a kravy. Koni je 13%. Krav je
osmkrat vic nez koz. Urcete nejmensi mozny pocet koni,
krav a koz.

Z8 - 111 -3

Najdéte vSechny trojice prirozenych cisel a, b, c takové, ze
nejvétsi spolecny délitel isel a, b je 3, Cisel b, c je 4 a &isel
a, cje 5 a nejmensi spoleény nasobek vsech tii cisel je 1800.

Z8 -1l -4

Je dan rovnoramenny pravoihly trojihelnik ABC s ra-
meny délky 10 cm. Uréete a narysujte mnozinu vSech bodu
trojuhelniku, které maji od jeho stran soucet vzdalenosti:
a) 10 cm, b) 9 cm. Dokaizte, ze kazdy narysovany bod ma
uvedenou vlastnost.
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RESENI ULOH I. KOLA

Reseni tilohy Z8-I-1 (str. 23)

Pocet divek oznaéime d. Chlapcu je 72 % z poétu divek,
tzn. 0,72 - d. Divek i chlapcu je dohromady 1,72 - d. Pfitom
je 1,72 - d < 50.

Cislo 1,72d musi byt celé. Upravime 1,72 na zlomek:
m,_ 1
100 25
Odtud vidime, Ze d musi byt nasobek 25. Divek musi byt
méné nez 50, proto je d = 25.

Odpovéd. Ve tfidé jsou 43 déti. Divek je 25 a chlapcu 18,
co? je skuteéné 72 % z poctu divek.

1,72d =

Pozndmka. Dalsi dlohy o procentech z MO lze najit
v publikaci: Vysin, J. — Machacek, V. — Mida, J.: Vybrané
ulohy z MO — kategorie Z, SPN Praha, 1982 (2. vydani),
dlohy 62 — 68, str. 99 az 112.
Reseni iilohy Z8-1-2 (str. 23)

1. zpisob. Soucet obsahli teckovanych &asti (obr. 4) je:

SaBy +Sycp — (T +T2) =

1 1 1
= 50y + §a(b -y -1 +T2) = Eab —(Th + 1)

Obsah srafované ¢asti se rovna:

1
Sapx — (T1 + 1) = §ab - (Th + 1)
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Dostavame vysledek: Srafované i teckované éasti maji stejny
obsah.

A . B

Obr. 4

2. zpusob. Hlavni myslenka feseni vychazi ze znamého
vztahu mezi obsahy sjednoceni a pruniku dvou ttvaru, viz
obrazek 5. Napiiklad obsah sjednoceni utvarti O a K je roven

S(0 UK) = S(0) + S(K) — S(0 NK),

tj. souctu obsahu utvari O a K zmensenému o obsah jejich

pruniku O N K.
(0] K
7

Obr. 5
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Provedeme vlastni feseni. Oznaéme po fadé S a P obsahy
sjednoceni a pruniku trojihelniki ABX a BCY. Potom
plati:

1 1
S =SaBx +Spcy — P = —2-ab+ Eab—P
Tedy obsah srafované ¢asti je:
P=ab-S

Ale stejny obsah ma i teckovana cast.

Pozndmka. Obdobna iloha se vyskytla i v 37. ro¢niku
MO (1987/88). Viz Koman, M. - Rep4s, V.: 37. roénik MO
na ZS, SPN Praha, 1990, iiloha Z8-1-2, str. 94 — 96.
Reseni lohy Z8-I-3 (str. 24)

Hledana ¢isla a, b zapiSeme ve tvaru

a= alD, b= le,

kde D je nejvétsi spoleény délitel &isel a, b. Cinitelé ay, by
jsou tedy nesoudélna éisla, maji spolecného délitele pou-
ze Cislo 1. Potom nejmensi spoleény nasobek a, b je n =
= a;by D. Y Podle zadani je:

D+n=D+abD=D(1+ab)=121=112

1) 7o plyne ze zndmé rovnosti a - b = n - D. Tuto rovnost lze snadno
dokazat rozlozenim cisel a, b na prvocinitele. Pro lepsi ndzornost si to
miZete ovéfit na konkrétnim piikladu, napf. a = 2%.3.52, b = 3.53.7,
D=3-52, n=2%.3.53.7.
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Pro nejvétsi spolecny délitel D jsou tedy tfi moznosti:
D=1, D:ll, D =121
a)Je-li D = 1, potom a;b; = 120 = 23.3-5. Protoze &isla
ay, by jsou nesoudélna, dostavame pro a,b (¢ = a3, b =
= b1, nebot D = 1) tyto moznosti:
1, 120 8, 15 3,40 5,24

b) Je-li D = 11, potom a;b; = 10 = 2-5. Pro ¢&isla ay, by,
ktera jsou nesoudélna, mame dvé moznosti 1, 10 a 2, 5.
Odtud dostaneme dalsi dvé reseni

11, 110 22, 55,
neboft a =a;-D=11-a;ab="b,-D=11-b;.
¢) Je-li D = 121, potom je a;b; = 0. Ale to neni mozné.

Odpovéd. Existuje 6 dvojic ¢isel pozadované vlastnosti.
Jsou to:

1,120 8,15 3,40 5,24 11,110 22,55

Pozndmka. Dalsi tlohy k feseni. Najdéte vSechna cisla
a, b, pro ktera plati:

a) D(a,b) =24, n(a,b)=2520

b) D(a,b) =24, n(a,b) =1260

Maji obé ilohy feseni?

Reseni vilohy Z8-1-4 (str. 24)

Narysujme ruznobézky a, b (obr.6). Vzhledem k soumér-
nosti podle stiedu S (prusecik a, b) staci vySetfit jen uhly
a, B.
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Obr. 6

ZaZneme s uhlem «. Nejdfive najdeme hledané body na
ramenech uhlu a. Jsou to body A, B, které maji vidy od
jedné z pfimek a, b vzdilenost v = 3cm (a lezi na druhé
pfimce). Oba body A, B maji od bodu S zfejmé stejnou
vzdélenost (obr. 7).

Obr. 7

Daéle najdeme dalsi body. Rozdélime v na dvé &asti v =
= v; + vy a sestrojime body, které maji od jedné piimky
vzdalenost v; a od druhé vzdalenost v,. Jako priklad je
na obrazku 7 vyznalen bod E. Na zdkladé nékolika dalsich
pokusu (provedte sami), dojdeme k domnénce, ze hledand
mnozina — omezime-li se na dhel & — ma tvar tisecky AB

(obr. 8).
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Obr. 8

Podobnym zpusobem dojdeme k domnénce, ze v tihlu 3
ma hledana mnozina tvar usecky BC' (obr.8).

Cela mnozina se sklada ze ¢ty stran obdélniku ABC' D
(obr. 8).

Zbyva dokdzat spravnost této domnénky. Dukaz lze pro-
vést raznymi zpusoby. Naznacime dva. V obou pfipadech se
vsak omezime jen na ¢ast dukazu pro kratsi strany obdél-
niku ABCD. Zbyvajici ¢ast pienechame nasim ¢tenafum.

1. zpisob (pomoci podobnosti, obr. 9). Ukdzeme, Ze kazdy
bod X usecky AB ma soucet vzdalenosti od pfimek a, b ro-
ven v = 3 cm. Pfitom vime, Ze B ma od pfimky b vzdalenost
3cm a podobné bod A ma vzdalenost 3 cm od pfimky a.

B/ R
R \J
X
b a Kﬂ\b
/s P QA

Obr. 10
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Trojihelniky AXQ, BXR a ABP jsou podobné podle
véty (uu). Proto je:

|XQ| : |AX|=|XR| : |BX|=|BP|:|AB|=3: |AB|
Odtud vypocitame:

3. |AX]|
|AB|

Seétenim dostaneme:

3.|BX|
|AB|

1XQl = |XR| =

IXQI+IXR| = 7(1AX| + |BX]) = o - 48] =3

Kdyz naopak bod X nelezi na useéce AB, ale je v uhlu
«, nemuZze mit tento bod souéet vzdalenosti od pfimek a, b
rovny 3 cm. Dikaz zde nebudeme provadét. Snadno ho udé-
late sami. Staci timto bodem vést rovnobézku s AB, jejiz
pruseciky s rameny uhlu oznaéime A’ a B’ a postupujeme
dale stejné jako pro body na dseéce AB.

2. zpusob (uzitim osové soumérnosti, obr. 10). Necht bod
X lezi na useéce AB. Pouzijeme osové soumérnosti s osou
v pfimce AB. Pfi tomto zobrazeni prejde

RX — R'X .
Snadno zjistime, Ze bod R’ lezi na pfimce QX, a proto je:
IQX|+ |XR| = |QX|+ |XR| = |QR|

Protoze je uhel RBX shodny s tihlem R'BX i s uhlem
QAB, snadno zjistime (pomoci stiidavych uhlu), ze PQ je
rovnobézina s BR'. Proto je PQR'B obdélnik. Takze:

|QR'| = |BP|=3cm
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Opét dostavame, Ze soucet vzdalenosti X od pfimek a, b je
roven J cm.

Druha ¢ast dukazu je stejna jako pri prvnim zpusobu fe-
Seni.

3. zpusob. Prvni ¢ast dukazu muzeme fesit i pomoci ob-
sahu trojihelniku tak, ze obsah trojihelniku SAB (obr. 9)
vyjadfime jako soucet obsahu trojihelniku SAX a SBX:

1 1 1
= |SA|-3=<|SA| - |QX|= < -|SB|-|RX]|
2 2 2
Odtud opét dostaneme:
3=1QX|+|RX]

Pozndmka. Od fesitelu se v soutézi druha ¢ast dikazu
nepozadovala. Nasim ¢tenafum muzeme doporudéit, aby fe-
sili ulohu pro pfipad, ze pfimky sviraji uhly a) 90°, b) 60°.
Pro mnohé ¢tenafe muze byt zajimavy a zaroven piekva-
pujici vysledek, kdyz v podmince dlohy zaménime soucet
vzdalenosti za rozdil vzdalenosti.

Reseni tilohy Z8-1-5 (str. 24)

Také tuto ilohu mizeme fesit ruznymi zpusoby. Ukdzeme
dva.

1. zpusob. Zvolime 2 karticky. Na prvni oznaéme men-
§i ¢islo a, vétsi ¢islo A. Podobné oznaéime ¢isla na druhé
karti¢ce b, B. Porovname rozdily, dame-li pfed jednu kar-
ticku + a pred druhou —. Nejmensi rozdil mize vzniknout
jediné tak, Ze na prvni karti¢ce bude navrchu mensi z obou
Cisel a na druhé kartiéce bude navrchu vétsi z obou dcisel.
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To znamend, Ze nejmensi Cislo dostaneme jednim z téchto

zpusobu:
IZ’ - nebo E -

Porovname tyto rozdily. Aby byl prvni rozdil mensi, musi

Y e < mE
Gl < B

Vidime, Ze pfed kartickou, ktera ma soucet ¢isel na obou
stranach mensi, dame znaménko + a pied druhou karticku
znaménko —.

Po této ivaze mizeme dostat feSeni timto postupem.

1. Se¢teme obé ¢isla na vsech kartickach. Dostaneme po-
stupné cisla

to znamena

145, 143, 142, 143, 152,
140, 141, 144, 144, 142.

2. Vezméme pét karticek, pro které jsme dostali nejmensi
souéty. Napfiklad karticky, pro jejichz soucty cisel na obou
stranach dostaneme podtrzena éisla. Ty polozime na prv-
nich pét mist mensim ¢islem navrch (bude pfed nimi zna-
ménko +). Zbylé dame na poslednich pét mist (bude pied
nimi znaménko —).

Tim dostaneme feseni:

37



Vysledek, tj. nejmensi mozné &islo, je v = —289.

2. zpusob. Tento zpusob je zajimavy tim, Ze budeme fe-
pfed zaddnou karti¢kou neni znaménko — a pak pfipady, Ze
jsou pred kartickami 1, 2, 3, ... znaménka —. Vyhodou je,
ze zacneme jednodussi ulohou, nez je zadana dloha. K nasi
uloze se pak dostaneme postupné.

Vlastni feseni. Polozime na stul vSechny karticky mensim
¢islem navrch a pred vsechny dame znaménko +. V prvnim
piipadé (vSechna znaménka +) dostaneme zfejmé nejmensi
mozny vysledek. Co se nyni stane, kdyz pted jednu kartic-
ku dame znaménko — a porovname vysledky bez otoceni
a s otocenim této karticky? V obou piipadech se vysledek
zmensi. V prvnim pfipadé se vysledek zmensi o dvojnaso-
bek mensiho z obou ¢isel na kartic¢ce, ve druhém pripadé se
zmens§i o soucet obou ¢&isel, tedy zmensi se vice. Chceme-li
tedy najit neyjmensi mozny vysledek s jedinou kartou, pred
niz je znaménko minus, udélame toto minus pred kartickou,
na které je nejvétsi soucet obou éisel a zaroven karticku
otoéime.

V dalsich krocich oto¢ime postupné vidy tu karticku,
pfed kterou je znaménko + a pfitom soucet ¢isel na obou
stranach je co nejvétsi. Po otoceni karticky zménime zna-
ménko + na —.

Pozndmka. Jisté si sami snadno vyfeSite. obménu ilo-
hy Z8-11-5, kde podminku nejmensiho vysledku nahradime
podminkou nejvétsiho vysledku. Muzete fesit 1 ulohu s pod-
minkou, Ze vysledek ma co nejmensi absolutni hodnotu.
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Reseni tlohy Z8-1-6 (str. 24)

K vypoétu pouzijeme obrazek 11, kde jsou oznaceny
vSechny délky, které budeme potiebovat.

D 4 Al 4 C

Obr. 11

Snadno zjistite, Ze uhly DA’E a CFA' jsou shodné.
Proto vsechny tfi pravouhlé trojuhelniky DA'E, CFA’ a
B'FG jsou podobné. Podle Pythagorovy véty pro trojihel-
nik DA’ E plati:

v =16+ z?
Protoze z + y = 8, neboli y = 8 — z, snadno vypoéteme
z = 3cm, y = 5cm. Nyni z podobnosti trojuhelniki CF A’
a DA'E plyne:

u:4:v=4:z:y=4:3:5

Odtud vypoéitime u = £cm a v = Zcm. Protoze
|A’B’| = 8 cm, dostaneme:
4 16
t:w=4: boli t:-=4:—
w u  neboli 3 3
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Odtud mame:
t=1cm

Proto obsah srafovaného trojihelniku je:

S :%t-w:%cm2

Pomocnd iloha. Obdélnik o stranidch a = 8 cm, v = 10cm
pielozime podél jedné thlopficky. Vypoditejte obsah pre-
kryvajicich se i neprekryvajicich se ¢ésti.
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RESENI ULOH II. KOLA
R4dny termin 13.2.1991

Reseni tlohy Z8-II-1 (str. 25)

Piehyb je usecka XY (obr. 12), ktera je kolma k thlo-
pficce AC a prochdzi jejim stiedem S.

D z X 5—=z C
/| s/
/[ // /
5—z | -7 /
B | /
’ /
3 / 1 /
// I //
// /,’I( /
/
rad l /
A T 7 5-20 Y < B

Obr. 12

Pfi pfehybu splyne tsecka AX s dusetkou CX a podobné
usecka AY s useckou CY. Bod S je zfejmé stredem tusecky
XY, proto je étyfuhelnik AY C'X kosocltverec.

[AY|=|YC|=|CX|=|XA|=5-=¢

Déle miZzeme postupovat ruznymi zpusoby; uvedeme dva.
1. zpisob (uzitim Pythagorovy véty). Z pravouhlého troj-
thelniku ADX dostaneme

32+ 22 =(5-1)?,
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odkud vypocitame ¢ = 1,6 cm.
Délku usecky XY vypocitame z pravoihlého trojihelniku
ZXY, jehoz odvésny maji délky 3 a 5 — 2z = 1,8.
IXY|? = 32 + (56 — 2z)?
|XY|? =32+ 1,8

Odtud zjistime | XY | = /12,24 = 3,5 (cm).

2. zpusob (uzitim podobnosti trojihelniki). Pravouhlé
trojuhelniky ACD a XCS maji spoleény thel pfi vrcho-
lu C. Jsou proto podobné podle véty (uu). Proto je:

|XS|:|SC|=|AD|:|DC|=3:5
Délka usecky SC je rovna poloviné ihlopficky AC), jeji dél-

ku zjistime podle Pythagorovy véty: |AC| = /32 +52 =
= 1/34. Proto mame:

V34

neboli:

|XS| =0,3v34

Délka celé tsecky |XY| je dvojnasobna:
|XY|=0,6V34 =35 (cm)

Dosli jsme ke stejnému vysledku.
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Reseni tlohy Z8-II-2 (str. 25)
1.zpusob (s pouzitim rovnostia-b = n-D, kde n je nejmen-
81 spolecny ndsobek a,b a D nejvétsi spoleény délitel a,b).

Protoze

a-b=n-D=693=3-3-7-11,

mohou nastat pouze nasledujici pfipady:

all 1131 7|9 1121 (3363|7799 |231(693

b 6931231199 | 77|63 33|21 1119 [ 7 |3 |1

Je tfeba ovéfit, ze pro tato ¢isla je souin n - D skuteéné ro-
ven 693. Staci samoziejmé ovérfit jen polovinu této tabulky.
(Ovéfte sami.)

2. zpisob (s pouzitim rozkladu na souéinya =ay-D, b=
=by - D, kde D je nejvétsi spoleény délitel a,b a éinitelé ay
a by jsou nesoudélnd ¢isla). Protoze n = ayby D, miZeme
soucin n - D nyni zapsat:

n-D:a1b1D~D=3-3-7~ll

Odtud muzZeme sestavit tabulku:
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apff 9|77 7199|1163 11693 1 |77 7 |11

bylf 7719 |99 7 | 63111693 1 |77 1 |11 7

al 9 (77| 7199|1163 1 |693{ 3 |231]21 |33

b77T1 9199 7 |63]11(693f 1 1231 3 |33]21

Dostali jsme stejny vysledek jako pfi 1. zpusobu. Je tedy
celkem 6 dvojic hledanych &isel a, b (na poradi nezélezi):

1, 693 3,231 7,99 9,77 11,63 21, 33

Reseni tlohy Z8-II-3 (str. 26)

Situaci znazornuje obrazek 13. Obsah trojuhelniku XYB
vypocitadme jako soucet obsahu trojuhelniku ZXY a ZYB.
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Bod Z je tézistém trojihelniku ABD, proto je |ZS| =
= £|AS|. Oba trojihelniky ABD a BDC jsou rovnostran-
né, nebot jejich shodné strany sviraji uhel velikosti 60°.
ﬁhlopi‘iéka BD kosottverce ABC'D ma tedy délku a a jeji
polovina BS = w = %a. Pomoci Pythagorovy véty z troj-
dhelniku ABS vypocitame:

1
Odtud vypocitame:
1 1
Seétenim dostaneme:
|1ZY| = L)
12
Vyska v trojihelniku ZYX je rovna stfedni pficce troj-

thelniku ASD (rovnobéiné s DS), a proto je v = a. Mize-
me tedy vypocitat obsahy obou trojuhelniku ZYX a ZYB:

105 15,
Szyx-—i-ﬁa\/g-za_——a\/?_)

96
1 5 15,
SZYB—§-EG\/?_»-§a—48a\/§

Sectenim a po upravé vyjde:

— 5 2
SXYB—'?)—20 V3
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Snadno se presvédiite, Ze to je ng z obsahu daného ko-
sottverce ABCD.

Reseni tvilohy Z8-1I-4 (str. 26)

Budeme vytvaret jedno druzstvo, naptiklad to, ve kterém
bude hrat Matéj s Kubou. K nim musime pfidat tfi chlapce.
Jednim z nich je Jozka, anebo Ondfej (ale ne oba soucasné).
Jsou tedy moznosti:

MKJ-- MKO -

Posledni dva chlapce musime vybrat ze zbyvajicich Sesti
chlapci. To muzeme udélat 15 zpusoby. Coz zjistime bud’
vyctem vSech moznosti, nebo jako pocet dvojprvkovych
kombinaci vybranych ze 6 prvki, tj. (5) = -6-5 = 15.
Celkem je dvakrat 15 moznosti, tj. dohromady 30 moznosti.

RESENI ULOH II. KOLA
Nahradni termin 20.2.1991

Reseni dlohy Z8-II-1 (str. 26)

Situaci znazoriuje obrazek 14. Piehybem je usecka XY,
ktera je kolma k tseéce AS a prochézi jejim stiedem. (PFi-
mka XY je osa usecky AS.) Proto je |[AX| = |XS| = «z.
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Pravouhly trojuhelnik EXS ma délky odvésen 3 a b —z a
délku prepony z. Podle Pythagorovy véty je

32+(5-2)=2?

odkud vypocéitame z = 3 4.

D 10 C
Y ko v
NSO
A TSN
90\\ NS
\
y 3 /1
2/ 3
O\ /|
AV
A T X E B
Obr. 14

Uhly AYX a DCA jsou shodné, nebot jsou oba ostré a
jejich ramena jsou navzajem kolma. Proto jsou trojihelni-
ky AYX a DCA podobné podle véty (uu). Takze muzeme
napsat:

y:z=10:6
Po dosazeni za z vypocitame y = 1—37

Tento dilci vysledek potvrzuje spravnost naseho obrazku,
tj. Zze bod Y lezi mezi body A, D. Nyni iz pomoci Pytha-
gorovy véty vypocitame délku tusecky XY:

2

|XYI =Vzl4+y?=1/342+ (%—7—) =6,6 (cm)
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Pozndmka. Vyteste sami tlohu, kterd je obménou dlohy
Z8-11I-1. Obdélnik ABC D ma pevnou délku strany AB rov-
nou 10 ¢cm a proménlivou délku strany BC. Zjistéte, kdy
usecka pfehybu ma krajni bod Y v bodé D a kdy na stra-
né DC'. Délku usecky XY vypocitejte v zavislosti na délce
BC.

Reseni lohy Z8-1I-2 (str. 27)
Cisla a, b rozlozime na souéiny tvaru
a==z-D, b=y-D, (R)

kde D je nejvétsi spoleény délitel ¢isel a, b a éisla z, y jsou
nesoudélnd. Potom muzZeme nejmensi spoleény nasobek n
Cisel a, b zapsat ve tvaru a = zyD.

Podle predpokladu je n : D = 342. Odtud dostaneme:

n:D=zyD:D =zy= 342
Rozlozime ¢islo 342 na soucin prvodisel:
342=2-3-3-19
Pro nesoudélna ¢isla ¢, y mame tedy moznosti:

1, 342 2, 171 9, 38 18, 19
(Rozklady ¢cisla 342 na souéiny 3 - 114 a 6 - 57 nevyhovu-
ji, nebot &initelé nejsou nesoudélni.) Nyni budeme pocitat
a, b z rovnosti (R), kde se za D budeme snazit volit takova

cisla, abychom dostali trojciferna ¢isla a, b. Z toho je vidét,
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Ze prvni dvé moznosti pro z, y, tj. 1, 342 a 2, 171 nemohou
vyhovovat. Nelze zvolit D tak, aby a, b byla soucasné troj-
ciferna ¢isla. Uvazujeme dvojici ¢ = 9, y = 38. Aby byly
souéiny D = 9D a yD = 38D soucasné trojciferna ¢isla,
musi byt:

99 < 9D < 1000 99 < 38D < 1000
To znamena:
11<D<111,1 26 <D <263

Témto nerovnostem vyhovuji soucasné ¢éisla D = 12, 13, ...
..., 26, tj. celkem 15 &isel. Z nich dostaneme ¢&isla a, b.

108, 456 153, 646 198, 836
117, 494 162, 684 207, 874
126, 532 171, 722 216, 912
135, 570 180, 760 225, 950
144, 608 189, 798 234, 988

Nakonec uvazujeme dvojici z = 18, y = 19. Podobné jako
vyse dostaneme nerovnosti:

99 < 18- D < 1000 99<19-D <1000

5,5 < D <555 52< D <526

Témto nerovnostem vyhovuji &isla D = 6, 7, ..., 52, tj.
celkem 47 ¢isel. Z nich dostaneme 47 moznosti pro &isla
a, b. Uvedeme jen nejmensi a nejvétsi dvojici:

108, 936 936, 988
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Uloha ma celkem 47 + 15 = 62 fesent.

Reseni lohy Z8-II-3 (str. 27)

1. zpusob. Situaci znazoriuje obrazek 15. Usecka T) T je
rovnobézna s useckou X Z jak plyne ze stejnolehlosti se stie-
dem stejnolehlosti D a s koeficientem % Protoze je ABCD
kosoétverec, jsou tuhlopficky AC a BD navzajem kolmé.
Odtud plyne i kolmost T1T3 a BY. V trojihelniku 717> B
je tedy BY vyska pfislusna k T17T5. K vypoétu obsahu troj-
uhelniku tedy staci vypocitat délky 717> a BY.

Obr. 15

Ze stejnolehlosti se stfedem D a koeficientem % plyne,
ze délka T1T» se rovna % délky X Z. Protoze X, Z jsou po
fadé stfedy tsetek AS, SC, je délka XZ rovna poloviné
délky dhlopficky AC. Odtud plyne:

1 2
TiT5| = =|AC| = =|A
[T\ T3| 3| C| 3| S|
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Délku AS vypoéitame snadno jako vysku rovnostranného
trojuhelniku ABD. Je-li délka strany AB rovna a, je:

o,

2
Délka BY je rovna 2 délky BD, tj. 2a. Odtud vypocitdme
obsah S trojihelniku 775 B:

S = %a"’\/f_}.

|AS| = a IT1T2| = ?a

2. zpisob. Vypotitame, jakou ¢asti obsahu rovnobézniku
ABCD je obsah trojuhelniku 7175 B. Tyto obsahy jsou ve
stejném pomeéru jako obsahy trojihelniku ABD a BYT).

Strana BY je rovna % délky strany BD. Vyska T1Y pra-
vouhlého trojihelniku BYT) je rovna % vysky AS trojihel-
niku ABD. Proto je obsah S trojihelniku BT)T5 roven:

21 2
S=<-.58 ==S
3°3°ABD = §gOABD
Podobné je obsah trojihelniku 77T, roven % obsahu rovno-
bézniku ABCD.

Pozndmka k tloze Z8-11-3. Z 2. zpisobu feseni snadno
vyplyne, ze tvrzeni uvedené v jeho zavéru plati pro kazdy
rovnobéznik, nikoli jen pro kosoétverec s ihlem pfi vrcholu
A velikosti 60 stupinu. Doporuc¢ujeme vam, abyste si to sami
podrobnéji promysleli.

Reseni tlohy Z8-II-4 (str. 27)

Reseni neuvadime, protoze tato tloha je stejna s iilohou 4
na str. 24.
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RESENI ULOH III. KOLA

Reseni ilohy Z8-III-1 (str. 27)

Honza mél poéitat soulin éisel A a B. Misto ¢isla A =
= 10z + y vzal cislo 10y + .
Pro rozdil vysledku plati:

3816 = (10y+ z)B — (10z + y)B

Po upravé:
8-53=(y—z)B

Protoze ¢islo B je dvojciferné, dostavame jedinou moz-
nost y—z=28,tj.y=9,z=1.

Spravny vysledek mél byt 19 - 53 = 1007. Honza vsak
pocital 91 - 53 = 4823, coz je opravdu o 3816 vice nez
1007.

Reseni tilohy Z8-III-2 (str. 28)

Pomér poctu koni k poctu koz a krav je 13 : 87, pfitom
pocet koz a krav dohromady musi byt délitelny deviti. Pro-
toze 13 : 87 =13 : (3-29) = (3-13) : (9-29), je nejmensi
pocet koni 39, koz 29 a krav 8 - 29 = 232.

Reseni rovnici: Pocet koni ozna¢me z, krav y a pocet
koz z. Pak:

z= (z+y+z) (z+9z)

100 100
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Odtud 3-29-z = 13-9- 2z, takZe nejmensi mozny pocet koni
jex=13-3,koz z =29, kravy = 8-29 .

Reseni tlohy Z8-III-3 (str. 28)

1. Podle pfedpokladu je:

D(a,b)=3, tzn. a,b jsou nasobky 3;
D(b,c) =4, tzn. b,c jsou ndsobky 4;
D(a,c)=5, tzn. a,c jsou nasobky 5;

2. Protojea=3-5-z, b=3-22.y, ¢ =2%.5.2, zarovei r
neni nasobek 2 (jinak by D(a, b) byl nasobek 2). Podobné
zjistime, Ze y neni nasobek 5 a z neni nasobek 3.

3. n(a,b,c) = 1800 = 23.32.52

4. Proto je z nebo y nasobek 3, z nebo 2z ndsobek 5, y nebo
z nasobek 2. Jsou moznosti:

(a=35=z) =2 3535 5 1 1 3 3 5
(b=3-2%y) 2 12323 3 1 2 3
(c=2252) =z 1 2 1 52525 5 2

5. Pro ¢&isla a, b, ¢ jsou moznosti:

a 225 225 75 15 15 45 45 75
b 24 12 72 72 36 12 24 36
c 20 40 20 100 200 200 100 40

Uloha ma tedy 8 feseni.
Reseni vlohy Z8-III-4 (str. 28)

a) Hledand mnozZina je pfepona AB (obr.16). Dukaz:
|[XX1|+ | XX2|+0=|BX:|+|X:C| = |BC| (plyne z rov-
noramennych trojuhelnika).
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K
NX3
Xl \ X Xl ® X
- la
o X, A C v X, L A
Obr. 16 Obr. 17

b) Hledana mnozina bude tsecka K L rovnobézna s AB,
nebot |XX;|+ |XX2| = |KC| a | X X3| se neméni. Uréime
vzdalenost |X X3|; sta¢i pro bod na vysce k pfeponé AB
(obr. 17):

| XX1|+ | X Xa| + | X X3| =20+ |CX3| —vV/2 =

=204+ 5vV2—0V2=0(2-V2)+5vV2=9

Odtud vypocteme:

b 90V2
=55 =

Pro body K, L tedy plati: |KC| = |LC| = 2v = 6,6.

3,3
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