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32. Mezinarodni matematicka olympiada

se konala ve dnech 12.-23. ¢ervence v univerzitnim meés-
té Uppsala a v malém méstecku Sigtuna ve Svédsku. Zi-
¢astnilo se ji 318 studentt z 56 zemi. Ceskoslovensko se
v neoficidlnim poradi druzstev umistilo na 11. misté, na
prvnich péti mistech se umistila druzstva SSSR, Ciny, Ru-
munska, Némecka a USA. I kdyZz jsme v ptedchazejicich
letech skon¢ili lépe (v Ciné na 8. misté, v roce 1989 v SRN
na 6. misté), neni mozné hodnotit 11. misto pfed Francii,
Polskem, Velkou Britanii a dalsimi zemémi negativné. Sku-
teénost, ze jsme se od roku 1985 vzdy zafadili mezi prvnich
12 zemi svédéi o dobré praci v ceskoslovenské matematické
olympiadé i o pékné trovni naseho skolstvi.

Mezindrodni matematicka olympiada je pfedevsim souté-
z{ jednotlivcd. Vysledky nasich zaki na 32. MMO ukazuje
tabulka na dalsi strané.

Vedoucim ceskoslovenské delegace byl doc. dr. Leo Bo-
cek, CSc. z MFF UK v Praze, zastupce vedouciho byl
doc. dr. Tomds Hecht, CSc. z MFF UK v Bratislave.
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Umisténi Body za tdlohu Celkem Cena
1 2 3 4 5 6

21.-23. Michal Stehlik, 773777 38 II.
3. ro¢. gymnazia,
Brno, tf. kpt. Jarose

34.-38. Michal Koneény, 77 5 7 4 7 37 1I.
4. ro¢. gymnazia,
Brno, tf. kpt. Jarose

47.-53. Michal Kubecek, 74 37 77 35 1I.
3. ro¢. gymnazium,
Praha, Korunni

58.—60. Richard Kollar, 7T 7 3 7T 7 2 33 II.
3. ro¢. gymnazia,
A. Markusa, Bratislava

96.-104. étépa’.n Kasal, 02 3777 26 III.
4. ro¢. gymnazia,
Praha, Korunni

162.-169. Viliam Bur, 03 4 0 7 3 17
2. roé. gymnazia,
A. Markusa, Bratislava

Celkem 28 30 21 35 39 33 186

Texty soutéznich dloh
(v zavorce je vidy uvedena zemé, kterd tlohu navrhla)

1. Je dan trojihelnik ABC, ozna¢me I stfed kruznice mu
vepsané. Osy vnitfnich Ghla trojihelniku ABC ve vrcho-
lech A, B, C protinaji protéjsi stranu po radé v bodech A’,
B’, C'. Dokaite, ze

1 |AI| - |BI|-|CI| 8

- <—. . SSR

1 S TAA| [BBT-[CC| = 27 (555K)
2. Necht n je prirozené cislo vétsi nez 6 a aq, as, ..., ax

vSechna ta pfirozend ¢isla, kterd jsou mensi nez n a kazdé
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je s &islem n nesoudélné. Je-li
az—ay=az—az=--=ax —ag-1 >0,

je n prvocislo nebo mocnina ¢isla 2 s pfirozenym exponen-
tem. Dokazte.

(Rumunsko)

3. Necht S = {1,2,3,...,280}. Uréete nejmensi pFirozené
Cislo n s touto vlastnosti: Kazda n-prvkovd podmnozina
mnoziny S obsahuje 5 isel, které jsou po dvou nesoudélna.

(Cina)
4. G je souvisly graf s k hranami. Dokazte, ze je mozné
hrany ocislovat pouzitim vsech ¢isel 1,2,3, ..., k tak, ze pro

kazdy vrchol grafu G plati: Sbihaji-li se v tomto vrcholu dvé
nebo vice hran, je nejvétsi spolecny délitel vsech jejich Cisel
roven 1.
[Kazdy graf G se sklad4d z mnoziny bodu, tzv. vrchold,
a z mnoziny hran, spojujicich uréité dvojice ruznych vrcho-
la. Pfitom je kazda dvojice riznych vrcholi spojena nejvyse
jednou hranou. Graf G se nazyva souvisly, jestlize ke kazdé
dvojici (z,y) riznych vrchold existuje posloupnost vrchold
T = vy, V1, V2, ..., Uy = Yy tak, ze kazda dvojice (v;, vi41),
(0 £ i < m) je spojena hranou.]
(USA)

5. Necht P je libovolny vnitini bod trojihelniku ABC.
Dokazte, ze aspon jeden z Ghla PAB, PBC, PC A je mensi
nebo roven 30°.

(Francie)
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6. Nekonecna posloupnost zg,z;,zs,... redlnych &isel se
nazyva ohranicend, existuje-li konstanta C' tak, ze |z;| <
< C pro vsechna ¢ 2 0.

Necht a je libovolné realné éislo vétsi nez 1. Sestrojte
ohranicenou nekoneénou posloupnost redlnych ¢isel zq, x1,
zs, ... tak, aby pro kazdou dvojici riznych, celych a neza-
pornych ¢&isel i, j platilo

|lzi — @] li—g|* 2 1.
(Nizozemi)
Reseni iloh
1. Oznaéme S obsah trojihelniku ABC, r polomér mu

vepsané kruznice, a, b, ¢ délky jeho stran a u, v, w pFislusné
vysky. Pak je

]C’I|_u)—7'__1 r_q,_rec
lcc'l— w w28
a analogicky pro
|BI| |AI|
|BB'|"  |AA'|

Uzitim nerovnosti mezi geometrickym a aritmetickym pri-
mérem téchto hodnot dostavame

a1 )
[AA'| - |BB'[-[CC'| 25 25 25 ) =
_1__(3_ r(a+b+c )
27

_ 8

1 3_§ _
“aw\""2s) T

lIN
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¢imz je dokazéana prava nerovnost. K dikazu levé nerovnosti
pouzijeme jesté tuto Gpravu:

] rc _rla+b+c)—rc  rla+b)  a+b
25 25 T rla+b+ce) a+b+c’
podobné

rb_ a+c | ra  b+tec
25 " a+b+c’ 2S “a+b+c

Méame tedy dokéazat, ze 4(a+c)(b+c)(a+b) > (a+b+c)3.
To je vsak primym dusledkem nerovnosti

(a+b—c)c? >0, (b+c—a)a®>0,
(c+a—1b)b* >0, 2abec>0,

jejich sectenim dostaneme dokazovanou levou nerovnost.

2. Jezfejmé a; = 1,ar = n—1. RozliSme nyni tfi pfipady:

a) az = 2, potom aj = j pro j = 1,2,...,n — 1. Pak neni

cislo n délitelné zadnym mensim prirozenym cislem, je
tedy n prvodislo.

b) a; = 3,potoma; =2j—-1,7=1,2,.., %n.Toznamené,
ze n neni délitelné zadnym lichym prirozenym cislem, je
tedy n mocninou ¢éisla 2.

¢) az > 3, pak jsou ¢isla 2, 3 s &islem n soudélnd, je tedy
n = 6m, m prirozené a vétsi nez 1. Oznacme ay — a; =
=d> 2. Jepakn—1=ay = 14 (k—1)d, to znamena, ze
¢islo ag — 1 déli &islo n — 2. Cislo as neni délitelné tfemi,
je tedy as = 31+ 1 nebo 3l + 2. V prvnim pripadé déli

209



cislo 3l cislo n — 2, takze je n — 2 délitelné tFemi. Avsak
Cislo n je rovnéz délitelné tfemi, coz je spor. V druhém
pripadé je a; = 1, ap = 3l + 2, takze az = 61 + 3, coz je
opét spor, protoze Cisla azg = 3(2/ 4+ 1) a n = 6m maji
byt nesoudélna.

Pro ptirozené ¢islo n zbyvaji tedy pouze moznosti uvede-
né pod body a), b), coz jsme méli dokazat.

K dikazu sporu v pfipadé c) jsme potfebovali, aby po-
sloupnost aj,as,...,ar byla aspon tficlenna. Neni tomu
tak pro n = 6, coz je vsak podle predpokladu vyloucené.
Predpokladejme, ze n > 6 a ze as = n — 1. To znamen4, ze
je n délitelné kazdym prvocislem mensim nez n — 1, necht
jsou to prvodisla 2,3,5,...,p (2 < 3 < 5 < --- < p).
Kdyby n—1 nebylo prvocislem, existoval by jeho prvociselny
délitel 7, ten by byl mensi nez n — 1 a délil by tedy 1 ¢islo n,
coz Je spor. Musi byt tedy n — 1 prvocislo nésledujici po
prvoéislu p. Je tedy n =272 .37 ... .. p"» kde r; 2 1, takze
¢q=2-3-....p—1<272.3.. .p»—1=n-1.Cislo ¢ neni
délitelné zadnym z prvocisel mensich nez n—1, je ale mensi
nez n, musi byt tedy délitelné prvocislem n — 1, a proto se

pfimo rovnd ¢islu n — 1, tj. r;, = 1 proi = 2,3,...,p, n =
=2-3....-.p.Cislog+4=n+3=3(2-5-...-p+1)
neni délitelné zadnym z prvocisel 2,5, ..., p, n—1, musi byt

proto mocninou tif, takie n = 3' =3 = 3(3'"1 - 1),n—-1 =
=3 —4. Jelilsudé, jen—1=23% —4=(3"-2)(3" +2).
Vime, ze n — 1 je prvocislo, proto s = 1, n = 6, coz je ve
sporu s predpokladem n > 6. Je-li I liché, je n = 3(3%° —
—1) = 3(3° — 1)(3° +1). Pak je ale n délitelné ctyfmi, coz
je ve sporu s tim, ze n =2-3-...-p. Je tedy vidy k 2 3.
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3. Ozna¢me A, mnozinu vsech sudych ¢isel mnoziny S,
podobné Az, As a A; mnozinu vSech nasobku tri, péti
a sedmi z mnoziny S. Zfejmé se pocet |As| vSech prvki
mnoziny A, rovnd 140, |As| = 93, |As| = 56, |A7| = 40.
Déle je |A2 N A3| = 46, protoze Az N A3 je mnozina viech
téch Cisel z S, kterd jsou délitelna Sesti. Podobné |[A; N A5 N
N A7zl =4, |A2N A3 N As N A7| = 1. Podle principu inkluze
a exkluze plati pro poéet |A| mnoziny A = AyUA3UAs UA7
vztah

|Al = [Az| + |As| + |As| + |A7] = [A2 NAg| — - +
+|A20A30A5'+~-~—|A20A30A50A7|,

takze |A| = 216. Zvolime-li v A libovolné pét éisel, museji
dvé z nich patfit do jedné z mnozin A,, Az, As, A7, a jsou
tedy nutné soudélnd. Tim jsme dokézali, ze hledané n je
vétsi nez 216. Ukazeme, ze n = 217. Za tim Gcelem roz-
délime mnozinu S na dvé disjunktni mnoziny B, C tak,
ze do mnoziny B budou patrit vSechna ¢isla slozenda, a do
mnoziny C ¢islo 1 a véechna prvocisla. To znamena, ze do B
patfi vSechna cisla z A kromé cisel 2, 3,5 a 7, dale patfi do B
tyto nasobky jedenacti: 112,11-13,11-17,11-19, 11-23, a tyto
nasobky tFinacti: 132, 1317, 13- 19. Vidime, Ze mnozina B
obsahuje 216 —4+8 = 220 cisel, do mnoziny C patii 60 éisel
(¢islo 1 a 59 prvocisel, jak bychom mohli vycist z tabulky
prvocisel). Vezmeme nyni libovolnou mnozinu T C S, ktera
ma 217 prvki. Ukdzeme, Ze mnozina T obsahuje § Cisel, jez
jsou po dvou nesoudélnd. Obsahuje-li mnozina T pét Cisel
z C, tvori téchto pét ¢isel takovou pétici. V opa¢ném pripadé
obsahuje T nejvyse 4 prvky z C a tedy aspon 213 prvki
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z B. Jinak feCeno — mnozina B obsahuje nejvyse sedm
prvki, které nepatii do T. Muazeme také fici, ze z kazdych
osmi slozenych ¢isel mensich nez 281 patfi aspon jedno do
mnoziny T. DAl stac¢i dokonce uvazovat jen 40 Cisel z B,
ktera jsou soucinem dvou prvocisel, a sdruzit je do osmi
pétic tak, aby v kazdé pétici byla cisla po dvou nesoudélna,
naprfiklad takto:

{2-47, 3.43, 5-41, 7.37, 11-23},
{2-43, 3.41, 5-37, 7-31, 11-19},
{2-41, 3-37, 5-31, 7-29, 11-17},
{237, 3-31, 5.29, 7-23, 11.13},
{2-31, 3.29, 5-23, 7-19, 13-17},
{2-29, 3-23, 5.19, 7-17, 13-19},
{2-23, 3-19, 5-17, 7-13, 112},

{2-19, 3-17, 5-43, 7-11, 132}

Kdyby zadna z téchto pétic nebyla obsazena v T, existo-
valo by v kazdé pétici ¢islo nepattici do T. Dostali bychom
tak osm slozenych cisel z S, kterd by nepatfila do T. To je
vsak spor s vyse odvozenou vlastnosti mnoziny T. Vysledek
je tedy n = 217.

Tato iloha méla na 32. MMO zvldstni osud. Jisté jste si
povsimli, Ze vybrdni 40 soucini a jejich rozdéleni do osmi
pétic je moin€ provést mnoha zpisoby. VSichni soutézici
z druzstva KLDR to vsak méli provedeno stejngm zpisobem,
a to tak, jak bylo uvedeno ve vzorovém rteseni predlozeném
Cinskou delegaci. Po dlouhém jedndni mezindrodni poroty
bylo druistvo KLDR diskvalifikovino. Nasi Zdci vyresili pro-
ni ¢dst dlohy, tedy dokazali, Ze n > 216. Nikdo z nich vsak
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nedokdzal druhou, podstatnéjsi ¢dst, ze n = 217. O to vic je
treba ocenit vSechny ty soutézict z dalsich zemi, kteri dosdhli
za tuto tézkou ulohu plny pocet, tj. 7 bodi.

4. Vyjdeme z nékterého vrcholu grafu po nékteré ces-
té grafu, preslé hrany cislujeme &isly 1, 2, ... a to tak
dlouho, az dojdeme do vrcholu, z néhoz uz nevede zadna
neocislovana hrana. Pro vsechny proslé vrcholy je podmin-
ka ulohy splnéna, nebot z prvniho vrcholu vychézi hrana
¢islo 1, z dalsich vrchola vychazeji hrany ocislované dvéma
za sebou jdoucimi prirozenymi cisly, a totéz plati 1 pro
posledni vrchol. (Jde o vrchol, z néhoz vychézi jen jedna
hrana, nebo je to vrchol, kterym jsme jiz prosli.) Nejsou-li
vSechny hrany-ocislované, existuje cesta v grafu, ktera tuto
hranu obsahuje, pfi¢emz zadna hrana této cesty neni jesté
ocislovana a cesta vychazi z nékterého vrcholu, ktery jsme
Jiz prosli. Jednotlivé hrany grafu opét ocislujeme po fadé
dalsimi, zatim nepouzitymi ¢isly. Vsechny vrcholy proslé pri
této cesté opét splnuji podminky tlohy. Takto pokracujeme,
az vycerpame vSechny hrany a vSechna prirozena ¢isla {, pro
kterd je I £ k. Poznamenejme, ze v pfipadé nesouvislého
grafu neni mozné hrany ocislovat pozadovanym zpusobem,
staci vzit graf z obr.61.

Obr. 61
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5. Oznacme ¢, ¥, w ahly PAB, PBC, PCA (obr.62)
a predpokladejme, Ze kazdy z nich je vétsi nez 30°. Déle

C

Obr. 62
oznaéme a, 3, v velikosti ahld CAP, ABP, BCP au, v, w
délky tiseéek PA, PB, PC. Podle sinové véty je

u sinff w siny w sina

siny’ u© sinw’

v sing’ u
takze
sina sin 3 siny = sin ¢ sin ¥ sinw.

Kdyby byl néktery z ahld «, B3, v, ¢, ¥, w vétsi, nebo
roven 150°, byl by jeden z Ghld trojihelniku ABC vétsi
nez 150°, aspon jeden ze zbyvajicich by musel byt mensi
nez 30°, takze by nemohly byt ahly ¢, ¥, w vétsi nez 30°.
Jelikoz je tedy ¢, ¥, w € (30°,150°),je sin ¢ siny sinw > %.
Proto je

sin a +sinﬂ+sin‘y)3 <

1
§<sinasinﬂsin7§( 3

3
< (Sin f_+_ﬁ+l> ,

= 3
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takze
a +B+y

3
Jetedy o+ +w >90° a +8+5>90° alea +5+v+
+ o+ Y +w =180°, coz je spor.

> 30°.

6. Uvedeme nejdrive fesenti, které podal nas soutézici Ste-
pan Kasal. Vychéazi z nerovnosti

kterd plati pro kazdé a > 1 a kazdé prirozené cislo n. K
diikazu se pouzije nevlastniho integralu z funkce y = z~¢
pfes interval (1, +00). Uvazujme interval J = (0, -22-) a de-
finuyme 2o = 0. Dalsi ¢leny posloupnosti zg, z1, ... definu-
jeme v J rekurentné. Predpokladejme, ze jsme jiz definovali
cleny zg, z1, ..., z, tak, aby vyhovovaly podmince tlohy.

Pro dalsi ¢len 2,4, ma platit

1

|1‘n+1—$k|§m pro k=0,1,...,n,
tedy
z g |z ! Tr + ! =J
n+1 k ('n+1—k)a, k (n+1—k)a — JInk-

Uvazujme tedy mnozinu

M, =J— Lnj Jn i
k=0
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Je to mnozina neprazdna, protoze soucet délek interva-
la Jn,O» Jn,ly ceny Jn,n Je

2 2

2
m_f.F_f.....+._

1¢’
a tedy mensi nez délka intervalu J, takze je M,, neprazdna.
Kromé toho jsou intervaly J, ; oteviené, takie M, je uza-
viena. Polozime-li 2,41 = min M,,, spliiuje posloupnost z,
z1, g, ... podminky tGlohy.

Ve vzorovém feseni nizozemské delegace, ktera ilohu na-
vrhla, je hledand posloupnost dana explicitné takto: Kazdé
prfirozené ¢islo ¢ vyjadiime v dvojkové soustave,

i=bo+b1-24by- 224+ -+ b2k,

pak polozme

2% —1 by by by
£i:2a_2(b0+2_a+2ﬁ+"'+—2ﬂ)'

Je pak

90 _ 1 1 90
<<t (14—4..)= ,
0=x<2a—2<+2a+ ) 332

takze z; tvori posloupnost omezenou. Podobné, i kdyz tro-

chu slozitéji se dokaze, ze pro i # j je

1
IJ"l x]l = |2_]|a
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