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Korespondenéni seminai UV MO 1990/91

Korespondenc¢ni seminar je jednou z forem péce o talento-
vané zaky. Vznikl ve 24. ro¢niku MO proto, aby bylo mozno
vénovat individualni péci i tém zakum, kteri neméli moznost
navstévovat specidlni skoly a pracovat v tamnich semina-
fich. Nyni, kdy existuji 1 krajské korespondencni seminéare
a kdy specidlni skoly s tfidami zaméfenymi na matematiku
najdeme v kazdém kraji, je cilem tohoto seminéfe zlepsit
individudlni pfipravu vSech studentt, ktefi prokazali své
schopnosti a matematicky talent v predchozich roénicich
matematické olympiady. Korespondenéni seminar tak na-
déle zistava dileZitou soucasti pfipravy na mezinarodni
matematickou olympiadu.

K casti v korespondencnim seminari jsme pozvali vSech-
ny Spickové fesitele kategorie A spolu s témi studenty, ktefi
néjak vynikli v krajskych kolech kategorii B a C predchoziho
rocniku MO. V pribéhu 40. ro¢niku MO jim bylo postup-
né zasldno 5 sérii pomérné naro¢nych uloh, jejichz texty
najdete v Glohové &asti této rocenky (tentokriat poprvé
s FeSenimi). Dosla feSeni pak byla opravena, ohodnocena
a s rozmnozenym komentarem vracena Gcastnikim semina-
fe. Nejlepsimi v celkovém hodnoceni byli:
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Vladimir Glasndk, 3. roénik G, V. Okruzna, Zilina
Michal Konecny, 4. rocnik G, kpt. Jarose, Brno
Pavel Rizicka, 4. rocnik G, kpt. Jarose, Brno
Richard K. Kolldr, 4. rocnik GAM, Bratislava
Josef Mensik, 4. rocnik G, kpt. Jarose, Brno
Slavomir Hrinko, 4. ro¢. G, Konstantinova, Presov
Stépdn Kasal, 3. roénik G, Korunni, Praha
Ales Kubéna, 4. roénik G M. Kopernika, Bilovec
9. Zdenék Pezlar, 4. ro¢nik G, Plzen

Korespondenéni seminéf je fizen tajemnikem UV MO
RNDr. Karlem Hordkem, CSc., ktery se staral o vybér Gloh
a provadél i redakci komentari. Opravu pak zajistovalo né-
kolik pracovnikt MU CSAV a nékolik studentii a aspiranti
MFF UK Praha (vsichni jsou byvali olympionici).

> o
|
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Ulohy korespondenéniho seminaie

1.1 Je dan kvadraticky trojélen f(z) = z? + 2bz + ¢ s celo-
¢iselnymi koeficienty b a c. Jestlize je f(n) 2 0 pro viechna
celd &isla n, pak je f(z) 2 01 pro viechna raciondlni &isla .
Dokazte.
1.2 Je déna posloupnost (a,)3%,, jez spliuje rekurentni
vztah

[ o P 2(an+1 + an), n 2 1.
Je-li ap = 0, a; = 1, ay = 1, pak je kazdy ¢clen uvedené
posloupnosti ctvercem celého éisla. Dokazte.
1.3 Urcete vSechny dvojice (a,b) redlnych cisel, pro néz je
nerovnost

131



splnéna pro vsechna z € (0, 1).

1.4 Je mozno obarvit policka tabulky 1990 x 1990 cernou
a bilou barvou tak, aby policka soumérné sdruzena podle
stfedu tabulky méla opac¢nou barvu a v libovolném sloupci
a v libovolném fadku bylo stejné &ernych i bilych poli?

1.5 Uvnitf strany AB konvexniho é&tyrthelniku ABCD
zvolme bod F a prisecik uhlopfiéek ¢tyrahelniku AEC D
oznacme F'. Dokazte, ze kruznice opsané trojihelnikiim
ABC, CDF a BDE se protinaji v jednom bodé.

1.6 Uvazujme kvadraticky trojclen f(z) = az? + bz + c,
ktery ma kladné koeficienty spliujici rovnost a+b+c¢ = 1.
Dokazte, ze pro libovolna kladna &isla z1, zo, ..., z,, jez
splnuji rovnost z; - ...z, = 1, plati nerovnost

f(@1) f(z2) ... f(za) 2 1.

1.7 Uvazujme ,draténou” krychli o hrané 100, jez je jed-
notlivymi draty rozdélena na 1000 000 jednotkovych krych-
licek. Rozhodnéte, zda lze celou draténou krychli rozlozit
na jednotlivé trojice navzajem kolmych jednotkovych hran
se spolecnym vrcholem, pficemz zZadné dvé trojice nemayji
spole¢nou hranu.

2.1 Je dan rovinny thel s vrcholem A, do néhoz jsou vepsa-
ny dvé kruznice, jez se protinaji v bodé B. Oznac¢me C a D
jejich body dotyku s jednim ramenem daného Ghlu. Dokaz-
te, ze primka AB se dotyka kruznice opsané trojihelniku
BCD.

2.2 Pro ktera prirozena cisla n je ¢islo

32n+1 _ 22n+1 _ 6n
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slozené?

2.3 Ozna¢me d nejmensi vzdalenost dvou mimobéznych
hran daného ¢tyfsténu a h jeho nejmensi vysku. Dokazte,
ze 2d > h.

2.4 Vsechny strany a thlopricky konvexniho n-thelniku se
daji obarvit k barvami tak, ze neexistuje uzaviend lomena
cara spojujici vrcholy uvazovaného mnohothelniku, jez by
byla jednobarevna. Zjistéte, pro jaké nejvétsi n je takova
situace mozna.

2.5 V roviné je ddn bod Ay a n vektoru ay, as, ..., a,,
jez maji nulovy soulet. Kazdé poradi (1,12, ...,,) Cisel 1,
2, ..., n urCuje v dané roviné body A, A,, ..., A, = Ap

tak, Ze bude a;, = AoA;, @, = A1As, ..., 6, = A,_1A,.
Dokaizte, ze existuje takové poradi, pro které budou vsechny
body Ay, A, ..., An—1 lezet uvnitf nebo na ramenech Ghlu
velikosti 60° s vrcholem v bodé Ag.

2.6 Predpokladejme, ze z1, x4, ..., z, jsou kladna realna
Cisla takova, ze ¢1 < 2 a x3, T4, T5 Jsou vesmeés vétsi nez
z9. Dokazte, Ze pro a > 0 plati

1 1 1
+ + <
(1 +z3)*  (z2+24)* (22 +25)
1 1 1

< + + .
(z1+z2)* (224 23)* (T4 +25)*

2.7 V trojthelniku o obsahu 1 je dano pét bodi. Dokazte,
ze mezi nimi existuji tfi, které uréuji trojihelnik s obsahem
nejvyse -}1-.
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3.1 Cislo 9 se d4 napsat jako soucet dvou po sobé jdoucich
cisel, 9 = 44 5; 9 se da navic napsat jako soucet (nékolika)
po sobé jdoucich cisel pravé dvéma zpisoby: 9 = 445 = 2+
+ 3 + 4. Zjistéte, zda existuje &islo, které se d4 napsat jako
soucet 1990 po sobé jdoucich kladnych é&isel a zaroven se
da napsat jako soucet (aspon dvou) po sobé jdoucich éisel
pravé 1990 zpusoby.

3.2 Oznacme T', V|, H po radé tézisté, stfed kruznice vepsa-
né a prusecik vysek daného trojihelniku ABC), jehoz zadné
dvé strany nejsou shodné. Dokazte, ze Ghel TV H je tupy.

3.3 Pro dané prirozené &islo k ozna¢me fy(k) soucet dru-
hych mocnin éislic v desitkovém rozvoji ¢isla k a pron 2 1
polozme

fat1(k) = fi (fa(k)) .
Najdéte hodnotu f; 991 (21 990).

3.4 V trojuhelniku ABC oznacme V stfed kruznice vepsa-
né, By a C; stfedy stran AC a AB a déle oznatme B,
prisecik pfimek C,V, AC a C; prisecik pfimek BV, AB.
Jak velky je thel C AB, jsou-li obsahy trojihelniki AB,C,
a ABC shodné?

3.5 V roviné s kartézskou soustavou soufadnic je dan pra-

vothelnik s vrcholy v mfizovych bodech (0,0), (m, 0), (0, n),

(m,n), kde m i n jsou liché ¢isla. Pravothelnik je rozlozen

na trojuhelniky tak, ze

a) kazdy trojihelnik rozkladu ma aspon jednu ,dobrou“
stranu takovou, ze vyska trojuhelniku na tuto stranu ma
velikost 1; pfitom za dobrou stranu povazujeme stranu
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lezici na pfimce ¢ = j nebo y = k, kde j ¢i k je celé
Cislo;

b) kazda ,Spatna“ strana (tj. strana trojahelniku uvazova-
ného rozkladu, jez neni ,,dobra“) je spole¢nou stranou
dvou trojuhelniki rozkladu.

Dokazte, ze v takovém rozkladu existuji aspon dva troj-
thelniky, z nichz kazdy ma dvé dobré strany.

3.6 Uvazujme bod P uvniti pravidelného ¢tyisténu. Ctyfi
roviny prochézejici bodem P rovnobézné se sténami daného
¢tyfsténu ho rozdéli na 14 ¢asti. Oznacme v(P) celkovy
objem téch ¢asti, jez nejsou ani ¢tyfsténem, ani rovnobéz-
nosténem (tj. ty ¢asti, jez obsahuji hranu, ale ne vrchol
daného ¢ctyfsténu). Urcete hodnoty, kterych mize funkce v
nabyvat.

3.7 Dokazte, ze kazdé prirozené ¢islo k > 1 ma kladny celo-
¢iselny nasobek mensi nez k*, ktery se da napsat v desitkové
soustavé pomoci nejvyse Ctyf riznych éislic.

4.1 V roviné je dan konvexni mnohouhelnik K a kartézska
soustava souradnic tak, ze K kromé pocatku neobsahuje
zadny mfizovy bod (tj. bod s celo¢iselnymi soufadnicemi).
Pfitom pro obsah mnohothelniku K v jednotlivych kvad-
rantech Q;, 1 £ < 4, uréenych osami, plati

S(KNQi) = iS(K).

Dokazte, ze potom S(K) < 4.

4.2 V roviné je dan konvexni ¢tyrihelnik ABC' D. Oznaé¢me
A stfed kruznice opsané trojihelniku BC' D, B stred kruz-
nice opsané trojuihelniku AC D, C; stfed kruznice opsané
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trojuhelniku ABD a B, stfed kruznice opsané trojihelniku

ABC'. Dokaite, ze pak plati:

(a) Bud jsou vsechny body Ay, By, Cy, D; totoiné, ane-
bo jsou vesmés rizné a pak lezi body A;, C; v opai-
nych polorovinach uréenych ptimkou B;D; a podobné
i body Bi, D; lezi v opaénych polorovinich uréenych
pfimkou A;Cy. (Odtud plyne konvexita étyFihelniku
A1B1C1D1.)

(b) Oznacme analogicky Az, Bz, C2, Do stfedy kruznic
opsanych trojahelnikim ByCyD,, A,CiD,, A1B1D;
a A1B;Cy. Potom jsou ctyfihelniky AyBoCseDo
a ABCD podobné.

4.3 Dokazte, ze nerovnost

1-s° S(l+s)“
l1—s = 1+s

plati pro kazdé kladné s # 1 a libovolné racionalni ¢islo a,
0<a<fl.

4.4 Kolmy kuzel je rozdélen rovinou na dvé &asti. Tato
rovina se dotyka kruznice na obvodu zakladny kuzele a pro-
chézi stfedem jeho vysky. Urcete pomér objemu mensi ¢asti
kuzele urcené danou rovinou a objemu celého kuzele.

4.5 pqr jednotkovych krychli¢ek je navleceno na nit (dirka-
mi podél télesové Ghlopticky) tak, Ze dvé sousedni se vzdy
dotykaji alespon vrcholy. Zjistéte, pro jaka prirozena cisla
p, q, r je mozno z krychlicek sestavit kvadr o rozmérech p,
q, r za predpokladu, ze obé koncové krychli¢ky se dotykaji,
resp. za predpokladu, ze nemaji zadny spole¢ny bod.
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4.6 Jestlize n je slozené prirozené cislo a p jeho vlastni
deélitel, uréete dvojkovy zapis nejmensiho pfirozeného cisla
N, pro néz je
(1427 42" P)N -1
271.

celé éislo.

4.7 Pfedpokladejme, ze p je kubicky mnohoclen s racio-
nalnimi koeficienty, a oznacme gqi, ¢, q3, ... posloupnost
raciondalnich &isel, v niz ¢, = p(gn+1) pro kazdé pfirozené
n 2 1. Dokaizte, ze existuje k 2 1 takové, ze gn4r = ¢n pro
kazdé n 2 1.

5.1 Na kruznici jsou dany ¢étyfi body A, B, C, D takové,
ze tétivy AB, CD jsou ruznobézné. Jestlize K a H jsou
body téze roviny, pro néz jsou thly KAB, KCD, HBA
a HDC vsechny pravé, pak pifimka K H prochézi stfedem
dané kruznice a zarovei i prisetikem pfimek AD, BC (po-
kud existuje). Dokazte.

5.2 V roviné jsou dany dvé kruznice, jez se vné dotykaji
a maji poloméry r a R. Uvazujme vSechny mozné lichobéz-
niky ABCD, jez jsou obéma kruznicim opsany (tj. kazda
z danych kruznic se dotyka obou ramen a jedné ze zakla-
den uvazovaného lichobézniku). Najdéte nejmensi moznou
délku ramene takového lichobézniku.

5.3 Urcete nejmensi ¢islo tvaru [36% — 5!| a nejmensi &islo
tvaru |[53% — 37'|, kde k a [ jsou pfirozena &isla.
5.4 V roviné je dano n jednotkovych vektori, jejichz sou-

ctem je nulovy vektor. Dokazte, ze vektory je mozno uspo-
fadat tak, aby pro kazdé k, 1 £ k < n, byla velikost souctu
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prvnich k vektord nejvyse rovna 3. Pokuste se uvedeny
odhad zlepsit, pfipadné najit analogicky odhad za predpo-
kladu, ze kazdy z danych vektori ma velikost nejvyse rovnu
1 (a dohromady davaji nulovy soucet).

5.5 V roviné je dan ctverec ABCD a na jeho stranach AB,
BC jsou dny body P, Q, pficemz |BP| = |BQ|. Ozname
H patu kolmice spusténé z bodu B na tsecku PC. Dokaite,
ze Uhel DHQ) je pravy.

5.6 Je-li délka kazdé ze stran konvexniho Sestitithelniku vétsi
nez 1, musi byt nékterd z jeho uhlopficek vétsi nez 27
A jsou-li Ghlopticky AD, BE a CF konvexniho Sestithelni-
ku ABCDFEF vétsi nez 2, je délka aspon jedné jeho strany
vétsi nez 17

5.7 Na kruznici je zapsdno n (n 2 3) &isel rovnych +1 nebo
—1. Jaky je nejmensi pocet dotazii, pomoci nichz lze zjistit
soucin vsech n Cisel, jestlize jednotliva ¢isla jsou zakryta
a pomoci jedné otazky je mozno zjistit, jaky je

a) souéin ¢isel na libovolnych tfech mistech;

b) souéin &isel na tfech po sobé jdoucich mistech?

Reseni uloh korespondenéniho seminaie

1.1 Stali dokazat, ze (globalni) minimum funkece f je
v bodé —b. To vyplyva z rozkladu

f(x)=2? 42z +c=(z+b)%*+c—1b%

kde ¢ — b? je konstanta a (z + b)? > 0 s rovnosti pravé pro
z = -b.
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Protoze —b je celé &islo, musi byt f(—b) 2 0. Je-li (glo-
balni) minimum nezdporné, jsou i vsechny ostatni funkéni
hodnoty nezaporné na celém definicnim oboru, tedy pro
vSechna redlna ¢isla vcetné racionalnich.

1.2 Asi nejjednodussi je ukazat, ze a, = f2, kde (fn)
je znama Fibonacciova posloupnost, ktera je definovana
vztahy

f():O, flzl) fn+2:fn+1+fn,

a vSechny jeji ¢leny jsou tudiz celd ¢isla. Diikaz provedeme
indukei. Pro n = 0, 1, 2 vatah a, = f2 plati. Predpokladej-
me, ze plati pro kazdé n < k (k 2 2). Potom
ap41 = 2(ag + ag—1) — ag—2 =
=2 +2fi - fica=
=fi+fi 2+ i + f;?_l -
—2fife-1—fia =

= e+ fi-1)?+ (fe = fim1)? = fiy =

S fl?+1 +fia—fia=

= f1?+1-

Dokazovany vztah plati tedy 1 pro n = k + 1.
1.3 Budeme vyuzivat znamé nerovnosti
la+b| < la[+[b], a<|a|, —a<]al (1)

Oznaéme f(z) = V1 — 22 —az —b a pfedpokladejme, ze pro
kazdé z € (0,1) plati

l\/l—-z'z——a:c—b|§%(\/§—l). (2)
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Pro krajni hodnoty z = 0 a z = 1 pak dostavame

-8 < 5(VE-1), 3

1
la+bl S 5(V2-1). (4)
Jejich sectenim vyjde
la+1]S[1—bl+]a+b SV2-1<1,

odkud a < 0.
Hledejme extrémy funkce f. Derivovanim méme

fla)= e = -
S Sl =z

Polozime-li f'(z) = 0, dostaneme

el = A2
V1+a?
coZz nas zajima pro ¢ > 0 a a < 0. Z (2) po dosazeni z tak
mame 1
[V1+a2-b<5(V2-1). (5)

Seltenim (5) a (3) potom vyjde

[V1+a2—1]S|[V1+a2-b|+[p-1SV2-1,

odkud plyne V1 + a2 £ /2, tedy |a| £ 1.

Podobné seétenim (4) a (5) dostaneme
[V1+a®+a|SV2-1.
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Protoze /1 + a2 > |al, je vnitiek absolutni hodnoty kladny,

tedy
V1i+a?<V2-1-a,

po umocnéni
14+a? <241+ a?-2vV2-2av2+ 2q,

tedy a £ —1. To spolu s predchéazejici podminkou |a| £ 1
dava a = —1.

" Dosazenim do (5) dostaneme |\/§ -b <1 (V2 -1), coz
znamena, ze

\/§—b§——l, teda

5 (V2+1) b
Podobné ze (4) plyneb—1< 1 (\/5 —1), tedy

b< < (\/—+1)

3
[\
N =

Celkem tak mame b = 1 (\/_+ 1).

Na zavér se jesté presvédéime, ze pro a = —1, b =
= 1 (V2+1) a pro kazdé z € (0, 1) plati (2) (to neni viibec
samoziejmé).

Protoze

0< (x—ﬁ)zz 22% - 2v2z + 1),

1
2 5(
1-2? L2 - 2V2z + 2,

Je
V1-22<V2 -z,
1—x2+z—1-%(\/§—1) ;(\/5—1),

tedy
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\/1—1'2—a:c—b§%(\/§—1)
proa:—l,b:%(\/5-}-1).1%0:66(0,1) dale plati
11—z <V1-"22
~ S (VB ) SVIm a4z -1- L (VE-1),

tedy

_%(\/5_1)§\/1—x2—am~b

proa=—1,b=1(v/2+1). Tim je platnost (2) ovéfena.

1.4 1.¥eseni. Rozdélme tabulku na éty-

F1 ¢tverce 995 x 995, které oznaéime A, A B
B, C, D (obr.26). Pro X € {A,B,C, D}

oznafme by (resp. cx) pocet bilych (resp.

Cernych) Ctvereckd ve étverci X. Vzhle- ¢ D
dem k pozadované stfedové antisymetrii b8

je bA =cCp.

Ma-li kazdy rfadek ¢i sloupec obsahovat stejné bilych i ¢er-

nych ¢tverecku, musi byt

ba+bg =995 a bg+bp = 995%

Je tedy by = 9952 — bg = bp a by = cp. Odtud plyne, ze
9952 = ¢p 4+ bp = 2by4, coi je spor, nebot ¢islo 9952 je liché.

Obarveni pozadovanych vlastnosti tedy neexistuje.

2. FeSeni. Zachovejme rozdéleni na ctverce A, B, C, D.
Protoze bg + ca = 9952 je liché, je by # c4. Bez Gjmy na
obecnosti mizeme predpokladat, ze by > ca, takze bp <
< cp.Z rovnostibs+bpg = cqs+cp plyne nerovnost bg < cp.

Pak ale bg + bp < cg + cp, coz je spor.
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3. FeSeni. Policko a;; v tabulce nazveme vodorovné, ma-li
stejnou barvu jako pole a; 1 991—j, a nazveme je svislé, pokud
ma stejnou barvu jako pole ajg91—; ;. Z vlastnosti tabulky
plyne, ze kazdé policko je bud vodorovné, nebo svislé (ale
nikdy oboji najednou — dokaizte!). Kazdy fadek obsahuje
sudy pocet vodorovnych bilych, kazdy sloupec obsahuje su-
dy pocet svislych bilych poli¢ek. Celkem tedy je v tabulce
2p-1990 vodorovnych bilych a 2¢ -1 990 svislych bilych poli.
Celkovy pocet bilych policek %1 9902 by tak byl délitelny
CtyFmi, coZ neni mozné.

1.5 (podle P. Vrbackého). Oznaime k kruznici opsanou
trojihelniku ABC, [ kruznici opsanou trojihelniku DFC
a m kruznici opsanou trojihelniku EBD. Prozatim pred-
pokladejme, Ze existuje prusecik X # C kruznic k a l, ktery
lezi v poloroviné CDF (obr. 27).

Oznatme a = |AABX|. Pak |JACX| = |QFCX| =«
(Ctyfahelnik ABCX je tétivovy) a |[AFDX| = |IFCX| =
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= a (FCDX je tétivovy). To vSak znamena, ze ¢tyrahelnik
EBDX je tétivovy, tj. X lezi téz na kruznici m. (Tento
dikaz plati nezavisle na poradi bodi F' a X na kruznici [
— je jasné pro¢?!)

Pfedpokladejme ted, ze priise¢ik X lezi v poloroviné
opaéné k CDF (obr.28). Oznalime-li @ = |IABX]|, je
opét |FACX| = |IFCX| = a, a proto |IFDX| = n —
—|AFCX|=n—a (FCDX je tétivovy). Odtud dostaneme,
ze EBDX je tétivovy, tedy bod X lezi i na kruznici m.

Obr. 29

Pokud X = D, je tvrzeni trividlni. Vynechali jsme pfipad,
kdy k a ! maji jediny spoleény bod C (obr.29). Necht g =
= |IABC]|. Je-li t spoleénd teéna kruznic k a [, zvolme na
ni bod P v poloroviné ACD. Potom | JACP| = 3 (tzv. Gse-
kovy thel odpovidajici obvodovému thlu 3 na kruznici k).
Z toho pro kruznici [ plyne, 7e |IFDC| = n — a, a proto
Ctyfahelnik EBC D je tétivovy, tj. bod C lezi na m.

Poznamky. Diskusi lze podstatné zjednodusit, budeme-li
pouzivat orientovany thel dvou prFimek: orientovanym
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thlem (p, ¢) dvou riznobézek p, ¢ (v tomto pofadi!) rozu-
mime ten Ghel, o ktery se musi prfimka p otoéit v kladném
sméru kolem spolecného priseciku, aby splynula s pfim-
kou ¢ (obr. 30). Snadno potom zjistime, Ze plati nasledujict
ponékud kompaktnéjsi verze véty o obvodovych thlech:
Bod X ¢ {A,B,C} leii na kruznici opsané trojihelniku
ABC, pravé kdyz (AX,XC) = (AB, BC).

q

Obr. 30

V dané situaci mizeme piredpoklddat, ze druhy prise-
¢ik X # C kruznic k a [ je rizny od bodd B, D (ji-
nak k& = [ a tvrzeni je trividlni). Protoze body A, B,
C, X lezi na kruznici k, je (AB,BX) = (AC,CX) =
= (FC,CX), a podobné pro body C, F, X, D na kruznici [
dostaneme (F'C,CX) = (FD,DX) = (ED,DX). Je tedy
(EB,BX) = (AB,BX) = (ED,DX), coz znamena, ze
body B, D, E, X lezi na kruznici.

1.6 Ozna¢me Gp(uq,...,u,) geometricky primeér cisel
Uy, ..., up. Pak plati

Gu(ui+vi,...,un+v,) 2 Gn(ul,...,un)+Gn(v1,....,vn)

(k dikazu tohoto tvrzeni stali seéist nerovnosti me-
zi aritmetickym a geometrickym primérem pro n-tice
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Uy Unp vyl VUp ~ o v
(5550 o) & (555 o1 o557)) takie miiZeme

psat
Gn(f(z1), .-, f(zn)) =
=Gn(az? + by +c,...,azl 4+ bz, 4 ¢)
> Gplaz?, ... az’) + G, (bzy,. .. bxy)
+ Grl(e,...,c) =
=a(Gn(z1,...,20))" + bGn(zy, ... zn) +c =
a+b+c=1,

z
+

nebot Gp(z1,...,z,) = 1. Umocnénim dostaneme pozado-
vané tvrzeni.

Jiny postup. Levou stranu nerovnosti, tj. soucin
(az? +bzy +c)...(az2 + bz, +c),

roznascbime a slouc¢ime cleny, v nichz vystupuji a, b, ¢ se
stejnou mocninou. Pravou stranu pozadované nerovnosti
lze napsat ve tvaru 1 = (a + b + ¢)*, coz také roznéso-
bime. Pomoci nerovnosti mezi aritmetickym a geometric-
kym primérem ukazeme, ze koeficient u ¢lenu a'b/ =i~
na levé strané nerovnosti je nejméné roven odpovidajicimu
koeficientu na strané pravé. Nedostatkem tohoto postupu je
naroc¢nost zapisu reseni. (Z toho divodu uvadime jen hlavni
myslenku dikazu.)

Tvrzeni lze také dokazat matematickou indukei.

Pro n = 1 je tvrzeni trividlni. Pfedpokladejme, ze tvrzeni
plati pro n = k, a dokazme je pro n = k + 1. Bez Gjmy na
obecnosti mizeme predpokladat, ze 1 S 29 S ... £ Tg41.
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Protoze soucin Cisel z1,..., 241 je roven jedné, je zfej-
mé zy £ 1, zx41 2 1. Ukazme nyni, ze f(z1)f(zk41) 2
2 f(z12k+1). Jednoduchou Gpravou méame

f(z)f(zr41) = f(z1ze41) =

= (az? 4 bz + c)(a:r%+1 + by + ) —
—(a+b+c)(aziz},, +bzizk1 + ) =

= abz1ziq1(l — z1)(zp41 — 1) +ac(l — 23)(zfy, — 1) +
+be(l —z1)(zk41 — 1) 20,

takze

f(z1) .- f(ze)f(zetr) 2 f@rze41) f(22) - flzi) 211

dle indukéniho predpokladu.

Na zavér uvedme jesté ndznak feseni (J. Kolaf, J. Men-
sik), které vyuziva téch vlastnosti funkce f, které jsou pro
platnost nerovnosti podstatné (nerovnost plati pro mnohem
obecnéjsi funkce). Z Cauchyovy nerovnosti pro kladnd ¢isla
z1, £9 dostaneme

((Vaz) + (Vov/an)" + (v/o)") -
((Vam) + (VBE) + (V)') 2

2 (az1zo + b\/z122 + c)2 ,

neboli

fle)f(x2) 2 (F(VErE))".
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Odtud snadno dostaneme (pfidame-li k ¢islim z; nékolik
jednicek, miizeme predpokladat, ze n je tvaru n = 2¥ pro
k22)
f(@1) ... f(zn) 2
2 (f(VEE)” . (f(VEn12m)" 2
2 (f(\‘/$1$21231:4))4 e
L. (f(\‘/:c,,_3.17,l_2:r:,,_1:1:,,))4 2.2

(f(/z1z2. 20 ))n = (f(l))" =1.

v

N
1.7 (podle S. Kasala). Krychli oznaéime ABCDEFGH
(obr. 31). Odfizneme z ni CtyTi rohy, a to tak, ze roviny fezu

H G

f

Obr. 31

jsou BDE, BDG, EGB, EGD. Kazdy odfiznuty Ctyfstén
lze vyplnit pozadovanymi trojicemi — dukaz je zfejmy
z nalrtki na obr.32. Uprostied zbyva ¢tyistén BDEG,
dokazme, ze jej lze vyplnit ,hvézdickami“ 7F sestavenymi
ze dvou trojic (se spoleénym vrcholem). Vsimnéme si, Ze
jeho vodorovné fezy (tj. ty rovnobézné s podstavou ABCD)
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vypadaji postupné tak jako na obr.33. V kazdé této ,vr-
stvé“ lze hrany jednotkovych krychlicek zjevné rozdélit do
HKFizka“ "" Doplnime-li ,krizky“ na ,hvézdicky“, lze na-
hlédnout (pfedstavime-li si dvé vrstvy nad sebou), Ze tim
vyCerpame presné vSechny hrany lezici ve ¢tyfsténu BDEG.
Tim je diikaz hotov — krychli jsme rozlozili pozadovanym
zpusobem.

L b

Obr. 32 Obr. 33

2. Feseni (dle M. Kone¢ného). Danou krychli umistime do
kartézské souradné soustavy tak, aby pocatek byl v nékte-
rém vrcholu krychle a souradnicové osy obsahovaly nékteré
tfi hrany krychle. Body (a, b, ¢),kde a,b,c € {0,1,...,100},
oznacime K, . a nazveme je uzly. Mnoziny uzli tvaru

Dyy = {Ksy,:: 2€{0,1,...,100}} (1)

nazveme tfadami ve sméru z; podobné definujeme rady ve
sméru ¢ a y. Konetné oznaéme G = {Kqp.:a + b+
+ ¢ je délitelné 101}.

Vsimnéme si, ze v kazdé fadé lezi pravé jeden uzel z mno-
ziny G. Skutecné, napf. v fadé (1) probiha soucet z + y+ 2z
mnozinu {z+y,z+y+1,...,2+y+100}, coz je 101 po sobé
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jdoucich prirozenych cisel; je tedy mezi nimi pravé jedno,
které je délitelné 101.

Uvazujme nyni uzel K ¢ G. V fadé ve sméru z, kterd bod
K obsahuje, lezi podle posledniho odstavce pravé jeden uzel
patfici do G — oznaéme ho K’; zfejmé K’ # K. Pfifadme
nyni bodu K jednotkovou hranu ve sméru osy z, ktera z néj
vychdazi, a to ve sméru ke K’. Podobné prfifadime hrany ve
smérech os y a z. Tim jsme kazdému uzlu K ¢ G pfiradili
trojici navzajem kolmych jednotkovych hran se spolecnym
vrcholem K. Dokéazeme, ze tyto trojice tvori kyzeny rozklad
dané draténé krychle. Pfedné je jasné, ze kazda hrana je
pouzita nejvyse jednou: kdyby jednotkova hrana AB byla
prifazena uzlu A i uzlu B, musel by nékde v jejim vnittku
lezet bod z G, coz neni mozné. Navic neni zddna hrana AB
vynechana: pravé v jednom sméru AB nebo BA najdeme
uzel L € G; je-li nyni napf. A déle od L nez B (pfipadné
mize byt L = B), pak byla hrana pfifazena bodu A. Se-
strojeny rozklad krychle na trojice jednotkovych hran tedy
spliiuje podminky ze zadani.

Na zavér poznamenejme, ze oba zpusoby lze pouzit 1 na
krychli n x n x n; druhy z nich funguje dokonce i pro
vicerozmérné krychle. ’

2.1 (podle J. Kolafe). Vyuzijeme toho, Ze kruznice k;
a ko (obr. 34) jsou stejnolehlé podle stiedu A. Mizeme tedy
napsat

|AX| _ |AB|
|AB| ~— |AY]|’
takze
|AB|* = |AX||AY]. (1)
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Obr. 34

Pro mocnosti bodu A ke kruznicim k; a k, plati

|AX||AB| = |AC?,
|AB||AY| = |AD|?,

vynasobenim dostaneme
|AX||AY ||ABJ* = |AC|ADF",
dosazenim z (1) po odmocnéni vyjde
|AB|® = |AC||AD|. (2)

Body A, C, D jsou kolinearni a A lezi vné kruznice [.
Protoze mocnost bodu A ke kruznici [ je (podle (2)) rovna
|AB|?, musi byt AB tetna kruznice I. (Kdyby nebyla, exi-
stoval by druhy prusecik X pfimky AB a kruznice [, tedy
|AX| # |AB|, a pomoci mocnosti dostaneme |AC||AD| =
= |AB||AX| # |AB|* = |AC||AD], co# je spor.)

Kruznice [ je opsana trojihelniku BC'D a pfimka AB
je tedy jeji te¢nou. Protoze |AB| = |AB’|, plati vztah (2),
a tedy 1 dokazované tvrzeni platii pro body B’, C, D a diky
symetrii i pro zbylé kombinace C’, D', B a C’, D', B'.
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Jiny zpusob feseni vyuziva obvodovych a tsekovych Ghla
(M. Konecny, obr. 35). Oznatme o = |ACBA| a X obraz
bodu B ve stejnolehlosti se sttedem A, ktera prevadi mensi
z obou kruznic na vétsi. Stejnolehlost zachovava velikost
Ghli, tedy |[IDXA| = .

Obr. 35

Usekovy tthel C DB oblouku DB vétsi kruznice ma také
velikost a. Je tedy |ACBA| = |ACDB|, to ale znameni,
ze CBA je tsekovy uhel k oblouku C'B kruznice opsané
trojihelniku BC'D a ptimka AB je te¢na této kruznice
(postup pro druhy priseéik B’ vepsanych kruznic je stejny).

2.2 Nejprve dané Cislo rozlozime na soucin
32n+1 _ 22n+1 _ 6n - (311 _ 2n)(3n+1 + 2n+1).

Pro n = 1 je vyraz roven 13, coz je prvoéislo. (Tento krok
mnozi z vas zapomnéli udélat a soustfedili se pouze na
pfipad n > 1 — znamenalo to ztratu pul bodu.)

Pro n > 1 jsou vyrazy v obou zavorkach vétsi nez 1
(v druhé zavorce je to zfejmé a vyraz v prvni zavorce lze

152



n—l . .

pro n > 2 napsat jako 3" — 2" = Y 3'2"~1-% > 1) jejich
i=0

soucin je tedy sloZené Eislo.

2.3 (M. Kordos). Ozna¢me AB a C'D ty mimobézné hra-
ny, které maji nejmensi vzdalenost d (obr. 36) a promitnéme
¢tyfstén do roviny kolmé na CD (obr. 37).

CI:DI

ap az

A’ a B’
Obr. 36 Obr. 37

Vysky v trojuhelniku A’B’C’ jsou obrazy pficky mimo-
bézek a dvou télesovych vysek a zachovdvaji jejich skutecné
velikosti d, hy a hy. Oznaéme |A'B’'| = d, |A'C'| = ay,
|B’C’| = ay délky jeho stran a pfedpokladejme, ze

2d < hy, 2d < hy. (1)

Obsah P trojahelniku mizeme vyjadfit tfemi zpisoby
jako

1 1 1
P = = h = - = - 4 .
2(11 1 202’12 2(1 d
Po dosazeni z nerovnosti (1) dostaneme

2a; £ad', 2a;<d,
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takze

a;+a; <d.

To je ale spor s trojahelnikovou nerovnosti.

Proto alesponi jedna z vysek hi, hy je mensi nez 2d, tedy
1 nejmensi vyska h je mensi nez 2d.

Jiné feSeni (Z. Pezlar). Necht nejkratsi vzdélenost mimo-
béznych hran je pficka mimobézek AB a CD. Jeji priseéiky
s pfimkami AB a CD oznaéme po fadé A;, C; (obr.37).
Piedpokladejme, Ze

|CCy| 2 |DC| (2)

(sem lze zaclenit i pfipady, kdy bod C} lezi mimo tsecku C D
za bodem D). UvaZujme rovinu g rovnobéznou se sténou
ABC a prochazejici stfedem télesové vysky z vrcholu D na
sténu ABC (oznacme ji hp). Vzdélenost rovin ABC a g je
tedy $hp. Bod Cy lezi (podle (2)) v poloprostoru uréeném
¢ a bodem D. Proto je nutné

1
d= |A101| > EhD,

¢imz je dikaz hotov.

Poznamka. Nerovnost 2d < h dostaneme v 1. feSeni pfimo
z nasledujici avahy: Je-li d vzdéalenost hran AB, C'D, vyska
C'X, trojahelniku A’B’C’ na stranu A’B’ mé velikost d
(dalsi dvé vysky jsou télesovymi vyskami daného Ctyfsténu),
a je-li naptf. |A'X;| < |B'Xi], je také (obr.38) |A'Y| <
< 2d a v pravouhlém trojihelniku A’B’Y je zfejmé vyska
z vrcholu A’ mensi nez odvésna A'Y .
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Cl

d
Al X4
Obr. 38

2.4 Nejvétsi nejasnosti se tykaly pojmu uzaviena lomend
¢ara. V pripadé sestitthelniku je na obr. 39 lomena cara, na
obr. 40 uzaviena lomena Cara, zatimco atvar na obr. 41 neni
lomené ¢ara. Ani Gtvar na obr.42 neni lomend céra, ale
jedna jeho podmnozina je uzaviend lomend ¢ara. Z obrazkid
je také patrno, Ze uzaviena lomena Cara nemusi spojovat

PN

vSechny vrcholy n-thelniku.

Obr. 39 Obr. 40

Obr. 41 Obr. 42
Protoze vétsina feSiteli ovlada terminologii teorie gra-
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fd, prfeformulujeme tlohu do pfirozenéjsi podoby. Nejprve
strucné uvedeme prislusné pojmy: strany a ahlopti¢ky kon-
vexniho n-thelniku se nazyvaji hrany aplného grafu o n
vrcholech; uzaviend lomend ¢ara slozend z hran grafu se
nazyva kruznice; souvisly graf bez kruznic se nazyva strom;
graf, jehoz kazda komponenta souvislosti je strom, se nazyva
les.

Uloha tedy zni: Pro kazdé k uréete maximalni n tak, ze
hrany uplného grafu o n vrcholech lze obarvit k& barvami
tak, Ze kazdy graf uréeny hranami stejné barvy je les.

Reseni. Nejprve dokdzeme jednoduché lemma.

LEMMA. Kazdy les o m vrcholech ma nejvyse m — 1 hran.

(Toto je notoricky zndmé tvrzeni a viceméné staéi odkaz
na literaturu. Vétsina pilbodovych ztrat je dusledkem chyb
v dikazu tohoto lemmatu.)

DUKAZ. Indukci podle m. Pro m = 1 tvrzeni zfejmé plati.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro néjaké m 2 1, a uva-
zujme les o m + 1 vrcholech. Kazdy les obsahuje vrchol
stupné mensiho nez 2 — v opacném pripadé uvazme cestu
vov1v3 . .. definovanou rekurzivné tak, ze wvi4q je vrchol
spojeny hranou s v; a rizny od vk_;. Protoze pocet vrcholu
Jje konecny, existuji indexy i < j tak, ze v; = v; a v;, vit1,

.., vj = v; je kruZnice.

Necht vy, 41 je tedy vrchol stupné mensiho nez 2. Graf
vznikly odstranénim tohoto vrcholu je les o m vrcholech
a podle indukéniho pfedpokladu ma nejvyse m — 1 hran,
uvazovany graf o m + 1 vrcholech ma nejvyse m —1+1 =
=m=(m+1)—1 hran.

Predpokladejme, ze pozadované obarveni existuje. Podle
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uvedeného lemmatu je kazdou barvou obarveno nejvyse
n — 1 hran, celkem tedy graf obsahuje nejvyse k(n — 1)
obarvenych hran. Protoze plny graf ma ('2‘) hran (a kazda

je obarvena), je

odkud plyne nerovnost

n < 2k.

Dokazeme matematickou indukci, Ze pro n = 2k pozado-
vané obarveni existuje. Pro k = 1 obarvime snadno jedinou
hranu barvou b,. Pfedpokladejme tedy, ze pro néjaké k 2 1
a graf s n = 2k vrcholy obarveni existuje, a uvazujme graf
s n = 2k+2 vrcholy. Vezméme jeho podgraf's vrcholy vy, .. .,
vor Obarveny k barvami tak, ze kazda barva indukuje les.
Uvazme dva nové vrcholy vak41, v2k+2 a hrany incidentni
s témito vrcholy obarvéme takto:

hranu ViVok 41 barvou b;, i€{l,2,...,k},
hranu  wvgyiver42  barvou b, 1 €{1,2,...,k},
hrany vg4ivok+1, vivogss, ¢ € {1,2,...,k}, a hranu
V2k4+1V2k+2 barvou bgy;.

Je snadné se presvédcit, ze v barvach by, .. ., by nevznikly

kruznice a podobné barva by4; indukuje strom.

Neéktefi resitelé na tento dilezity krok zapomnéli. Vétsi-
nou uvadéli konstrukce, ze kterych nebylo zcela patrno, ze
barvy jsou pouzity disjunktné.
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Jiné FeSeni. Dokazeme jen, Zze pro n = 2k pozadované
obarveni existuje.

Oznaéme A, A, ..., Ay vrcholy pravidelného 2k-thel-
niku a obarvéme jednou barvou lomenou ¢&aru
A1A2kA2A2k—1 ... A Ak41. Dalsi barvou obarvime lome-
nou caru, kterou dostaneme otocenim kolem stfedu daného
2n-thelniku o dhel £, atd.

Neni tézké se presvédiit, ze takto bude kazd4 strana &i
uhlopricka obarvena pravé jednou z k barev a Ze nevznikne
zadna jednobarevna uzaviena lomend cara.

2.5 Lezi-li vsechny body na jedné pfimce (vektory jsou
rovnobézné), zvolime za Ag krajni bod a neni co dokazovat.
V jiném pripadé usporadame vektory podle velikosti orien-
tovaného thlu, ktery sviraji s vektorem a;, ¢imz dostaneme
konvexni m-Ghelnik pro m < n, protoze dva po sobé jdouci
vektory musi svirat Ghel mensi nez 180°, jinak by soucet
vSech vektori nemohl byt nulovy.

V tomto konvexnim m-thelniku vyberme tfi vrcholy A,
B, C tak, aby obsah tohoto trojihelniku byl mezi vsemi ta-
kovymi trojihelniky maximalni. Je-li K LM trojihelnik ta-
kovy, ze AB, AC, BC jsou jeho stfedni pricky, pak vSechny
vrcholy m-thelniku lezi uvnitf trojihelniku K LM (obr.43),
jinak by ABC nebyl maximalni, a navic Zadny z vrcholi ne-
lezi uvnitf ABC. Odtud plyne, ze pokud vezmeme postupné
-vektory lezici mezi AB, potom mezi C'A a nakoniec mezi
BC, dosdhneme timto pfeusporadanim toho, ze vsechny bo-
dy lezi v trojihelniku ABM podobném trojihelniku ABC.
Aspon jeden jeho thel je nejvyse 60°, a volbou oznaceni Ag
pro tento vrchol Gspésné koncime.
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K

Obr. 43

2.6 Nejprve dokazme pomocné tvrzeni. Oznaéme fq(z) =
=z¢7%—(z+d)”? kde z, a, d > 0. Potom funkce f; je
klesajici. Skutecné, je

9(z)
1

e e
1
o= (1 gy

. . 1 . . o . . AL
piitom jak — tak i g(z) jsou klesajici a navic kladné. Avsak
z

soucin kladnych klesajicich funkci je opét klesajici funkce,
takze 1 fg je klesajici.
Nyni vlastni feseni tlohy. Oznacme

F(-’L’l, Z2,T3,T4, .’85) =
=(zat2s) ™+ (22t 23) "+ (21 +22)7" =
—(Z1+23) %= (x2+2a) % — (22+25)7

mame tedy dokazat, ze plati F(zq,zs,z3,24,25) > 0. Po-
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lozme na chvili d = z3 — z5 > 0. Potom

F(zy, 2,23, 4, 25) — F(22, 22, 23,24, 25) =
= ((z1 4 22)"% — (z1 + 23)™%) —
= ((m2+22)™ % = (22 4+ 23)™%) =
=((z1+22) "= (21 +22+d)"%) -
— (24 z2)™ " = (2 + 22 +d)™) =
= fa(z1 + z2) — fa(z2 + z2),

coz je ale podle pomocného tvrzeni kladné &islo (jelikoz
z) < z2); je tedy

F(Il,$2,$3,1‘4,135) > F(£2)£2)£3yx4)x5)'
Avsak

F(zy,z0,23,24,25) =
=(z4+25) "+ (z2+22)7 % -
— (T2t z4) " = (z2+25)"% =
= ((z2 +22)7* = (22 +25)7%) -
—((za+22)™% = (a4 25)7%) =
= fa(z2 + 22) — fa(za + 22),

kde h = z5 — 22 > 0, takze podle pomocného tvrzeni je
F(zy, 22,23, 24,25) > 0. Tim je dikaz hotov.

2.7 (M. Koneény). Na avod poznamenejme, ze tfi body
na asecce povazujeme za trojihelnik s nulovym obsahem —
jinak by tvrzeni Glohy neplatilo. Dokazme nejprve lemma.
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LEMMA. Lezi-li v rovnobézniku KLMN trojihelnik
XY Z, plati pro jejich obsahy nerovnost S(XYZ) <
< 1S(KLMN).

DUKAzZ. Oznalme z, y, z vzdalenosti bodi X, Y, Z od
pfimky K L; bez Gjmy na obecnosti lze pfedpokladat, ze
z < y £ z (obr.44). Bodem Y vedme rovnobézku s KL
a oznacme W jeji prusecik s pfimkou X Z. Potom

S(XYZ)=S(XYW) + S(ZYW) =
= WYy =)+ 3 WY - ) =

= % IWY|(z —2) < %IKLIv = %S(KLMN).

N - .UM A
,W//\/7 A

Obr. 44 Obr. 45

Nyni k samotné tloze. Dany trojihelnik rozdélme stfed-
nimi prickami na ¢tyri trojahelniky — nazvéme je Ty, T,
T», T3 podle obr.45. Pokud v Ty lezi nékteré tfi z danych
péti bodd, urcuji trojihelnik s obsahem nejvyse S(Tp) =
= i— a jsme hotovi. Lezi-li v Ty pravé dva z danych bodu,
lezi napt. v T} jeden ze zbyvajicich tii; diky tomu v rov-
nobézniku Ty U Ty lezi tfi z danych bodi a dle lemmatu
trojihelnik jimi uréeny ma obsah nejvyse £ S(Tpo UTy) =
= %. Pokud v Ty je pravé jeden dany bod, musi podle
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Dirichletova principu v nékterém T;, i € {1,2,3}, lezet
aspon dva ze Ctyf zbyvajicich — necht je to v Ti; pak opét
v rovnobézniku Ty UT) lezi tfi z danych bodi a trojahelnik
jimi urceny ma opét obsah nejvyse %.

Zbyva pripad, kdy v Tp neni zadny z danych bodu. Lezi-li
pak v nékterém z trojahelnika T3, T3, T3 aspon tfi dané
body, urcuji opét trojihelnik o obsahu nejvyse S(T;) = %
a jsme hotovi.

Staci tedy uz jen vysetfit pripad, kdy v Ty neni zadny
bod a ve zbylych tfech trojahelnicich 7T; jsou po fadé 2, 2
a 1 z danych bodi. Necht napf. v T3 jsou dva — nazvéme
je K, L (obr.46). Vedme bodem R rovnobézku p s pfimkou
K L; ta zfejmé mize rozetinat nejvyse jeden z trojihelnika
T1, T> — necht napf. nerozetind T;. V T} lezi aspon jeden
z danych bodi — oznac¢me ho M. Potom ale M lezi v pasu
mezi rovnobézkami p a K L, a jeho vzdalenost od K L je tedy
nejvyse rovna vzdalenosti bodu R od pfimky K L. Proto

S(KLM) < S(KLR).
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Ale podle lemmatu S(KLR) < 1S(T5 UTy) = 5. Tim je
dikaz hotov.

3.1 Soucet n za sebou jdoucich éisel zacinajicich p je
n(n—1
p+(p+1)+...+(p+n—1)=np+—(-——)=

2
_n(n+2p-1) )

B 2
takze soucet 1990 za sebou jdoucich ¢isel je

995(1 989 + 2p). (2)

Hledané cislo C je proto tohoto tvaru.

Podle (1) pro kazdou dvojici A, B, A < B, délitelu &isla
2C = AB (vyjma dvojice 1, 2C) existuje rozklad na pfislus-
ny pocet scitanct, kterych je A anebo %A podle parity A
(a obracené). Proto 2C musi mit 2(1990+ 1) déliteld (z (2)
vime, ze C je liché).

Je-li D = pi‘pg’ ...pir rozklad &isla D na prvoéinitele,
je pocet jeho déliteld (i3 + 1)(32 + 2)...(in + 1). Protoze
2-1991 =2-11-181, m4 &islo 2C tfi prvocinitele a ty musi
mit exponenty 1, 10, 180.

Z (2) vidime, Ze C je liché a ma délitele 5 a 199, protoze
995 = 5 - 199. Proto exponent u 2 v ¢isle 2C je 1 a pro C
zistavaji moznosti C; = 510199180 5 ¢, = 5180. 19910,

3.2 Nejprve dokazeme lemma.

LEMMA. Jestlize v trojihelniku ABC plati « > f, pak
bod H¢ lezi na polopfimce VoA a bod T¢ na polopfimce
Ve B.
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DUKAZ. Jestlize a < 90°, pak

oty

|SHcCA| = 90° —a < 90° — 2 = % = |qVeCA|.

Tedy Hc lezi na polopfimce VoA (pro a 2 90° je to
ziejmé). Oznaéme A’ bod soumérny s vrcholem A podle
pifimky CVe. Bod A’ lezi uvniti Gse¢ky BC. Trojuhelniky
AVeC a A’V C maji stejny obsah, ktery je mensi nez obsah
trojihelniku Ve BC'. Je tedy |AVe| < |Ve B| a odtud plyne,
ze Tc lezi na polopiimce V¢ B.

Bez (jmy na obecnosti predpokladejme, ze plati a« > 3 >
> 7. Necht trojuhelnik ABC je ostrouhly, tedy a < 90°
(obr.47). Z lemmatu plyne, ze bod H (stejné jako Hc) lezi
v poloroviné CVc A a bod H (stejné jako H ) lezi v polo-
roviné AV, B. Bod H tedy lezi uvnitf trojihelniku AV V.
Podobné z lemmatu plyne, ze bod T lezi v trojihelniku
VVaC. Uhel TV H je tedy vétsi nez tthel CV A. A protoze

[2CVA| = 180° —%—%:9o°+

B
2 )

je thel TV H tupy.

Nyni pfedpokladejme, Ze trojihelnik ABC' je tupouhly
nebo pravothly, tedy a 2 90°. Oznaéme S priseéik Gsecky
CTc s Gseckou AH,. Z lemmatu vyplyva, ze bod V lezi
v trojuhelniku T'SA (obr.48). Plati tedy

|ATVH|>|ATSH| = |ACSA| > |ACHA| = 90°.

Opét jsme dokazali, ze Ghel TV H je tupy.
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C
Ta
T
Va VAH A
H4
S
A/
A He'le B A Vele B
Obr. 47 Obr. 48

Jiné FeSeni. Oznacme O stfed kruznice opsané trojihel-
niku ABC a FE stfed Gsecky OH. Z vlastnosti vyznacnych
bodl trojihelniku plyne, ze je OH = 30T, pficemz po-
dle Eulerova vzorce (viz napf. Ulohy MMO, str. 83, nebo
SMM, sv. 57 Nerovnosti v trojihelniku) plati |OV{|? = R?—
—2rR, kde r a R jsou poloméry kruznice vepsané a opsané,
a |VE| = $R — r. Odtud plyne, ze

VH=2VE-VO, VT= M,
takze
VH~VT:%(4VE-VE—VO-VO):—%r(R—2T)<0.

Proto je cos |ITVH| < 0 a Ghel TV H je tupy.

3.3 Pii prekladu této alohy z anglického originalu doslo
bohuzel k chybé. Misto ,,soucet druhych mocnin ¢islic“ mélo
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byt ,,druhd mocnina souctu €islic“. Tim se stfedné obtizna
tloha zménila v problém, jehoz korektni matematické feseni
nikdo nenalezl.

Vétsina FesitelG si pomohla programem na poéitadi,
coz jaksi do matematického seminafe nepatii (bilou vra-
nou byl A. Kubéna, ktery vse spocital ru¢né). Tém, ktefi
pouzitim vypocetni techniky opovrhuji, prozrazujeme, ze
f1991(219%°) = 16.

3.4 (Z. Pezlar). Jestlize tfi body roviny X, Y, Z nelezi
v pfimce, pak kazdy bod T roviny lze psat ve tvaru

3
T=aX+Y +asZ, Y ai=1,
i=1
a podobné kazdy bod T pfimky XY lze vyjadiit jako
2
T=a1X + asy, Za,- =1.
i=1

Nyni k vlastnimu feSeni. Oznacme prisecik pfimky CV
se stranou AB jako X. Je zndmo (a lze to dokdzat pomoci
podobnosti trojihelnikii anebo jednoduchym pouzitim si-
nové véty), ze

|AX| |AC| _ k
|[BX|  |BC| a
(viz napf. H. J. Bartsch, Matematické vzorce, SNTL, Praha,
1983, s. 311).

Protoze
V=pC+(1-pX a (a+b)X =aA+bB,

166



je
V=a1A+ asB + a3C, t]. — =

Podobné dostaneme, ze

a9 é

)

a3 c

tedy
(a+b+c)V=aA+bB+cC.

Zvolme pro zjednoduseni pocatek soustavy soufadné

v bodé A, tedy

(a+b+c)V=0bB+cC.

Ziejmé By = 3C, Cy = 1B, a pro jistd k al je By = kC,
Cy = IB, tj. |AB2| = kb, |AC3| = lc. Protoze By € C1V, je

By = ICV-{-(I —K)Cl

a podobné
Cy = AV + (1 - /\)Bl

Po dosazeni vyjde

K 1—«
A 1-2A

IB= —— -
B=—5——(bB+cC)+ —=C,

odkud porovnanim koeficienti dostaneme

a+b+e a+b+c
= —, A= — ———
a—b+ec a+b—c
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c b

T a—-b+ec’ T a+b-—c

Pro zminéné obsahy plati
| 1 .
Sapc = 3 besin a, SaB,c, = 5 bkclsin a.

Oba obsahy se zfejmé rovnaji, pravé kdyz kl = 1, neboli

c _a+b-c
a—b+c b
be = a® — (b—c)?,

b2 + ¢ — be = a2

) .

Ale podle kosinové véty

b2 + ¢? — 2bccosa = a?,

takze cosa = % aa=%.

Z postupu je ziejmé, ze Sapc = Sap,c, pravé tehdy,
Jestlize o = 3.

3.5 Nejprve ukazeme, Ze pocet trojihelnikd se dvéma
dobrymi stranami je vidy sudy. Sestrojme graf, jehoz uz-
ly odpovidaji trojuhelnikim rozkladu, pficemz dva uzly
spojime hranou, pravé kdyz pfislusné trojahelniky sdileji
Spatnou stranu. Podle pfedpokladu b) je stupei uzlu roven
poctu Spatnych stran ptislusného trojahelniku, takze vsech-
ny uzly maji stupen 1 nebo 2. Vysledny graf je disjunktni
sjednoceni kruznic a cest, pficemz kazda cesta ma dva uz-
ly stupné 1, odpovidajici dvéma trojihelnikiim se dvéma
dobrymi stranami (podle A. Kubény).

168



Nyni ukéazeme, Ze vySe uvedeny graf obsahuje alespon
jednu cestu (elegantni dikaz je vyptjcen od J. Mensika).

Predpokladejme naopak, ze kazdy trojahelnik obsahuje
pravé jednu dobrou stranu. V takovém pfipadé mizeme
sestrojit lomenou ¢aru L, kterd spojuje stfedy ,,Spatnych
stran, a sklada se tedy ze stfednich pricek trojuhelniki
rovnobéznych s jejich dobrymi stranami. Pro ¢aru L plati
nasledujici tvrzeni (dokaZte si je sami):

(1) Kazda tsecka ¢ary L nalezi pfimce ¢ = j + % nebo y =
=k+ % pro néjaké celé j, 0 £ j < m — 1, & celé k,
0Sk<n-1.

(2) Céra L se sklada z neprotinajicich se cykld, které odpo-
vidajf cyklim v grafu z prvni ¢asti feSeni.

(3) Uvnitf kazdého ¢tverce 1 x 1 ma L délku 1 a nabyva
jednoho z téchto Sesti tvardt BO A M HAGE.

(4) Celkova délka Eary je mn, tedy licha.

(5) Délka kazdého cyklu éary L je suda. [K dikazu pouzij-
te napft. Sachovnicové obarveni ctvercu, kazdy uzavieny
cyklus prochazi stejnym poctem bilych a ¢ernych ctver-
ci.]

Tvrzeni tlohy plyne z (4) a (5).

Na zavér si ukazme protipiiklad pii vy-
kladu poymu ,,dobra strana“ = strana lezici
na pfimce z = j, resp. y = k a navic takova,
ze prislusné vyska je 1 — v takovém pFipa-
dé je ovéem pojem Spatné strany zavisly
na konkrétnim trojihelniku. (Kazda Spatna strana nalezi
dvéma trojahelnikim, ale v druhém trojihelniku nemusi
byt nutné Spatna.)
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3.6 Bez 0jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze hra-
na daného ¢tyfsténu ABC D ma délku 1; jeho télesova vyska
je pak h = \/g a objem V = 115\/5 Oznacme ah, bh, ch,
dh vzdélenosti bodu P od stén &tyfsténu ABCD (ah je
vzdalenost od stény naproti vrcholu A atd.). Jak zndmo,
platia+ b+ c+d = 1, coz plyne z toho, Ze objem CtyFsté-
nu ABCD je souttem objemu ¢étyfsténa PBCD, PACD,
PABD, PABC, neboli

1 1 1 1 1
ghS_gahS+gth+gchS+gth,

kde S je plocha (kter k- liv) stény daného Ctyfsténu.

Obr. 49

Ctrnact ¢asti, na néz je rozlozen ABC D (obr. 49), 1ze roz-
délit do t¥{ skupin. Za prvé jsou mezi nimi ¢tyfi pravidelné
CtyTstény se spoleénym vrcholem P a podstavami lezicimi
po fadé ve sténdch BCD, ACD, ABD, ABC'. Jejich télesové
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vysky jsou po fadé ah, bh, ch, dh; délky jejich hran jsou tedy
po fadé a, b, ¢, d a soucet jejich objemu je roven
Via® + b +c + d°).
Za druhé jsou mezi nimi ¢tyfi rovnobéznostény — kazdy
z nich m4 jeden vrchol v nékterém z bodu A, B, C, D, zatim-
co protéjsim vrcholem je P. VSsimnéme si napf. rovnobéz-
nosténu s vrcholem v A. Jeho stény jsou rovnobézniky, které
maji u vrcholu A a P thel 60°, druhé dva thly 120°. Své
tf1 hrany, vychazejici z vrcholu P, ma tento rovnobéznostén
spolecné se tfemi ze Ctyt pravidelnych Ctyfsténd z predeslé
skupiny (nakreslete si obréazek!); délky téchto hran jsou
tedy b, ¢, d. Odtud snadno nahlédneme, Ze objem tohoto
rovnobéznosténu je
V3 2. V2
—bc -y/=d=—1bed =6V - bcd.
2 Vit ‘
Podobnou Gvahu lze provést i pro ostatni tfi rovnobéznos-
tény. Do treti skupiny patii zbyvajicich 8 ¢asti, které nés
zajimaji. Soucet jejich objemt musi byt tedy roven
v(P) = V=V (a®+b3+c>+d®) -6V (becd+acd + abd+abc).
Tento vzorec upravime (dvojim) pouzitim vztahu a + b +
+c+d=1,
v(P)=V ((a+b+c+d)P®—(a®+b*>+3+d°) -
— 6(bed + acd + abd + abc)) =
=V3(a’(b+c+d)+b*(a+c+d)+
+c2a+b+d)+d*(a+b+c)) =
=3V (a*(1 —a) +b*(1 - b) +
+ c3(1 —¢) + d*(1 - d)). (1)

171



Protoze a?(1—a) = —a(a’—a+§)+ta=—a(a-})?+1a
a podobné vztahy platii pro b, ¢, d, 1ze posledni vyraz déle
upravit na

o(P) = 3V (—a (a-—%)z-—b(b_%>2_
Sy ey

Odtud je ihned vidét, ze v(P) £ 3V. Protoze P leii uvnitr
Ctyfsténu ABCD, jsou a, b, ¢, d kladna cisla, takze rovnost
by mohla nastat pouze pro a = b = ¢ = d = }; to viak neni

mozné (a + b + ¢ + d = 1). Nerovnost tedy plati dokonce
ostfe. Zaroven ziejmé v(P) > 0, takZe celkem

0<v(P)<%V

pro vSechny vnitini body P ctyfsténu ABCD.

UkéazZeme, Ze vSechny hodnoty v tomto intervalu se naby-
vaji. Blizi-li se bod P vrcholu A,jea — 1,b,¢,d — 0 a podle
(2) tedy v(P) — 0. Blizi-li se P ke stfedu T hrany CD, je
a,b—0,c,d— 1, atak podle (2) v(P) — 2V. Probiha-li
bod P vsechny vnitini body asecky AT, probéhne v(P) cely
interval (0, 2V'). Hledanym oborem hodnot funkce v(P) je
tedy interval (0,3V).

Jiné FeSeni (V. Glasnék). Funkce f(z) = z(1 — z) je
konkavni na R; podle Jensenovy nerovnosti proto plati

4 4
;mif(xi) § f(gmi-'ci);
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pokud m;, i = 1, 2, 3, 4, jsou nezaporna Cisla se souc¢tem 1.
Pro m; = 21 = a, my = 9 = b, atd. dostavame

a?(1—a)+b*(1-b)+ (1 -c)+d*(1-d) £
<@ 4P 4P+ S T

protoze f(z) = z(1—z) = § — (z — )* £ § pro libovolné
z € R. Dosazenim do (1) dostavame

3
WP S5

a dalsi postup je jiz stejny.
3.7 Oznalme n celé nezaporné &islo, pro které plati
10% ST <= 1077

a ozna¢me M mnozinu vsech celych nezapornych Ccisel, je-
jichz zapis v desitkové soustavé ma nejvyse n cifer a obsa-
huje pouze cislice 0 a 1. Pocet prvki mnoziny M je 2.
Je-li 2" < k, plati 24 < k* < 107+ tedy 16 < 10"+,
odkud postupné plyne 1,6 < 10, n < 4, k* < 10%, k < 18,
a nasobek 1-k lze zapsat dokonce pomoci nejvyse dvou cifer.
Je-li 2" > k, existuji podle Dirichletova principu ¢éisla z,
y € M, z > y, kterd davaji stejny zbytek pii déleni islem k.
Cislo z — y je tedy kladné, délitelné k a mensi nez 10F <
< k*. Avsak z obvyklého algoritmu pro odéitani plyne, Ze
dekadicky zapis tohoto ¢isla mize obsahovat pouze cifry 0,
1, 8, 9: rozdily pfi od&itani dvou cifer budou bud' 1-0, 1-1,
0-0,10—1 (bez ,pfenosu®), anebo 1 — 1,10 — 1, 11 — 2,
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10—2 (pfi pfenosu jednotky z predeslého sloupce). Uvedeny
rozdil z — y tedy spliuje vSechny podminky ze zadani, ¢imz
je dikaz hotov.

4.1 (podle M. Volaufa). Pouzijeme dilezité LEMMA: Je-Ii
K konvexni mnoZina a P bod, ktery do ni nepatri, pak exis-
tuje pfimka prochazejici bodem P takova, ze K lezi v jedné
poloroviné uréené primkou p.

Je-li K konvexni mnohothelnik, je dikaz této vlastnosti
ziejmy: Zvolime libovolny bod @ uvnitf K a sestrojime
pruseéik T" Gsecky PQ s hranici K (ten musi byt jediny). Za
hledanou pfimku mizeme pak volit prodlouzeni té strany K,
které nalezi bod T' (je-li T' vrcholem K, miZeme si libovolné
vybrat ze dvou moznych stran).

Uzitim uvedeného lemmatu pro body R; = [1,0], R =
= [0,1], R3 = [-1,0], R4 = [0,—1] dostaneme po Fadé
ctyt1 pfimky p1, p2, p3, pa, které ohranicuji konvexni Gtvar
obsahujici K ve svém vnittku.

Predpokladejme, ze néktera z primek p; protina jednu
z os wvnitt intervalu (—1, 1) (obr. 50). Pak jedna z ¢asti KN
N Q; je obsazena v trojihelniku o obsahu nejvyse %, tedy
S(K)§4~%:2<4.

Neni-li tomu tak, omezuji pfimky p1, p2, p3, p4 konvexni
ctyrahelnik, ktery ma v kazdém kvadrantu jeden vrchol.
Soucet vnitFnich ahlua je 360°, existuje tedy alespon jeden
thel o velikosti nejméné 90°. Pokud p¥islusny vrchol A lezi
napf. v Q (obr.51), pak lezi uvnitf Thaletovy kruznice nad
primérem R;R,, anebo na ni. Obsah trojihelniku R3 ARs
je nejvétsi, je-li A = [1,1]. Cely ctyFahelnik ORy AR, pak
ma4 obsah 1. Je'tedy S(KN Q1) £ 1, pfitom je ovSem jasné,
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0\ 0 Rl\
p2

Obr. 50 Obr. 51

ze nemiize byt S(Q;) = 1 pro vsechna i = 1, 2, 3, 4. Proto
S(K) < 4.

Jiny postup: Pro ¢tyfihelnik ABCD omezeny piimkami
pi dokdzeme (obr. 52):

B, A,

T2 e
y T 41,
Az v, Uy B,
B, | A

Ay B4

Obr. 52

Bod A lezi bud v oblasti By, nebo A,. Je-li napf. v Ay, pak
B € A3,C € Ay, D € A;. Obsah ¢tyFahelniku ABC D vznik-
ne z obsahu ¢tverce Ry Ry R3R4 odeétenim obsahi trojthel-
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nikd Ty, To, T3, T4 a pfi¢tenim obsahi U;, Uy, Us, Uy. Ukaze
se, Ze pro jejich obsahy plati S(U;) < S(Ti41) (Ts = Ty),
a proto obsah ABCD je mensi nez obsah Ry Ry R3Ra, tj. je
mensi nez 4.

4.2 (a) Pfedpokladejme, ze nékteré dva z bodi A;, Bi,
C1, D, splynou — necht napt. A; = B;. Pak oviem bod A
lezi na kruznici opsané trojihelniku BCD, tj. body A, B,
C, D lezi na jedné kruznici, a proto A; = B; = C; = D;.
Podobné lze postupovat i v pfipadé, ze splynou nékteré jiné
dva z bodd A;, B, Cy, D;. Tim je dokdzana prvni ¢ast
tvrzeni. Nadale budeme pfedpokladat, ze body A;, By, Cy,
D, jsou navzajem rizné.

Dokazme nyni, ze body A;, C; lezi v opaénych polorovi-
nach uréenych pfimkou B; D;. Rozlisime dva ptipady:

1. |XBAD| + |4BCD| < r. Protoze &tyrahelnik ABC D
je konvexni, takze body A a C' lezi v opaénych polorovi-
néach uréenych primkou BD, plyne odtud, ze bod C lezi
vné kruznice opsané trojuhelniku ABD, takze |C1C| >
> |C1A|. Podobné A lezi vné kruznice opsané trojihel-
niku BCD, takie |A;C| < |A14A|. Body A; a C; musi
proto lezet v opacnych polorovinach uréenych osou o4¢
pfimky AC.

2. |ABAD|+ |<xBCD| > n. Nyni bod C lezi uvnitr kruz-
nice opsané trojiuhelniku ABD a A lezi uvnitf kruznice
opsané trojihelniku BC'D. Odtud plyne |C;C| < |C1A]|
a|A;C| > |A; A|, takze body A, C} opét lezi v opaénych
polorovinach urcenych osou o4¢.

(Pro |XBAD| + |ABCD| = = je &tyfahelnik ABCD
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tétivovy a Ay = B; = C; = Dy; tento pfipad jsme vsak
vyloudili.)

Ze zadani plyne, ze By a D lezi na oa¢. Je tedy oa¢c =
= B;1D; a dikaz je hotov. Podobné lze ukazat, ze body B
a Dy lezi v opacnych polorovinach urcenych primkou A;C}.

(b) Pokud body Ay, By, Cy, D; splynou, je tvrzeni
trividlni; muzeme proto predpokladat, ze jsou navzajem
rizné, a tvori tedy — podle ¢asti (a) — konvexni ¢tyf-
thelnik. Z konstrukce plyne, ze A;B; je osa strany C'D,
proto A1B; L CD. Ze stejného divodu je CyD; L
L AlBl, tedy CcD || CzDz. Podobné AB “ Ang, BC ||
|| B2C2, DA || DyAs. Protoze By D, je osa Ghlopricky AC
a AzCy je osa uhlopficky BiDy, je rovnéz AC || A2Cs;
stejné tak BD || B2D,. Odtud jiz plyne, ze étyfihelniky
ABCD a Ay B,C3 D4 jsou podobné. (Skuteéné, oznacime-li
napt. S, Sy pruseciky uhlopricek ¢tyfahelniki ABC D, resp.
Ay ByC9 Dy, pak z téchto rovnobéznosti plyne

AABS ~ AA3B2Sy, ABCS ~ AByCS,,
ACDS ~ ACyD2Sy, ADAS ~ ADyA32S,,

a tedy 1 ABCD ~ AszCng.)

4.3 Pro a = 1 plati rovnost. Pro 0 < a < 1 vyuzijeme
Bernoulliho nerovnost

(1+z)" <1+ b, (1)

kterad plati proz 21,0 < b < 1.
Rozebereme dva pfipady. Necht nejdiive 0 < s < 1.
Polozme v (1) = s—1 (plati tedy z > —1) anecht b = 1—a
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(takze 0 < b < 1). Dostaneme tak nerovnost
s <1+b(s—1)
a odtud mame
(1+b)s® < (1+b)(1+b(s—1)) = 1+bs+b*(s—1) < 1+bs,
protoze s < 1. Vynasobime-li tuto nerovnost s®, dostaneme
(je s%s® = )
s* +bs't% > (14 b)s, (2)
znovu vyuzijeme Bernoulliho nerovnost (1) pro z = s
(14 s)" <1+ bs,
odkud podle (2) plyne
1—s > 1 _ 1—s _
= 14bs 1-s
5%+ bs'te — (14 b)s
(1+4bs)-(1—y9)
Z posledni nerovnosti po dosazeni 1 — a za b dostavame
_ 1—s® .. (148 1-s°
1 ’ Gil
(1+5) 1= 1+s 1-s
coz jsme chtéli dokazat.

—b
(1+s)" — T

> 0.

b

: > . . 1 .
Uvazujme ted s > 1. Zavedeme substituci s = B (Je 0 <

<t < 1) a mizeme vyuzit uz dokdzanou nerovnost z prvni
casti. Je tedy

l—s“__l—t“‘__tl__a 1—t“<
1-s  1-1 7 1-t
<tl_a.(1+t)“_(1+%)“_(1+8)“
1+t 141 7 14s

t
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Tim je dikaz aplny.

Uvedené feSeni nevyuziva vibec predpokladu, ze a je
raciondlni ¢islo (nerovnost samoziejmé plati pro libovolné
redlné a, 0 < a £ 1).

Jiné reSeni. Pfredpokladejme, ze a je racionalni ¢islo, tedy
k . P <
a = —, kde 0 < k < n jsou celd ¢isla, a polozme s = t" pro
n

t > 0. Mame dokéazat nerovnost

1—t5  14t+... +tk1 k_
_1+t+...+ <141t 1’
1—t"  14t4...+tr-1 =

coz je ekvivalentni nerovnosti
A4t+.. +tF A4 F < (A 4t4.. . +7 7 (3)

Tato nerovnost zfejmé plati pro k = n. Staci tedy dokazat,
ze leva strana nerovnosti (3) je rostouci funkei &, neboli ze
pro 0 < k < n plati

k n
1+t"<( L+t+...+t ) = @

SA\l4t+... k-1

Protoze A > 1, je ale

A" —t" = (A-t)(A" T+ A4 4 2

2(A-t)(1+t+...+t" )=

1
= (I4+t+... +t"H>1
14+t+...+tk-1 e )>1,

coz dava nerovnost (4).
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4.4 Prinik dané roviny g s kuzelem tvori podle véty Qué-
teletovy-Dandelinovy!) elipsu. Ozna¢me a, b délky jejich
poloos, S jeji stied, v = |PO| vysku daného kuzele a r =
= |PA| polomér jeho podstavy (obr.53). Objem kuzele pak
je

V = Znriy,

3

zatimco objem Césti, kterd obsahuje jeho vrchol O, bude
1
V' = —rabv’,
37a

kde v’ je vzdalenost vrcholu O od roviny g, tj. vzdalenost
O od primky AC.

P
Obr. 53 Obr. 54

1) Kolektiv: Aplikovand matematika. Praha, SNTL 1977, str. 963.
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Z podobnosti trojihelniki ABD ~ COD plyne
|AD| = 2|CD|,

takze 1 1
a = |AS| = 5 |AD| = 5 IACI

Oznafme n rovinu rovnobéznou s podstavou kuzele, jez
obsahuje vedlejsf osu elipsy EF. Protoze |AS| = $|AC|, lez
tato rovina ve tfetiné vysky kuzele, a jeji prinik s plastém
kuzele je tedy tvofen kruZnici o poloméru —g-r (obr. 54).
Z podobnosti ARST ~ ARAP plyne, ze |ST| = 3r. Odtud

Zbyva vypoéitat v'; ze vzorce pro obsah trojuhelniku OAC

vsak plyne
|OC|-v =2S(0AC) = |AC| -V,

takze
rv

'UI

Celkem tedy dostavame

1
V= gnabv’ = -;-n . % |AC| -

a proto
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1 1. . R ' ,
Protoze —= < —, je V'’ objem mensi ¢asti kuzele, a hledany

3V3 2

pomér je tedy roven L
3v3

4.5 Pripomenme, ze posloupnost uzlia vg, vy, ..., v, se
nazyva eulerovsky tah, pokud v;v;y, je hrana pro kazdé i =
=0,1,..., n—1 a pokud kazdd hrana grafu se v tahu
vyskytne pravé jednou (uzly se mohou na tahu opakovat).
Tah je uzavrieny, pokud vy = v, . Znadma Eulerova véta pravi,
ze v souvislém grafu existuje uzavreny eulerovsky tah, pravé
kdyz vSsechny uzly maji sudy stupen, a existuje neuzavieny
tah, pravé kdyz pravé dva uzly maji lichy stupen. (Dikaz
lIze provést indukci podle poctu hran nebo nalézt v kazdé
zékladni ucebnici teorie grafi.)

Uvédomme si, ze pro spravné vyrfeSeni tlohy je tfeba
dokazat implikace
(1) (p=2vg=2Vr=2)& D,
(2) (alespon 2 &isla suda) < D,
(3) (alespon 2 &islalichdap#2,¢q#2,r #2Apegr#1) &

& N

a také
(4) (p=2vqg=2Vr=2)& N,
(5) (alespon 2 ¢isla sudd) ¢ —N,
(6) (alespon 2 ¢&islalichdap#2,¢+#2,r#2) & D,
kde jsme pro struc¢nost jako D oznacili vyrok , kvadr lze slo-
71t tak, ze koncové krychlicky se dotykaji“, a jako N vyrok
»kvadr lze slozit tak, ze koncové krychlicky se nedotykaji“,
a — znaci negaci.

Umistéme kvadr p x ¢ x r v souradné soustavé tak, aby
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vrcholy jednotkovych krychli¢ek byly mrizové body a vrcho-
ly kvadru mély soutadnice (0,0,0), (p,0,0), ..., (p,q,7).
Uvazme nyni ctyrfi grafy:

Gisuzly {(2,9,2):0S2<p0Sy<q 028
<r,(z=y=2=0(mod 2))V(z=y=z=1 (mod 2))},
Gy suzly {(2,9,2):0 L2 <p0<y<q 0528
<Sr(z=1(mod2)Ay =2 =0(mod2)V(z=0
(mod 2)Ay=z=1 (mod 2))},

Gssuzly {(2,5,2):0 Sz <p0Sy<q 028
<Sr(z=2z=0(mod2)Ay=1(mod2)V(z=z=1
(mod 2) Ay =0 (mod 2))},

Gy s uzly {(2,4,2):0 S 2 < p0Sy<q 0828
Sr(z=y=0(mod2)Az=1(mod2)V(z=y=1

(mod 2) Az =0 (mod 2))}.

Pro kazdy graf G; plati, ze (z,y,2) a (z',y,z") jsou
spojeny hranou, pravé kdyz zéroven |t —2'| = 1, [y—y'| =1
alz—2'|=1.

FAKT 1. Hrany grafi G;, i = 1, 2, 3, 4, odpovidaji
télesovym uhloprickam jednotkovych krychlicek, a proto
Ize-1i alespon jeden z grafi G; nakreslit jednim (uzavre-
nym) tahem, lze kvadr slozit (tak, Ze se koncové krychlicky
dotykayji). '

FAKT 2. Lze-lIi kvadr slozit, pak nit provlecena krychlicka-
mi vytvori eulerovsky tah pro jeden z grafi G;. Tento fakt je
treba dokazat, a to jednak, ze vSechny ¢asti nité patri témuz
G; (indukci dle nité), jednak, Ze cely graf G; je nakreslen
(kazda hrana G; patfi krychlice, a kazda krychlicka ma
Jedinou télesovou thlopricku, jez tvori hranu Gj;).

FAkT 3. Proi = 1, 2, 3, 4 ma kazdy uzel grafu G; su-
dy stupen, s vyjimkou (pfipadné) vrcholi kvadru. (Vnitfni
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vrcholy kvddru maji stupen 8, vnitfni vrcholy stén stupen
4 a vrcholy lezici na hranach stupen 2.)

FAKT 4. Graf G; Ize nakreslit jednim (resp. jednim uza-
vienym) tahem, pravé kdyz nejvyse dva vrcholy kvéddru jsou
(resp. zddny jeho vrchol neni) vrcholem G;. (Uvédomte si,
ze kazdy G; je souvisly a pouZijte Eulerovu vétu.)

DUKAZ IMPLIKACE (2). Bez Gjmy na obecnosti mizeme
predpokladat, ze p = ¢ = 0 (mod 2). Potom zadny vrchol
kvadru neni vrcholem grafu G, dle faktu 4 lze G5 nakreslit
uzavienym tahem a dle faktu 1 plati D.

DUKAZ IMPLIKACE (3). Bez Gjmy na obecnosti miiZzeme
predpokladat, ze p = ¢ = 1 (mod 2). Potom graf G; ma
pravé.dva uzly kvadru, a to [0,0,0], [p, ¢, 7], pokud 7 je liché,
a [0,0,0], [0,0,7], pokud 7 je sudé. Kvadr tedy slozit lze,
navic prvni krychlicka obsahuje vrchol [0,0,0] a posledni
bud vrchol [p, ¢, 7], nebo [0,0, r], takze se nedotykaji, nebot
pgr#lap#2,q#2,r#2.

DUKAZ IMPLIKACE (1). Bez Gjmy na obecnosti mizeme
predpokladat, ze p = 2; vzhledem k (2) staéi implikaci
dokdzat pro ¢ = r = 1 (mod 2). Pak ale G; obsahuje
pouze dva vrcholy kvadru, a to [0,0, 0], [2,0, 0], podle faktu
4 a faktu 1 kvadr slozit lze, a navic koncové krychlicky se
dotykaji sténou s vrcholy [1,0,0], [1,1,0], [1,1,1], [1,0, 1].

DUKAZ IMPLIKACE (5). Bez Gjmy na obecnosti muze-
me predpoklddat, ze p = ¢ = 0 (mod 2). Pak G a G3
neobsahuji zadny vrchol kvadru, takze je nelze nakreslit
neuzavienym eulerovskym tahem, a proto v kazdém slozeni
kvadru podle G ¢ G3 se koncové krychlicky dotykaji.

Graf (i obsahuje naopak aspon 4 vrcholy kvadru
([0,0,0], [p,0,0], [0,q,0], [p,q,0]), takze neni eulerovsky.
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Podobné G4 neni eulerovsky pro r liché, zatimco pro r sudé
mé viechny stupné sudé, tudiz nejde nakreslit neuzavienym
tahem.

DUKAZ IMPLIKACE (4). Bez Gjmy na obecnosti mizZeme
predpokladat, ze p = 2, a vzhledem k (5) necht p = r =
= 1 (mod 2). Pak kazdy z grafi G; obsahuje dva vrcholy
kvadru, vzdy vrcholy o vzdélenosti 2, které ve slozeném
kvadru odpovidaji dotykajicim se koncovym krychlickdm.

DUKAZ IMPLIKACE (6). Bez Gjmy na obecnosti mize-
me pfedpokladat, ze p = ¢ = 1 (mod 2). Potom kazdy
z grafi G; obsahuje pravé dva vrcholy kvadru (pro r liché
jsou to protéjsi vrcholy, pro r sudé vrcholy spojené hranou
délky r) a ve slozeni kvadru podle G; se koncové krychlicky
nedotykaji.

Vsimnéte si zajimavé vlastnosti reseni. Pro kazdou trojici
parametri (p, q,r) plati bud D, nebo N, ale nikdy D i N
soucasné. Na tom je zaloZeno nasledujici feseni:

Jiné Feseni. Pouzijeme konstrukci grafi G;, 7 =1, 2, 3, 4,
fakta 1-4 a navic nasledujici fakt.

FAKT 5. Kazdy kvadr Ize slozit.

DUKAZ. Kvadr ma 8 vrcholi, kazdy z nich nélezi pravé
jednomu z grafi Gy, ..., G4. Proto aspon jeden z téchto
grafi obsahuje nejvyse dva vrcholy kvadru, a tedy jej lze
nakreslit jednim tahem. Podle tohoto tahu pak lze kvadr
slozit (netvrdime nic o dotykani koncovych krychlicek).

DUKAZ IMPLIKACE (6). Bez (ijmy na obecnosti miZeme
predpokladat, ze p = 0 (mod 2), a tedy i p > 2. Pfedpo-
kladeyme, ze kvadr je slozen tak, ze koncové krychlicky se
dotykaji. Uvazme rovinu ¢ = {(z,y,2z): 2 = t},0 <t <
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< p, t & Z, ktera neprotind zadnou koncovou krychlicku.
Obé krychlicky pak lezi ve stejném poloprostoru uréeném
rovinou p, takze nit ma s g sudy pocet pruseciki. Vrstva,
kterou prochézi rovina g, mé vsak ¢gr = 1 (mod 2) krychli-
Cek a uvnitf kazdé z nich pravé jeden prisecik nité s p. To
je spor.

DUKAZ IMPLIKACE (5). Jestlize lze kvadr slozit tak, ze
koncové krychlicky se nedotykaji, pak existuje vrstva, kterd
tyto krychlicky oddéluje. Je-li g rovina rovnobézna s touto
vrstvou, jez prochazi jejim stfedem, ma nit s g lichy pocet
priseciki, proto ma tato vrstva lichy pocet krychlicek, takze
alespon dva rozméry kvadru jsou liché.

DUKAZ IMPLIKACE (4). Bez Gjmy na obecnosti mizeme
predpokladat, ze p = 2, a vzhledem k (5) miZeme pfedpo-
klddat, ze ¢ = r = 1 (mod 2). Predpokladejme, ze kvadr
lze slozit tak, ze koncové krychlicky se nedotykaji. Opét
existuje vrstva, kterd tyto krychlicky oddéluje (viz pfed-
chozi odstavec). Protoze p = 2, je tato rovina rovnobézna
s hranou délky p, a tudiz obsahuje pq (resp. pr) = 0 (mod 2)
krychlicek; to je spor.

DUkAz IMPLIKACI (1)—(3) nyni plyne pfimo z (4)-(6)
a faktu 5.

4.6 (A. Kubéna). Pfedevsim existuje pravé jedno takové
N €{0,1,...,2"—1} s pozadovanou vlastnosti (kdyby exis-
tovala dvé N1 # Na, byl by souéin (1+2P +2"7P)(N; — N3)
délitelny &islem 2", coz nejde). Hledejme tedy zbytkovou
tFidu cisla N.

Ziejmé plati

(1427 +2""P)N = (1+ 2°)(1 +2""P)N (mod 2").
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Vime ale, ze n = mp 2 2p, takze 2n — 2p 2 n; je tedy
(142"7P)(1=2""P)=1-22""? =1 (mod 2"). (1)
Zaroven ovsem plati

(2P +1)(1 -2 4 2% — (- 12" P) =142 =
=1 (mod 2").

Odtud vidime, Ze

N =(1-2""7)(1-2P 422 — .. +(=1)""12""?) (mod 2").

Jednoduchym vypoctem snadno zjistime, ze cislo
N=1-2042% _ 4 (-1)mlon-P_9gn-P 9"

spliuje pozadavek 0 < N < 2". Abychom dostali vyjadfeni

Cisla N v dvojkové soustavé, rozlisime dva pfipady:

Je-lim = % sudé, je

N =2"—2n"P =P 4 9n=2p _
—2nTRP 42 P 4 ) =
=2"TP(2P —2) 42" P(2P — 1) +
4. 422 = 1)+ 1,

takze N ma v dvojkovém zapisu n Cislic rozdélenych do p-tic
takto:
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Je-lim = % liché, vyjde

N =9n —9n-P 4 gn—p _gn=2p 4 gn-3p _
—on Py 424 ]=
=2""P(2P — 1)+ 2"7(2P — 1) +

4277 (2P — 1) 4. 4 2P(2P - 1)+ 1.

Dvojkovy zapis N je tedy opét slozen z n ¢islic po p-ticich

11...1 11...1 00...0 11...1

P P p P
00...0 11...1 00...01.
—— S N —

4 4 4

4.7 Protoze p je kubicky mnohoélen, plati |p(z)/z| — oo
pro |z| — oo, existuje tedy pfirozené M > |q1| takové,
ze |p(z)| 2 |z| pro vSechna z takova, ze |z| 2 M. To ale
znamend, ze pro zadné n nemize byt ¢, 2 M, protoze pak
by bylo |gn—1| = |p(¢n)| 2 |gn|l 2 M, a jak snadno ovéfime
matematickou indukei, i |q1] 2 |g2] 2 ... 2 |gn| 2 M.

Predpokladejme nejprve, ze (qx )i >, je posloupnost celych
éisel. Podle predchoziho vysledku to ale znamend, ze takova
posloupnost nabyv4 jen koneéného poétu N < 2M + 1
hodnot. Pro kazdé m 2> 1 tedy najdeme ky,, 1 < k,, £ N,
takové, ze ¢m = ¢m+k,, - Protoze i odpovidajicich hodnot &,
je jen koneény pocet, je jasné, ze pro vhodné k plati rovnost
¢m = @m+k pro nekoneény pocet m 2 1. Pro libovolné n <
< m pak ovSem mame

qn = p(qn+1) =...= pm—n(qm) -
= pm—n(‘]m+k) =...= p(4n+k+l) = qn+k,
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kde pi(z) = p(z) a pj+1(z) = p(pj(z)) pro j 2 1. Odtud
hned plyne, Ze ¢n4k = qn pro kazdé n 2 1.
Za predpokladu, ze ¢ jsou celd cisla, je tvrzeni alohy
dokazano. Predpokladejme ted, ze q; = L J jsou racional-
Sk
ni &isla (rgx a sg jsou nesoudélnd celd &isla) a ze kubicky
mnohocélen p ma tvar

p(z) = ! (az® + ba? + cz + d) , (1)
e

kde a, b, ¢, d a e > 0 jsou celd ¢isla. Uvazujme prvocislo ¢,
které déli jmenovatel s; nékterého ¢lenu posloupnosti (g ).
Ukéazeme, Ze mocniny daného prvoéisla ¢, v nichz déli jed-
notlivé jmenovatele, jsou shora ohraniceny, tj. ze pro kazdé
takové ¢ existuje p takové, pro néz ¢**! nedéli zadny ze
Jmenovateld sg.

Predpokladejme naopak, ze tomu tak neni. Je-li tedy a =
=Aq®, b=Bq¢?, c=Cq",d= Dq¢° e = Eq° as; =mqh,
kde A, B, C, D, E a m; jsou cela ¢isla s ¢ nesoudélna, a k
libovolné takové, ze pp > p1. Potom muzeme psat

qk-1 = P(Qk) e P(gz—) =

1 rd r?
= —( Ag® k B B k
e ( q qSIJk m-z + Bq q2l-‘k m% +

1 B
= —Emsqaﬂk‘a+€ (AT‘? + Bmkriql‘lﬂ-ﬂ ay

+ka,.kq2uk+7 “+Dm3 3pk+6— a)
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Nyni staci vybrat k tak, aby citatel 7,_; byl s ¢ nesoudélny
a aby bylo pg—1 > px; tomu snadno vyhovime (za predpo-
kladu, Ze pr nejsou shora ohraniceny) volbou p, pro néz

B > p1, 2up > o, pp > a— 0, 2up > a—75, 3ur > a—6.

Je jasné, ze takto postupné dostaneme pp < pr_1 < ... <
< p1, coz odporuje volbé py.

Je-li tedy ted g¢; ten prvek posloupnosti (¢x), jehoz jme-
novatel obsahuje dané prvocislo ¢ v nejvyssi mocniné y > 0,
je bud 7 = 1, anebo vyjde ze vztahu (2), ze 3p—a+¢ S g,
tj. @ 2 2p+ ¢ > 0. Vidime, ze kazdé takové prvodéislo g
déli bud q;, anebo koeficient a mnohoélenu p. Prvoéisel ¢,
jez déli jmenovatele jednotlivych ¢lend posloupnosti (qx), je
tudiz jen konecny pocet a jejich mocniny jsou ohraniceny
jednim ¢islem. Odtud plyne, ze existuje spolecny jmenovatel

Q vsech gg, a pro kazdé k 2 1 mizeme psat g; = %
Pro libovolné k 2 1 je tedy

le =qk-1=p(qk)=p<%) =
(-
‘—‘GP(Qk)

pro kubicky mnohoclen

P(z) = =5 (az® + (bQ)z” + (cQ?)z + dQ°).

1
Q e
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Tento kubicky mnohoclen spliiuje rovnéz predpoklady tlohy
s posloupnosti (Qx) celych &isel, ktera je podle predchoziho
vysledku periodicka. Je tedy i posloupnost (gx) periodicka
a diikaz je hotov.

Uvedeme jesté strucné reseni, které cely uvedeny postup
skryva v sikovném pouziti véty o raciondlnich kofenech
mnohoclenu (zde doporucujeme ke studiu vybornou knizku
1. Korce Ulohy o velkjch cislech, SMM ¢.61).

Jiné FeSeni (struéné). Z predchoziho FeSeni uz vime, ze
¢leny posloupnosti (g ) lezi v ohrani¢eném intervalu. Pfed-

pokladdejme, ze mnohoclen p ma tvar (1) a ¢; = I, kde r, s
s

jsou nesoudélnd cela cisla. Ukazeme, ze pro N = sa je Ngx
celé ¢islo pro kazdé k 2 1.

To je jasné pro k = 1. Predpokladejme, ze Ngq; je pro
néjaké k 2 1 celé, a protoze qr = p(qk+1),je Nqi+1 kofenem
mnohoclenu

N (p(§) - @) = 27+ (sb)z? + (sPac)e +
+ ((%a2d) — (s%ae)(Nav)

s celoc¢iselnymi koeficienty. Podle zminéné véty ma tento
mnohoclen jediné celoéiselné racionalni kofeny (to plyne
z toho, ze jmenovatel kazdého racionalniho kofenu musi
délit koeficient u nejvyssi mocniny neznamé), takze Nqi41
je celé cislo. Podle principu matematické indukce je Ngj
celé pro kazdé k 2> 1.

Protoze mezi Cisly v absolutni hodnoté mensimi nez M

. 1 . .
je pouze 2M|N| -1 celociselnych nasobkii e ziejmé,
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ze posloupnost (¢x) mé pouze konecny poéet hodnot. Déle
postupujeme jako v predchozim fesSeni.

5.1 Oznacme a, b kolmice k pfimce AB vztycené v bodech
A, B a c¢,d kolmice k primce CD vztyéené v bodech C', D
(obr.55). Zfejmé K = aNe, H =bNd.

Necht S je stfed dané kruznice. Protoze Gsecka AB je
tétivou této kruznice, maji pfimky a a b od S stejnou
vzdalenost; jinymi slovy, ozna¢ime-li k stfedovou symetrii
podle bodu S, plati k(a) = b. Podobné x(c) = d. Odtud
plyne k(aN¢) = bNd, neboli k(K) = H, takze body K, S
a H lezi na jedné piimce. Tim je dokazano prvni tvrzeni.

Bu_p d
AN Se
: b
K /8
C C
a
Obr. 55

Oznafme P prusecik primek AD a BC' (pokud existuje).
Bod P miize lezet uvnitf, vné i na dané kruznici. Lezi-li na
ni,je P = B = D = H a tvrzeni trivialné plati. Ve zbyvaji-
cich dvou pripadech vidy |J<APB| = |ICPD| a navic,
podle véty o obvodovych thlech, |SABP| = |JICDP|
a|JIBAP| = | DCP|. Odtud plyne, ze trojihelniky ABP

192



a C'DP jsou podobné. Musi tedy platit

vzdalenost P od a _ vzdalenost P od ¢
vzdalenost P od b ~ vzdalenost P od d

Existuje tudiz stejnolehlost &’ se stfedem v P takova, ze
K'(a)=b a K'(c)=4d

Pak ale opét
kK'(K)=+K'(anec)=bNd=H,

takze body K, H a P lezi na jedné primce.

5.2 Bez ijmy na obecnosti lze predpokladat, ze R 2 r.
Necht ABC'D je néjaky lichobéznik spliujici podminky tlo-
hy. Vrcholy oznaéme tak, aby BC byla zékladna a |BC| 2
2 |AD|. Pfimky, na nichz lezi ramena AB a C'D, jsou zfejmé
spoleéné tecny k danym kruznicim, jez neprochazeji body
dotyku (obr. 56). Podle Pythagorovy véty plati

C
D
KR
1% [A E F |IB
Obr. 56

|EF|? =518 = (R = 1) = (R+7)? = (R—r)* = 4Rr,
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takze |EF| = 2V Rr. Protoze

1
|AFBSy| = = |AFBC| = §(n— |AEADJ|) =

N AN —

- |QEA51| = |§:E51A|,

plyne z podobnosti pfislusnych pravothlych trojahelnik
rovnost

|FB|
"R |AE|
Zavedeme-li oznaceni |AF| = a, bude délka ramene AB
rovna

|AB| = |AE|+ |EF|+ |FB| =

Ja

pFi¢emz rovnost mize nastat jen pro a = V/Rr.

Jestlize R = 7, lze najit lichobéznik s libovolnym kladnym
a. Specialné tedy existuje lichobéznik s a = /Rr, a jeho
rameno AB ma tedy nejmensi moznou délku 4v/Rr.

Jestlize R > r, mize a probihat pouze interval 0 < a <
< |VE|, kde V je priseéik piimek AB a C'D. Z podobnosti
AV ES) ~ AV FSs plyne

\VE| _|VE|+|EF|

= (\f—@) +4VRr 2 4VRr, (1)

r R ’
odkud :
r 2rvV Rr
{VE|_R_T|EF|_ T
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7 predchozi rovnosti vidime, ze a = VRr < |VE|, pravé
kdyz R < 3r; pro R < 3r tedy opét existuje lichobéznik
s a = V/Rr a jeho rameno ma diky (1) minimalni moznou
délku 4v/Rr. Zbyvé vysetiit ptipad, kdy R > 3r, a tedy
VRr 2 |VE|. Vsimnéme si, ze funkce a — /a — \/Rr/a
je pro kladnd a rostouci (kdyz se a zvétsi, \/a se zvétsi
a y/Rr/a se zmensi); kromé toho je zaporna pro a < V/Rr
a kladna pro a > VRr. Protoze v uvedeném pripadé je
0 < a < |VE| £ VRr, plyne odtud nerovnost

Rr Rr
_ _ — <
Va \/ . <VI|VE]| ”lVE <0,

takze

Rovnost zde nemiize nikdy nastat; kdyz se vsak a bude blizit
k |VE| (to znamen4, ze A se blizi k V'), bude se leva strana
nerovnosti v limité blizit pravé strané.

Zjistili jsme tedy, ze kdyZ R < 3r, je nejmensi mozZna
délka ramene rovna 4V/Rr. Kdy? R 2 3r, nejmensi mozna
délka ramene neexistuje (nenabyva se); existuje pouze infi-

. NP . (R+r)?
mum vSech moznych délek, a to je rovno =—————+/Rr.
2r(R—r)
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5.3 (podle Z. Pezlara). Uvazujme vyraz v = 36% — 5'. Je

v=—(6-1) = (-1)"*! (mod 6)
v=(3541)F =1 (mod 5),

tedy
v=1 nebo v =11 (mod 30). (1)

Protoze 36 — 25 = 11, staci uvazovat uz jen |v| < 11, coz
podle (1) davd v = 1. To by ale muselo byt 36F — 5/ = 1,
neboli 5' = (6% — 1)(6* + 1), takze 6 —1 =5 a 6% +1 =5/
odkud plyne 2 = 5/ — 5, co# zjevné nemiize nastat (staci
probrat jednotlivé moznosti mod 5). Minimélni hodnota |v|
je tedy 11 = |36 — 52|.

Nyni uvazujme v = 53% — 37'. Pak

v= (524 1)F — (364 1) =0 (mod 4)
v=(54—1)F — (36 + 1) = (=1)* = 1 (mod 9),

tedy
v=0 nebo v =16 (mod 36). (2)

Protoze 53 — 37 = 16, stali dal uvazovat jen |v| < 16, coz
podle (2) dava v = 0. Pak ale 53* = 37!, coz ale zjevné
neplati, nebot (53,37) = 1. Minimélni hodnota |v| je tudiz
16 = |53 — 37|.

5.4 Predevsim si uvédomme, ze vektory, jejichz souctem
je nulovy vektor, nemohou pfi umisténi do jednoho bodu
vsechny lezet jen v jedné z.polorovin urcenych primkou pro-
chazejici spoleénym poéatkem (pokud oviem nelezi vsechny
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v jedné primce). Tento jednoduchy postieh budeme ¢asto
pouzivat.
Umistéme vsechny vektory do pocatku kartézské sousta-

vy soufadnic a pfedpoklddejme, Ze pro k 2 1 vektor s =
k
= Y e spliuje nerovnost |si| £ 1. Pokud mezi zbyvajicimi
i=1
jednotkovymi vektory néktery svira s vektorem s; thel ales-
pon 120° (lezi tedy v Ghlu AOB, obr. 57), zfejmé pro takovy

vektor eg4; plati

Isk+1| = [sk + ex41| S 1.

Sk
E
€k +2 == |-
C 10) D
€k +1
A B
Obr. 57

Pokud v Ghlu AOB 7adny vektor nelezi, musi néktery
z vektort lezet v poloroviné C DB, kde C D je primka kolma
na s; prochazejici pocatkem; tedy v jednom z ahla BOD
nebo AOC' lezi néktery z danych vektori. Oznaéme jako
er+1 ten vektor, ktery svird s s; nejvétsi thel (bez Gjmy
na obecnosti muzeme predpokladat, ze lezi napf. v ahlu

BOD). Oznaéime-li E ten bod, pro ktery OF = —eg41,
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musi 1 v Ghlu FOA lezet jeden z danych vektori. Ten
oznafime ej42. Protoze oba takto vybrané vektory ej4i
a eg4o sviraji Ghel aspon 120°, je jasné, Ze je |ex 41 +exq2| S
< 1 a zéroven |sg + ex+1 + ex2| S 1, protoze souéet obou
vektori er41 + er42 lezi v Ghlu AOB; soudasné ale plati
Isk +exs1| < V2 (rovnost nemiize nastat, protoze to by pak
musely vSechny vektory lezet v poloroviné opacné k C DA
obsahujici vektor s).

Je jasné, ze uvedenym postupem lze dané vektory uspo-
fadat tak, Ze velikost jejich souétu nikdy nedosdhne /2.

5.5 (podle S. Kasala). Uvazujme zobrazeni M slozené
z otoceni se stfedem v H o orientovany thel PH B (ktery je
pravy) a stejnolehlosti se sttedem v H a koeficientem }%}
(obr. 58). Potom jisté plati, ze H zobrazi trojahelnik PH B
na trojuhelnik BHC (H(B) = C), a navic pro H(p) = p' je
p L p'. Bod @ se tedy zobrazi na né&jaky bod pfimky CD.
Protoze {g—ﬂl = % a zaroven souhlasi 1 orientace obou
Gsecek, je H(Q) = D, tedy H(HQ) = HD. Odpovidajici si
usecky v zobrazeni H jsou navzijem kolmé, je tedy HQ L
1L HD, takze ithel DHQ je pravy.

D C
N\
AN
\ /Q
\ //
H .
A P B
Obr. 58
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5.6 Na prvni otadzku je zdporna odpovéd, coz ukdzeme na
tomto pfikladu: Vytvoirme Sestithelnik ABCDEF 1z rov-
nostranného trojthelniku ACE o strané 2 pfidanim shod-
nych rovnoramennych trojihelniki ABC, CDE a EFA
(se zékladnami AC, CE, EA). Vysku téchto trojahelniki
zvolme tak, aby platilo |[AD| = |CF| = |EB| = 2 (obr. 59).
Vsechny strany takového Sestitthelniku maji velikost |[AB| =
= a > 1, vSechny tuhlopficky kromé BD, DF, FB maji
velikost 2.

Obr. 59 Obr. 60

Snadno ukdzeme, ze |BD| = |DF| = |FB| < 2. V troj-
thelniku ABD je |4DAB| < a < |4ABD|, a proto
|BD| < |AD| = 2.

Dokonce muzeme Sestitthelnik zmensit v podobnosti tak,
aby délka strany zlstala vétsi nez jedna (napf. v poméru

a—1
2

a
Na druhou otédzku je odpovéd kladna. Uvedme FeSeni dle
M. Koneéného.

a —

) , ale vSechny Ghlopticky mély délku mensi nez dvé.
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Predpokladejme naopak, ze |AD| > 2, |BE| > 2, |CF| >
> 2, ale vSechny strany maji délku nejvyse 1. Jsou-li ¢, ¢,
Ghly podle obr. 60, pak d(B, AE) < |AB| £ 1, takze sine =
=4 %EE < %; podobné dostaneme 1 nerovnost sina < %,
tedy € < 30°, @ < 30°, a proto ¢ = a + ¢ < 60°.

Obdobné dokazeme, ze 1 druhé dvé dvojice uhlopricek
AD, CF a BE, CF sviraji thel mensi nez 60°. To je ale
spor, nebot soucet téchto tfi Ghla je 180°.

5.7 OznaCme ¢isla na kruznici po radé ap, as, ..., an,.
Dotaz je tfiprvkovd mnozina T C {1,2,...,n}, odpovédi
na dotaz T je soutin st = [] a;. Chceme-li dokazat, ze

€T
n o
k uréeni sou¢inu s = [] a; staci a je potfeba p dotazi,
i=1
musime dokazat dvé véci:
(I) Existuje systém tiiprvkovych mnozin 7 C {T: T C
c {L,2,...,n},|T| = 3} takovy, ze |T| £ p, a za-

rovein pro kazdé dvé n-tice (ay,...,an), (b,...,by) €
€ {—1,1}", kde [] a; = [] bi pro vSechna t € T, plati
€T €T

b;.
1

n
fT -
i=1

n
i=

(IT) Pro kazdy systém dotazi 7 C {T: T C {1,2,...,n},
IT| = 3} takovy, ze |[T| < p, existuji dvé n-tice
(a1, ---,an), (b1,...,bn) € {—1,1}", pro néz

Lo~ I10

€T €T
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pro kazdé T € T, ale

Nejjednodussi zptisob, jak zafidit ¢ast (1), je najit takovy

systém T, ze
H H a; = H a;. (1)

Polozime-li t; = |{T: a; € T € T}, pak

[T e =T«

TET ieT i=1

n

coz je rovno [] ai, pokud t; = 1 (mod 2) pro kazdé i,
i=1

tj. pokud kazdé ¢Eislo a; lezi v lichém poctu dotazi. Je

mozné prekvapujici, ze tento jednoduchy postup vede vzdy
k minimélnimu poctu dotazu.

Reseni. Uplna odpovéd je vyjadfena tabulkou

n=0 [n=1 (mod 3)|n=4|n=2 (mod 3)
(mod 3)] An>4 (mod 3)
2 T I
(b) - n 4 n

n = 0 (mod 3). Aby bylo lze jednozna¢né urcit soucin
vSech ¢isel, musi se kazdé ¢islo vyskytnout alespon v jednom
dotazu (jinak staci zménit znaménko u ¢isla, jez se v zddném
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dotazu nevyskytuje). Proto je vidy potfeba alespon p 2 %
dotazi. Je-li n délitelné tremi, splhuje systém dotaza 7 =
={{1,2,3}, {4,5,6}, ..., {n—2,n — 1,n}} podminku (I),
a tedy p = § jak v pfipadé (a), tak i v pfipadé (b).

(b), n # 0 (mod 3). Jsou-li povoleny pouze dotazy na
Cisla jdouci po sobé, je maximalni mozny systém dotazi

Tmax = {{1,2,3}, {2,3,4}, ..., {n,1,2}}.
Je-i T C Tmax, |7| < |Tmex|, je bez Gjmy na obecnosti

T CT' = Tmax \ {{1,2,3}}. Ukazeme, ze pro 7' (a tudiz
i pro 7) plati tvrzeni z (II): za jednu n-tici zvolime napf.

a; =as =...=a, =1, vdruhé polozime
b--{+l prot=4,7,...,n,
B jinak,
pokud n =1 (mod 3), a _
bi:{+1 proi=3,6,..,n—2ai=1,
-1 jinak,

je-lin =2 (mod 3).
V obou téchto pripadech je

Hag:]:[bizl

i€T €T

pro kazdé T € 7', ale

fIaiII;é—l:ﬁbi.
i=1 =1
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Proto je nutné potfeba p 2 n = |Tax| dotazi.
Ovsem n dotazu staci, protoze pro Tnax je

a;.
1

[ [o=Ila=

n n
T€Tmax1€T i=1 =
(a),n=1 (mod 3). Pron =4 je kazdy dotaz typu (b),

a podle jiz dokazaného je p = 4.
Pro n > 4 potiebujeme p 2 %, tedy p 2 1‘-312
dotazi, pricemz tento pocet dotazi staci. Systém 7 =

= {{1,2,3}, {1,4,5}, {1,6,7}, {8,9,10}, ..., {n — 2,n —

- 1,n}} ma mohutnost "—;‘iﬁ a spliuje

(a), n = 2 (mod 3). Opét potiebujeme alespon [5] =
= 1‘—%’—1 dotazli, abychom se na kazdé &islo dotazali ales-
pon jednou. Tentokrat vsak tento pocet nestaci. Méme
totiz systém 7 mohutnosti "3—'L1 Aby pro kazdé ¢ €
€ {1,2,...,n} existovalo T € T obsahujici 7, bez Gjmy
na obecnosti musi byt (jinak pozice pfelislujeme) 7 =
= {{1,2,3}, {1,4,5}, {6,7,8}, ..., {n — 2,n — 1,n}}. Pak

ale n-tice
a;=+1 proi=1,2,... n,
{—1 proi=1,2 4,
+1 Jinak

spliuji

Ha,—:Hbi:l

1€T i€T
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pro kazdé T € T, ale

ﬁa;:l#—l:ﬁbi.
i=1 i=1

Tudiz je tfeba p 2 -'ESL“ dotazti. Tento poéet dotazli sta-
&, viz napt. 7 = {{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{6,7,8},. ..,
{n —2,n —1,n}}, kteryito systém spliuje (1).

204



