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Kategorie P

Texty uloh

P-1-1

V roviné je dano N bodu ocislovanych od 1 do N. Dvojice

¢isel (X[i],Y[¢]) pro 1 £ @ £ N reprezentuje kartézské

soufadnice bodu i. Robot projde vsemi body v poradi jejich

ocislovani podle téchto pravidel:

1. Na zacatku stoji robot v bodé 1 a diva se k bodu 2.

2. Robot se pohybuje vidy pfimo tim smérem, kterym se
diva.

3. Vbodéiprol i< N serobot otoéi ve sméru pohybu
hodinovych ruéi¢ek o thel «, 0° £ a < 360°, tak, aby
se dival k bodu (¢ + 1) mod N.

4. Robot skonéi svij pohyb v bodé 1 tak, Ze se opét diva
k bodu 2.

Béhem svého pohybu se robot celkem d-krat Gplné oto-
¢i kolem své osy. Navrhnéte co nejlepsi algoritmus, ktery
pro zadand celoéiselnd pole X[1..N], Y[1.. N] vypocita
hodnotu d. Je povoleno pouzivat jen celo¢iselné proménné.
Zdivodnéte spravnost algoritmu.
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P-1-2

Je dano celoéiselné pole P[1.. M], které obsahuje permutaci
Cisel 1, 2, ..., M, tj. pro kazdé i, 1 £ i £ M, existuje
pravé jedno h, 1 < h £ M, takové, ze P[h] = i. Dale
je dadno celociselné pole X[1..N]. Navrhnéte co nejlepsi
algoritmus, ktery uréi, kolikrat se permutace P vyskytuje
v poli X tj. kolik existuje riznych rostoucich celociselnych
posloupnosti R[1..M] takovych, ze pro vSechna i, 1 <7 <
< M, )plati

1<REEN, Pli|=X[R[].
Zdtvodnéte spravnost navrzeného algoritmu.

P-1-3

Orientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V je kone¢na
mnozina, jejiz prvky se nazyvaji vrcholy nebo uzly grafu,
a E je binarni relace na mnoziné V. Je-li (z,y) € E, fi-
kdme, Ze v orientovaném grafu vede hrana z vrcholu z do
vrcholu y, y se nazyva naslednik uzlu z a z je pfedchudce uz-
lu y. Cesta délky k v orientovaném grafu je posloupnost vy,
v1, ..., vk vrchold, k 2 0, takova, ze pro vSechna 7, 0 < i <
< k je v; predchiidce v;_1. Rikame, ze vrchol y je dosazitelny
z vrcholu z, jestlize existuje cesta z ¢ do y. Poznamenejme,
ze kazdy vrchol je dosazitelny sam ze sebe cestou délky 0.

Graf G budeme reprezentovat dvéma celociselnymi poli
B[l1..N + 1] a E[1..M], kde N je pocet vrcholi a M
poéet hran v grafu G. Vrcholy jsou ocislovany od 1 do N.
Uzel j ma B[j + 1] — B[j] nésledniki; jsou zachyceni v prv-
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cich E[B[j]+1], ..., E[B[j+1]] pole E. Polozime B[1] = 0,
B[N + l] =M.

Cyklus v orientovaném grafu je cesta, jejiz délka je as-
pon 1 a v niz je prvni uzel totozny s poslednim uzlem. Graf,
ktery neobsahuje zadny cyklus, se nazyva acyklicky.

Navrhnéte co nejlepsi algoritmus, ktery pro zadana celo-
¢iselnd pole B, E reprezentujici orientovany graf G zjisti,
zda graf G je acyklicky. Pri feSeni nepouzivejte rekurzi.
Zdivodnéte spravnost navrzeného algoritmu.

P-1-4

a) Navrhnéte Turingiv stroj, ktery pocita souéet dvou p¥i-
rozenych cisel.

b) Navrhnéte Turingiv stroj, ktery pocita funkci zdvojeni
vstupniho slova nad abecedou {a,b}. Pro vstupni slo-
vo P bude tedy vysledkem vypoctu slovo PP.

Turingovy stroje

Abecedou nazveme konecnou neprazdnou mnozinu X. Jeji
prvky nazyvame symboly. Konecnou posloupnost symboli
abecedy ¥ nazveme slovem nad abecedou ¥. Prazdnou po-
sloupnost symbolti abecedy, znacenou ¢, nazveme prazdné
slovo. Turingtv stroj M nad abecedou ¥ ma ridici jednotku,
ktera se muze dostavat do konecné mnoha riznych stavi
a pracuje nad paskou rozdélenou na jednotlivd pole. Na
pasce existuje nejlevéjsi pole, smérem doprava je vsak neko-
necna. Kazdé pole obsahuje vzdy jeden symbol paskové abe-
cedy. Paskova abeceda II je tvofena jednak symboly vstupni
abecedy X, dale symboly pomocné abecedy V, ENV =0
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a specidlnim prazdnym symbolem A, A ¢ ¥ U V. Tedy
n=xuvu{Aa}.

V kazdém okamziku je fidici jednotka Turingova stroje
v pravé jednom ze svych moznych vnitinich stavi a stroj ma
pristup k pravé jednomu poli pasky prostiednictvim cteci
a zapisovaci hlavy. V této situaci stroj provede krok vypoétu
nasledovné: hlava zapise novy symbol paskové abecedy na
pole, nad kterym je umisténa hlava, a tim nahradi ptivodné
zapsany symbol; po tomto zapisu piejde na levé nebo pravé
sousedni pole. Soucasné Fidici jednotka mize zménit svij
stav. VSechny tyto zmény zavisi jednak na vnitfnim stavu
fidici jednotky, jednak na obsahu ¢teného pole pasky.

Cinnost Turingova stroje je zadana dvojrozmérnou tabul-
kou, kterd obsahuje pro kazdy vnitini stav Fidici jednotky
jeden tadek a pro kazdy symbol paskové abecedy jeden
sloupec. Jeden zvoleny stav ridici jednotky je oznacen jako
pocatecni a zadny, jeden nebo vice stavi jako koncové.
Polozka tabulky odpovidajici stavu ¢ a symbolu s paskové
abecedy je bud prazdna, nebo je tvofena trojici (a, f,7),
kde a je stav, 8 je symbol paskové abecedy, v € {L, P}.

Kazda trojice popisuje jeden mozny krok vypoctu Turin-
gova stroje M: je-li béhem vypoctu stroj M ve stavu i
a hlava je umisténa nad pole pasky se symbolem s, pak
stroj prejde do stavu «, hlava zapiSe na pasku symbol
do pole, nad nimz se nachazi cteci hlava, a posune hlavu
na pasce o jedno pole doleva nebo doprava podle toho,
zda v = L, nebo P. Na pocatku vypoctu je dané vstupni
slovo w nad abecedou ¥ umisténo zcela vlevo na zacatku
pasky a vSechna zbyvajici pole vpravo od slova w obsahuji
prazdny symbol A. Hlava je na pocatku vypoctu umisténa
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nad nejlevéjsim polem a fidici jednotka je v pocatecnim
stavu. Vypocet probiha podle tabulky. Dosadhne-li stroj né-
kterého koncového stavu, vypocet konci. Pokud vypocet
dojde do nekoncového stavu 7, pficemz ve cteném poli pasky
je symbol s a polozka tabulky odpovidajici stavu ¢ a sym-
bolu s je prazdna, pak vypocet rovnéz konéi. Rekneme, ze
funkce f(wy,ws,...,wy), n 2 1, zobrazujici mnozinu n-tic
slov nad abecedou ¥ do mnoziny slov nad ¥, je pocitana
Turingovym strojem M nad YU {x}, kde x ¢ X, jestlize pro
kazdé vstupni slovo w; *x wy * - - - * w, zadané na pasce se
stroj M chova nasledovné:

1. Je-li funkéni hodnota f(w;,ws,...,w,) definovina
a rovna slovu w, pak vypocet stroje M konci a po
skonceni je na pasce od zacatku zapsano slovo w,
nasledované pouze prazdnymi symboly.

2. Neni-li funkéni hodnota f(wy,ws,...,w,) definovana,
pak vypocet stroje M neskonéi.

Turingiv stroj M mize pocitat i funkce booleovské, a to
takto:

1. Je-li funkéni hodnota f(wy,ws,...,w,) = true (prav-
da), pak stroj M skonéi v koncovém stavu. Rikdme také,
ze vstupni slovo je pfijimano strojem M.

2. Je-li funkéni hodnota f(wy, ws, ..., w,) = false (neprav-
da), pak stroj M skon¢i v nekoncovém stavu. Vstupni
slovo neni pfijiméano.

3. Neni-li funkéni hodnota f(w;,ws,...,w,) definovana,
pak vypocet stroje M neskonéi.

Turingovy stroje muzeme pouzivat i k praci s prirozenymi
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¢isly. Cisla reprezentujeme napf. v unarni soustavé v abe-
cedé ¥ = {1} takto:

Cislo n reprezentujeme slovem 7, které je definovano tak-
to:

0=1, n+1=nl.

P-1l-1

Je déno pole A[l..N] celych kladnych ¢&isel. Je-li hodno-
taj = Al £ N, 1 £ ¢ £ N, znamena odkaz (nepfimou
adresu) na prvek A[j] (pro ktery miize platit opét tato pod-
minka), v opaéném pripadé jde o jiz ulozenou hodnotu. Déle
je dano pole ZAC|[1.. M] obsahujici hodnoty z 1, ..., N, kde
M je mnohem mensi nez N.

Rekneme, ze i-ty prvek pole A je dosazitelny, jestlize se
v poli ZAC bud vyskytuje &islo ¢, anebo j-ty prvek pole A
je dosazitelny a A[j] = 1.

Navrhnéte co nejlepsi algoritmus, ktery vypise indexy
viech prvki pole A, které nejsou ze ZAC dosazitelné. VSech-
ny dosazitelné prvky pole A musi zistat po skonceni vypoc-
tu beze zmény.

P—11-2
V roviné je dano N bodi odislovanych od 1 do N. Dvo-
jice &sel (X[i],Y[i]), 1 £ i £ N, reprezentuje kartézské
soufadnice bodu i. Zadné t¥i body nelezi v jedné ptimce.

Napiste co nejlepsi program, ktery urci néjakou permuta-
ci (k1,kz,...,kn) Cisel 1,2, ..., N takovou, ze N usecek
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s krajnimi body
(X[ki), Y[ki]), (X[kip1], Y [kiz1])
prolSiSN-1la
(X[kN]r Y[kN])’ (X[kl]v Y[kl])

se navzajem neprotina.

P-11-3
Pocet vsech moznosti, jak rozdélit N navzajem raznych

prvki do pravé M neprazdnych skupin pro N 2 M, je dan
hodnotami Stirlingovych cisel {ﬁ}, pro ktera plati

{1(\)[}:0 pro N 20, {x}:l pro N > 0,

N N -1 N -1
{M}—M{ M }+{M—l} pro N > M > 0.

a) Navrhnéte co nejlepsi algoritmus, ktery pro zadané hod-
noty celych ¢isel N, M, kde N 2 M 2 0, vypoéte
hodnotu Stirlingova ¢isla {)I\V'!}

b) Uréete minimalni pocet operaci s¢itani a nasobeni me-
zivysledkt nezbytnych pro vypocet cisla {ﬁ} pro dané
hodnoty N, M (pro N 2 M 2 0).

P-1l-4

a) Navrhnéte Turinglv stroj nad abecedou {1,x}, ktery
pocita nasledujici funkci dvou pfirozenych cisel:
. {x_yr je-liz)y,
X — _—
d 0, jelliz Sy
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Cisla z, y jsou zapsana na pasce v unarni soustavé a od-
délena hvézdickou, tj.

x

z ‘ Y i
o e fafa Ji[1]

b) Navrhnéte Turingiv stroj nad abecedou {a,b}, ktery
zjisti, zda vstupni slovo na pésce je palindrom.

Pozndmka: Palindrom je slovo, které se Cte stejné zleva
doprava 1 zprava doleva. Napf. fetézce

KOBYLAMAMALYBOK,
NANABALILABANAN

jsou palindromy.

P-1ll-1

Je ddno pole A[1.. N] celych kladnych Cisel. Je-li j = A[i] £
< N, 1< ¢ £ N, znamend tato hodnota odkaz (nepfimou
adresu) na prvek A[j] (pro ten mize platit stejnd podmin-
ka), v opacném piipadé jde o jiz uloZzenou hodnotu. Déle
je dano pole ZAC[1 .. M] obsahujici hodnoty z {1,..., N},
kde M je mnohem mensi nez N.

Navrhnéte co nejlepsi algoritmus, ktery kazdy prvek po-
le ZAC nahradi jiz pfimo indexem prvku pole A s plivodné
referencovanou hodnotou, pokud je mozné takovou hodnotu
najit. V opaéném piipadé bude prvek pole ZAC obsahovat
nulu.
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P-1l-2
Legendreiv polynom N-tého stupné P je definovan vztahy

P()(.’L‘): 1, Pl(.’l?):.'t,
2N +1 N
P, = -
vei(@) = o vE - 5
pro vSechna redlna z a celd kladna cisla N.

PN_I(x)

a) S pouzitim pouze celoéiselnych proménnych navrhnéte
co nejlepsi algoritmus, ktery pro zadanou hodnotu N vy-
pocte koeficienty Legendreova polynomu N-tého stupné.
Koeficienty musi byt vypocteny presné.

b) Jaky je minimélni poéet koeficienti polynomi (do stup-
né N) nezbytnych pro vypocet koeficienti polynomu P?

P-1ll-3

Je ddno N letist ocislovanych 1 az N a jejich vzdalenosti
v matici V[1..N,1..N] (prvek V[, j] udava pfimou vzda-
lenost mezi letisti ¢ a j). Matice V je symetricka. Dale je
dana hodnota D urcujici dolet letadla a prirozené cislo L,
1 £ L £ N, oznacujici vybrané letisté.

Navrhnéte co nejlepsi algoritmus, ktery sestavi letové tra-
sy z letisté L do vsech ostatnich, pokud existuji. Ze vsech
moznych tras nas vSak zajimaji pouze ty nejkratsi, a pokud
existuje vice tras minimalni délky, zajimaji nas z nich jen
trasy s nejmensim poc¢tem mezipfistani.

P-1ll1-4

a) Navrhnéte Turinglv stroj nad abecedou {a,b, c}, ktery
rozpoznava mnozinu viech slov M = {a™b"c" | n > 0}.
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b) Navrhnéte Turingiv stroj, ktery dané slovo nad abece-
dou {a, b} doplni zprava nejkratsim zptsobem na palin-

drom.
Priklad:
aba — aba
abaa — abaaba
aab — aabaa
Poznamka. Palindrom je slovo, které se ¢te stejné zleva

doprava i zprava doleva. Napf. fetézce NANABALILABA-
NAN, JELENOVIPIVONELEJ jsou palindromy.

Reseni uloh

P-1-1

Aby meélo zadani tlohy smysl, ué¢inime dvé dodate¢na ome-
zeni a jednu zménu:

e N2>2

e pro 1 £i7 < N plati

(X[),Y[:]) = (X[i mod N + 1],Y[i mod N + 1])
e z bodu 7 se bude robot divat do bodu i mod N + 1
Pri uréovani, kolikrat se robot otoéi kolem své osy, neni

nutné pocitat jeho Ghel natoceni, staci podcitat, kolikrat
tento thel prekrodi kladny smér (nebo dojde do kladné-
ho sméru) osy z. Tento pocet se zfejmé nezméni, zalina-li
robotem v bodé 1 obraceny do kladného sméru osy z, nebot
pri otaceni z tohoto sméru do sméru k bodu 2 nedojde
k prekroceni kladné osy z.
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Smeér, ve kterém prisel robot do bodu, v némz se zrovna
nachdzi, reprezentujeme jako vektor, tj. dvojici celoéiselnych
proménnych (s,t), (pro bod 1 bude na zalatku (s,t) =
= (1,0)). Smér, do kterého se v tomto bodé ma natocit,
reprezentujeme podobné dvojici (u, v).

Podminku vyjadfujici, zda pfi otaceni ze sméru (s,t)
do sméru (u,v) mine pohled robota kladny smér osy z,
oznacime passz (s,t,u,v). Pokud (s,t) a (u,v) sméfuji do
stejného kvadrantu, je passz (s,t,u,v) = uv < sv. Pokud
sméruji do rauznych kvadrantl, zavisi podminka passz na
tom, o kterou kombinaci kvadrantd jde. Rozepsanim vsech
moznosti lze ovérit, ze passz lze obecné vyjadrit takto (za

predpokladu (s,t) # (0,0) # (u,v)):

passz (s,t,u,v) =t >0A (v S0V ut < sv)
VESO0AvS0Aut<sv
Vs <0Au>0Av=0

Vlastni algoritmus je jednoduchy:

e Zaliname v bodé 1 s robotem natoenym v kladném
sméru osy z a vynulujeme si pocitadlo d.

e Pro1 £ 47 £ N + 1 provddime krok: oto¢ime robota
stojictho v bodé (¢ — 1) mod N + 1 tak, aby se dival do
bodu i mod N + 1, a pokud pfitom doslo k prechodu
pfes smér (nebo natoceni do sméru) (1,0), pfipocteme
tento prechod k pocitadlu d. Tim povazujeme robota za
doslého do bodu i mod N + 1.

e Hodnotou proménné d je hledany pocet aplnych otoceni
robota okolo jeho osy.

Uvedeny algoritmus je linearni vzhledem k N.
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{Algoritmus v pascalu — predpokldddme, ze jsou dany
konstanty N, X, Y}

var s,t,u,v,d,1,J: integer;

function passz (s,t, u,v: integer): boolean;

{passz (s,t,u,v) <= smér (s,t) je rizny od sméru (1,0)
a pfi otaéeni ze sméru (s,t) do sméru (u,v) v zdporném
smyslu prejdeme smér (1, 0); predpoklad: (s,t) # (1,0) #
# (v, v)}

begin

passz := (t > 0) and ((v <=0) or (uxt < s *v))
or (t <=0) and (v <=0) and (u*t < s xv)
or (s < 0) and (u > 0) and (v = 0)

end;

begin
s:=1;t:=0; {smér, kam hledi robot pfed tarou}
d:=0; {nastaveni pocitadla}
i:=1;7:=2; {pocatecni body}
repeat

u:= X[j] = X[i]; v:=Y[5] - Y[i];
{(u,v) je smér k bodu j}
if passz (s,t,u,v) then d := d + 1,
{dokoncend otocka = zvysime d}
{invariant: d je pocet uplnych otoéek robota ko-
lem své osy od zacatku po dorazeni do bodu ¢
a obréceni se k bodu j}
s:=u;t:=v {novy smér se stane starym}
i:=J;j:=jmod N +1 {nebot robot popoleze}
until j = 2; {aZ uZ se zas diva do bodu 2, tak skondil}
{d je pocet uplnych otocek robota kolem své osy od
zal4tku po navratu do bodu 1 a obréceni se k bodu 2}
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writeln (’polet obratek =’,d)
end.

P-1-2

Zavedeme pomocné pole S[0, M] a definujeme podminku
C(j): C@j) = Vi, 1 £ i £ M: S[i] je pocet vyskytd
i-tice (P[1],..., P[2]) v Gseku X[1],..., X[j — 1]. Jestlize je
S[1] = S[2) = --- = S[M] = 0, pak trividlné plati C(1).
Méjme j, 1 £ j < N, a predpoklddejme, ze S[0] = 1
a ostatni prvky pole S maji takové hodnoty, Ze je splnéna
podminka C(j).

Potom, pokud X[j] & {1,..., M}, je splnéno také C(j),
nebot v Gseku X[1],..., X[j] se vyskytuje pravé tolik riz-
nych &asti permutace P jako v Gseku X[1],..., X[j —1].

Necht X[j] € {1,..., M}. Tedy X[j] se vyskytuje v per-
mutaci P, feknéme na k-tém misté, tj. X[j] = P[k]. Nyni
kdyz | # k, pak pocet vyskyta I-tic (P[1],..., P[l]) v Gse-
ku X[1],..., X[j] je tentyz jako v Gseku X[1], ..., X[j — 1],
tj. je roven S[l]. Vsechny vyskyty k-tice (P[1],..., P[k])
v Gseku X[1], ..., X[j] se skladaji jednak z k-tic, které se
celé vyskytuji v kratsim aseku X[1], ..., X[j — 1] (téch je
S[k]), jednak z k-tic (P[1],..., P[k]), které vzniknou pfi-
pojenim prvku X[j] ke (k — 1)-ticim z Gseku X[1], ..., X
[/ —1], a téch je S[k—1]. (To plati i pro k = 1 diky tomu, ze
jsme polozili S[0] = 1.) Odtud dostavdme, ze kdyz v poli S
nahradime prvek S[k] hodnotou S[k] + S[k — 1], pak bude
splnéna podminka C(j + 1).
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Odtud jiz dostavame algoritmus. Pouzivd dvé pomocna
pole délky M a jeho casova slozitost je linearni vzhledem

k N.

{Algoritmus v pascalu — pfedpokldddme, ze jsou dany
konstanty M, N, P, X}
var [P: array [1..M] of 1.. M
{pole pro inverzni permutaci}
S: array [0..M] of integer;
{pole pro poéitani vyskytd prefixii permutace P}
i, k:1..M;
7: 1.N;
begin
if N < M then writeln (’pocet vyskyti: 0°)
else begin
for i := 1 to M do IP[P[i]] := i; {IP je inverzni k P}
S[0] :=1;

for i := 1 to M do S[7] := 0; {inicializace}
for j:=1to N do
{invariant: pro 1 £ ¢ £ M: S[i] je pocet

vyskytd i-tice (P[1],..., P[i]) v posloup-
nosti X[1], ..., X[j — l]}
if (X[j] >= 1) “and (X[s] <= M) then begin
k= IP[X[j]]; S[k] := S[k] + S[k — 1]
end;
{pro 1 £ ¢ £ M: S[i] je polet vyskytd
i-tice (P[1],..., P[i]) v poli X, tj. zejména S[M]
je rovno poétu vyskytd P v X}
writeln (’pocet vyskyti: ’,S[M])
end
end.
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P-1-3

Necht G = (V, E) je orientovany graf, V! C V, SG(V’) znaéi
podgraf grafu G, ktery je indukovany V| tj. graf, ktery ma
V'’ jako mnozinu uzl, a hrana mezi dvéma uzly je, pravé
kdyz je tato hrana v G. Uvazujme nasledujici podminku.

(SG(U) je acyklicky) = (G je acyklicky)

Tato podminka plati pro U = V. Nasledujici postup tedy
inicializujeme pro U = V.

Chceme vypoustét uzly z U, aby ztstala zachovana plat-
nost podminky. Jestlize j € U nem4a pfedchidce v SG(U),
pak nemize patfit do cyklu v SG(U), a tedy

(SG(U \ {j}) je acyklicky) = (SG(U) je acyklicky).

Totéz plati samoziejmé 1 o uzlech bez nasledniki. K od-
stranéni téchto uzli potfebujeme program pro zjisténi pred-
chidct kazdého uzlu.

Pro mnozinu uzld W a uzel j € W oznalime P(j, W)
mnozinu predchidci j v SG(W) a S(j, W) mnozinu nasled-
nikd j v SG(W). Je-li v P nebo S vynechan argument W je
minéna celd mnozina V| tj. mnozina uzli G. Podmnozina U,
kterd sestava z uzli j: P(j,U) = 0, je mnozina kandidatd
pro vypusténi z U. Oznacme tuto mnozinu U, a Up = U\U;.
Pak lze nase podminky pfepsat na Py A P;, kde

Py: (SG(UO U U1) je acyklicky) = (G je acyklicky)
Pi: (Vj:j € Ug: P(j,UgUUy) = 0)A(Vj: j € Up: P(j,UpU
U U1) = @)
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Protoze postup inicializujeme pro V' a jediné uzly, které
vypoustime z Uy U Uy, jsou ty bez predchidct v Uy U Uy,
plati téz Py:

P2: (V] ] € U() U U1 : S(]) g Uo)

Po vypusténi uzlu j z U; dostavame Vk € S(j, Uy U Uy),
ze je také j € P(k,UyUU,), a tedy P(k,UyUU;) se zmensi
o jeden prvek. Kazdy prvek k, pro ktery se P(k,Uy U U))
stane (), je presunut z Uy do U; (podle P, je k € Uyp). Dale
z P, plyne, ze pro j € U; je S(3, UpUU;) = S(j). Opakovéani
ukonéime pro U; = 0. Z toho dostadvame

(SG(Uy) je acyklicky) = (G je acyklicky).
Z Uy =0 a P, dostavame
(¥ j € Uns PG, Un) #0),

tj. kazdy uzel v SG(Up) ma predchidce. A tedy SG(Up) je
acyklicky, pouze je-li Uy = 0.

Tato diskuse nas vede k nasledujici struktufe programu:
Uo :={j | P(j) # 0}; Ur := {j | P(j) = 0};
while U; # 0 do begin

snecht j € Ur“; Uy := Uy \ {j}; ,Vk € S(3);

if P(k,UyUU;) = 0 then begin

Uy :=Up \ {k}, Uy:=U,U {k},

end

end

acykl := (Up = 0);
Zavedeme celoéiselné pole t(j: 1 £ j £ N), aby platilo:

(Vk: k€ UpUUy: t(k) = |{j € UoUU,: j € P(k)}|)
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Pak platnost P(k,Us U U;) = 0 lze ovéfit jako t(k) = 0.
Mnozinu U; budeme reprezentovat pomoci dvou promén-
nych vy a nvy, kde v; (j: 0 £ j < nvy) je celodiselné pole
a nvy Je celociselnd; kde nv; je pocet uzli U; a uzly U,
jsou v poli v; (0 £ j < nvy). Pro mnozinu Uy je dilezity
pouze pocet jejich prvki. Budeme ji reprezentovat pomoci
promeénné nuyg.

Inicializaci ¢, vy, nvy, nvg lze zapsat takto:

procedure INIT;
var 7, j: integer;
begin
for j :=1to N do t[j] :=0;
for i := 1 to M do t[e[i]] :=t[e[d]] + ;
nvg := 0;
nvy := 0;
for j:=1to N do
if t[j] = 0 then begin
vi[nv] i= J; nvy :=nvy + 1
end
else nvy := nvg + 1
end;

Cela procedura pak vypada takto:

type UZLY:= array [1..N + 1] of integer;
NASL:= array [1..N] of integer;

function ACYKL(b: UZLY ; e: NASL):boolean;

)

var nvg, nv,t, j, k: integer;
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vy : array[0.. N — 1] of integer;
t: array [1..N] of integer;
begin
INIT;
while nv; <> 0 do begin
J = vi[nvy — 1]; nvy := nvy — 1;
for i := b[j] + 1 to b[j + 1] do begin
k :=e[i]; t[k] :=t[k] — 1;
if ¢[k] = 0 then begin
vi[nv1] := k; nvg := nvg — 1; nvy :=nvy + 1
end,;
end
end;
ACYKL := (nvy = 0)
end;

Spravnost algoritmu plyne z postupu na zacatku popisu.

Slozitost algoritmu. Pokud byl uzel j z U; vypustén, tak
Jiz do U znovu nebude pfidan (do U; jsou pridavany nasled-
nici uzli a j nema predchiidce). Tedy kazdy uzel se testuje
maximalné jednou. Celkovy pocet naslednikd vsech uzld
Jje celkem M. Vnotené cykly se tedy provedou maximéalné
M-krat. Celkova slozitost je O(M).

P-1-4

a) Cisla z, y budeme reprezentovat v unarni soustavé oddé-
lena . Pak se feSeni ztotozni s vypoctem zfetézeni dvou
slov nad abecedou {1} a s ubrdnim jednoho symbolu
z vysledného slova. Popis Turingova stroje je tedy ana-
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logicky jako ve vzorovém prikladu v zadani. Uvedeme
proto pouze tabulku:

T 1 * A
START 1 (L,1,P) (1,%,P) (2,A,L)
2 3,A,L) (5,A,L)
3 (4,A,L) (5,A,L)
4 | (4,1,L) (5,1,L)
STOP 5

b) Uzijeme pomocnou abecedu V = {A, B, a,}. Pokud
je vstupni slovo prazdné, stroj se zastavi. Jinak si za-
pamatuje prvni symbol a prepsanim na velké pismeno
oznadi jiz zkopirovanou ¢ast. Dale stroj projde zbytek
slova a na jeho konec pripiSe zapamatovany symbol,
ale v fecké abecedé {a,B}. Déale se stroj vraci vlevo,
dokud nenarazi na velké pismeno, to prepise na malé
a pravého souseda si opét zapamatuje, pfepise na vel-
ké pismeno a pokracuje predchozim zpusobem. Timto
postupem stroj pokracuje do té doby, nez pfi navratu
vlevo narazi na sousedici velké a fecké pismeno. V tom
okamiziku bylo jiz zkopirovano celé vstupni slovo a stroj
Jiz pouze prepise toto velké pismeno a vSechna fecka
pismena na mala latinskad. Dale uvedme tabulku pro
stroj T'.

Spravnost ¢innosti stroje plyne z postupu pred tabulkou.
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T a b A A B o 8
START 1 ((2,A,P)(3,B,P)

2 |(2,a,P) (2,b,P)(4,,L) (2,0,P)(2,8,P)
3 ((3,a,P) (3,b,P)(4,8,L) (3,a,P)(3,8,P)
4 |(5,a,L) (5,b,L) (6,a,P)(6,b,P)(4,c,L) (4,8,L)
5 ((5,a,L) (5,b,L) (1,a,P)(1,b,P)

6 (7,4, P) (6,a,P) (6,b,P)

STOP 7
P-1Il-1

Algoritmus je jednoduchy. Nejdfive si oznaéime vsechny
dosazitelné prvky pole A. Potom projdeme polem A a vypi-
Seme indexy vSech neoznacenych, tj. nedosazitelnych prvki.

Postup oznacovani dosazitelnych prvka je nasledujici:
Prochazime pole ZAC a pro kazdy jeho prvek ZAC[i]
oznacujeme vsechny prvky pole A dosazitelné ze ZAC(i].
KdyZ pfi tom narazime na uz oznaleny prvek A[j], (tj. uz
dfive jsme poznali, ze A[j] je dosaZitelny), pfestaneme dalsi
prvky, na néz A[j] pipadné odkazuje (tj. A[A[j]] atd.),
oznacovat — ty uz oznacené zarucené jsou — a prejdeme
k dalsimu zacatku ZAC[i + 1].

Dosazitelnych prvki je nejvyse N, unejvyse M z nich tes-
tujeme oznaceni dvakrat, u ostatnich jen jednou. Algoritmus
je tedy linedrni vzhledem k N.

Pfi programové realizaci oznacovani prvki pole A nemu-
sime zavadét dalsi pole, ale mizeme vyuzit jednak toho,
ze A je programova proménnd, do niz lze zapisovat, jednak
toho, ze prvky A jsou celd kladna ¢isla. Oznaceni prvku A[j]
pak realizujeme jeho nahrazenim ¢islem —lA[]]l (Aby byla
dodrzena posledni podminka v zadani alohy, je nutno na
konci vSechna oznaceni zrusit, tj. nahradit dosazitelné prvky
jejich absolutni hodnotou.)
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{Algoritmus v pascalu}
{pfedpokladame, ze jsou dany konstanty M, N a naplnéna
pole ZAC, A}
var ZAC: array[l..M]of 1..N;
A: array[l.. N] of integer;
i, j, K : integer;
begin
for i :=1to M do
{invariant: jsou oznaceny (tj. zdporné) vsechny prvky
pole A dosazitelné ze ZAC[1),...,ZAC[i — 1]}
begin
K = ZAC[i);
while (1 <= A[K]) and (A[K] <= N) do begin
A[K]:= —A[K];  {oznaleni dosaZitelného prvku}
K := —A[K] {posunuti na dalsi}
end;
if A[K] >= 0 then A[K] := —A[K]
{oznaceni dosazitelného prvku, ktery uz neni

ukazatelem}
end;

for j:=1to N do
if Aj] >= 0 then writeln (j)
{vypis nedosazitelnych prvki}
else A[j] := —A[j] {restaurace dosazitelnych}
end.

P-11-2

Pii feSeni tulohy pouzijeme nasledujici tGvahu. Necht
bod (X[I],Y[l]) je takovy, ze X[I] = min{X[i],i =
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= 1,...,n}, a oznatime «; (j # ) Ghel uréeny bo-
dy (X[0,Y[), (X[ + 1,Y[M), (X[5),Y[]) (obr.25).
(Pokud Y[j] < Y[l], pak Ghel ma znaménko —.)

o

Obr. 25

Nyni setfidime ahly podle velikosti takto: aj, < --- <
< ap—1. Ostrou nerovnost mizeme predpokladat, protoze
zadné tfi body nelezi v jedné pfimce. Hledand permutace
bodi je potom takovato:

{I)jl)"')jﬂ}

Ukazeme, ze pro tuto posloupnost se urcené tsecky ne-
protinaji. Necht se protinaji Gsecky urcené body j;, jit1,
Jky Je+1, pak napf. aj, < aj,, < aj, < aj,,,. Oznac-
me s prusecik téchto tsecek. Protoze zadné tfi zadané body
nelezi na jedné primce, je bod s vnitfni bod obou usecek.
Oznadlime-li a, Ghel uréeny analogicky jako thly aj, pak
plati:

aj, < as < Qi

aj, <oy < Qjyy,
To je ale spor. Tedy tsecky se neprotinaji.
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V programu pouzijeme nasledujici vlastnost. Abychom
nemuseli pfimo pocitat velikost hlu, staci pocitat pouze
podil (Y[I] — Y[i])/(X[l] — X[1]). Je zde viak problém, ze
jeden bod miZze mit stejnou z-ovou souradnici jako X[I].
To odstranime tak, ze bod X[I] ,zanedbatelné posuneme*
doleva (napf. 0.0001 pro zadani s pfesnosti 0.1).

Algoritmus ma nasledujici postup:

1. Nacteni zadani.

2. Zjisténi X[I] = min{X[7],i=1,...,n}.

3. Vypoéet (Y[i] - Y[I])/(X[i] - X[+ 0.0001).
4. Setfidéni uzla i =1, ..., n;i # L.

Pro pamétové zvyhodnéni je hodnota vypoétena v bo-
dé 3 ukladana znovu do pole X. Pro tfidéni je pouzito
pomocné pole Z. Tridéni je vykonano metodou Quicksort.
(Viz napf. roCenka 36. ro¢niku MO na stfednich Skolach,
priklad P-1-2.)

SloZitost algoritmu

Body 1, 2, 3 majislozitost O(n), bod 4 O(nlogn). Celkova
slozitost je tedy O(nlogn) za pouziti jednoho pomocného
pole velikosti n.

Zipis algoritmu (v jazyce Pascal)

program mnoh;

const u = —1000;

var X,Y : array[l..10] of real;
Z: array[l..10] of integer;
t,5,k,l,n:0..11;
m: real;

procedure SORT(I,r: integer);
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var 7, j, k, w: integer;
begin
i=0j=r; k:={+r)div 2
repeat
while z[2[i]] < z[z[k]] doi:=i+1;
while z[z[k]] < z[2[j]] do j :=j - 1;
if : <= j then begin
w = z[i]; 2[i] := z[j]; z[j) = ws; =i+ ] =51
end
until ¢ > j;
if | < j then SORT(l, j);
if i < r then SORT (i,r)
end,;
begin
writeln ("Zadej pocet bodd 1-10’); readin (n); {nacteni}
writeln (’Zadej body pomoci souradnic’);
for i := 1 to n do readin (z[i], y[7]);
m:=z[1];1:=1;
for i := 2 ton do
if z[7] < m then begin

m = z[i];
{nalezeni bodu s nejmensi z-ovou soufadnici. }
l:=1
end;

for i := 1 to n do begin

z[i] := (y[i] — y[1]) / (z[i] = m + 0.0001);
{vypocet hodnot}

z[i] =1 {pro srovnani}
end;
SORT (1,n); {setFidéni}
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writeln ("Vyslednd permutace je nasledujici:’);
write (1 : 3);
for i := 1 ton do
if z[i] <> [ then write (2[7] : 3);
writeln
end.

P-1l—-3

Ndstin algoritmu: Jeden z moznych postupti vypoctu {ﬁ}
je néasledujici (pfedpokladame N 2 M > 0, jinak je vypocet
trivialni).

Oznaéime k = N —M azavedeme pomocné pole P[0 .. k],
do néhoz na zacatku ulozime hodnoty {i}, {f}, ce {k'{'l},
tj. samé jednicky.

V kazdém dalsim (i-tém, pro 2 < i £ M) kroku zmé-
nime obsah pole P z hodnot { } {’ 1} ,{H’k 1} na
hodnoty { } {"H} {”"h} Po M-tém kroku pak bude
platit P[k] = {M}

Provedeni i-t€ho kroku: Na zalatku i-tého kroku pole P
obsahuje prvky

i 1 i+ k-1

i | i _ 1 1 "1 Ey 2' - l )
nebot P[0] = {iZ1} = {i} = 1. Proto pfictenim souéi-
nu i - P[0] k prvku P[1] dostaneme P[1] = {**'}. Dalsim

pfictenim ¢ - P[1] k prvku P[2] dostaneme P[2] = 2%,
atd., az nakonec P[k] = {'fk}. :

Algoritmus v pascalu:
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{predpokladame, ze jsou dany konstanty N, M, a ze N 2
2 M 20}
{podminka C(¢,j) je definovina nize a slouzi jako
invariant}
const k=N — M;
var 7, j: integer;
P: array([0..k] of integer;

begin
if M = 0 then writeln (’{’, N,” 0} = 0°)
else begin
for j :=0 to k do P[j] := 1, {inicializace}
for i := 2 to M do {CG,1)}
for j := 1 to k do P[j] := P[j]+i*xP[j —1]; {C(3,4)}
{C(M +1,1)}
writeln {’, N, M '} =, P[k])
end
end.

Diikaz: Pro 2 £ i S M +1,1 <5 £ k+ 1 definujeme
podminku

C(i, ) = Vr, 0§r<j:P[r]:{'“:"}

a soucasné

Vs, j§s§k:P[s]:{z+js—l-1}.
z—

Nyni Ize snadno ovérit tato fakta:

a) Po provedeni prvniho — inicializa¢niho kroku (tj. na
zacatku druhého kroku) plati C(2,1).
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b) Plati-li C(7,j) pro uréité ¢, j, 2 S i S M, 1 < j <k,
potom po provedeni pfifazeni P[j] := P[j]+i* P[j — 1]
bude platit C(z,j + 1).

¢) Pro2SisMijeC@i,k+1)=C(>i+1,1).

d) Uzitim bodu (b) a indukce vzhledem k j mame, ze pla-
ti-li C(¢,1) na zaéatku i-tého kroku, 2 < i £ M, (pfed
provedenim vnitfniho cyklu), pak po jeho skonceni bude
platit C(¢, k+ 1), tedy, podle (c), bude platit C(i+1,1).

e) Uzitim bodi (a), (d) a indukce vzhledem k 7 dostava-
me, ze na zacatku kazdého i-tého kroku (2 £ i £ M)
plati C(7,1) a na konci M-tého kroku plati C(M +1,1).

Po provedeni celého algoritmu tedy plati C(M + 1,1).
Odtud podle definice podminky C' mame P[k] = {ﬁ}

Pocet aritmetickych operaci na mezivysledcich: Jediné
s¢itani a jediné nasobeni mezivysledki se provadi ve vniti-
nim cyklu algoritmu. Pocet provedéni vnitiniho cyklu je k,
pocet provedeni vnéjsiho cyklu je M — 1. Vidime tedy, ze
celkovy pocet séitani mezivysledki je tentyz jako pocet
nasobeni a je roven (M —1)-k=(M —-1)- (N - M).

P-11-4

a) Cisla jsou reprezentovana v unarni soustavé, oddélena x.
Necht |z|, resp. |y| znadi poclet jednicek v zdpisu =z,
resp. y. ReSeni plyne z nasledujicich fakt. Necht |z| =
=k, |y = Lpak |e — y| = k—=1+1,jeli k 2 I
resp. |¢ —y| =1, jelik <.

Postup feseni je nasledujici. Nejprve se vstupni slovo na
pasce prepise tak, ze bude zacinat 0, kterd bude indikovat
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pravy okraj pasky. Pak se postupné jedni¢ky v prvnim &isle
nahradi *, dokud neni

a) * tolik, jako bylo cifer v 2. &isle, nebo
b) se nenahradila 0.

Na zavér se pridé jedna 1 a * se smazou. Postup lze zapsat
do této tabulky:

T 1 * A 0
START 1 (2,0, P)
2 (2,1,P) (3,1,P)
3 (4, %, P)
4 (4,1, P) (5,1, P)
5 (6,A,L) (5,A,L)
6 (6,1,L) (7,%, L)
7 | (8,%P) (7,%1L) (10,1, P)
8 | (9,1,P) (8 P) (11,A,L)
9 (9,1, P) (5,A,L)
10 (10, A, P)
11 | (1,1,L) (11,4,L) (11,1, P)

b) UZijeme pomocnou abecedu V = {A, B}. Pokud je
vstup prazdny, odpovéd je ano. Jinak si stroj zapamatuje
prvni pismeno vstupu, zméni ho na velké z divodu jiz
ovéfeného oznaceni. Déle se procte zbytek slova a porov-
na se zapamatované pismeno s poslednim. Pokud nejsou
stejnd, slovo neni palindrom a odpovéd je ne. Jinak se
posledni pismeno pfepise na velké a ovéruje se platnost
palindromu pro zbytek slova. Tento postup lze napsat
do nésledujici tabulky:
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T a b A A B
START1 | (2,A,P) (3,B,P) (8,4,P) (8,4,P) (8B,P)
2 (2,a,P) (2,b,P) (4,4,L) (4,A,L) (4,B,L)
3 (3,a,P) (3,b,P) (5,4,L) (5,A,L) (5,B,L)
4 (6,A,L) (7,b,L) (7,A,L) (8,A,L) (8,B,L)
5 (7,e¢,L) (6,B,L) (7,A,L) (8,A,L) (8,B,L)
6 | (6,a,L) (6,bL) (1,A,P) (1,B,P)
7
STOP 8
P-1l-1

Zavedeme si nasledujici pojem: Koncovym indexem prv-
ku A[j] (pro 1 £ j £ N) nazveme éislo j, pokud A[j] > N;
jestlize 1 £ A[j] £ N a prvek A[A[j]] mé4 koncovy index,
pak tento index bude také koncovym indexem prvku A[j];
v ostatnich pfipadech polozime koncovy index prvku A[j]
roven nule.

Koncovym indexem prvku ZAC[i] (pro1 £ i< M, 1<
< ZAC[i] £ N) rozumime koncovy index prvku A[ZAC[i]].

Ukolem algoritmu tedy bude nahradit kazdy prvek po-
le ZAC jeho koncovym indexem. Snadno nahlédneme nasle-
dujici tvrzeni: Jestlize v poli A libovolny prvek nahradime
jeho koncovym indexem, pak koncové indexy vsech prvki
poli ZAC a A zistanou stejné jako pred zaménou.

Hrubd idea algoritmu: Prochazime postupné prvky
ZAC[1],..., ZAC[M] a v kazdém kroku nahradime ty prvky
pole A, jez jsou dosazitelné ze ZAC[i], jejich koncovym
indexem. Ten je také koncovym indexem prvku ZAC[i],
takze ho zapiseme i do ZAC[i].

Pf1 zjistovani koncovych indexi postupujeme podobné
jako v tloze P-II-1, pripadné zacykleni odkazi (tj. pFipad,
kdy koncovy index je nula) si hliddme tak, Ze si pribézné
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oznacujeme (obracenim znaménka) prvky pole A dosazitel-

né ze ZACi.

{Algoritmus v pascalu}

{pfredpokladame, Ze jsou dany konstanty M, N a naplnéna
pole ZAC, A}

var ZAC: array[l..M]of 0..N;

A: array[l.. N] of integer;
i,k, L, P: integer;

begin
for::=1to M do »INVE
begin
k= ZAC[i];
while (1 £ A[k]) and (A[k] <= N) do begin
Alk] := —A[k]; {oznageni prvki pole A}
k= —Alk] {dosazitelnych ze ZAC[i]}
end;
if Alk] <=0 then P :=0
else P := k; {P = koncovy index prvku ZAC[)}

k:= ZAC[i]; ZAC[3) :=

{nahrazenl ZA C[7] koncovym indexem}

while A[k] < 0 do {nahrazeni vsech prvki}
begin
L:=k; {pole A z piivodniho ZAC[i]}
k= —Alk]; {dosazitelnych jejich}
AlL]:=P {koncovym indexem}
end
end

end.

V misté oznaceném ,inv“ plati invariant:
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- prvky ZAC([1],...,ZAC[i — 1] jsou svymi koncovymi
indexy,

— vSechny prvky pole A, které byly dosazitelné z pivod-
nich hodnot ZAC(1],..., ZAC[i — 1], jsou svymi konco-
vymi indexy,

- ostatni prvky poli maji své ptiivodni hodnoty,

— koncové indexy vSech prvki poli ZAC a A jsou stejné
jako koncové prvky jejich pivodnich hodnot,

V prvnim vnitinim cyklu hledame koncovy index prv-
ku ZAC[i]. Jsou-li odkazy v poli A cyklické, bude koncovy
index roven nule (pfikaz if za cyklem). Koncovy index se
zapiSe do ZAC(i]. Ptifazeni tohoto indexu prvkim pole
A (druhy vnitini cyklus) neni nutné z hlediska spravnosti
algoritmu, ale je dulezité z hlediska jeho ¢asové slozitosti.

Je-li vysetfovan néjaky prvek A[k], je pocet jeho zpFi-
stupnéni roven fadové ¢islu M.V prvnim vnitfnim cyklu je
opakovanému prochazeni prvku zabranéno tim, Ze si hlida-
me cykleni odkazi, v druhém vnitinim cyklu se prvek A[k]
nahradi svym koncovym indexem a diky tomu na ném kazdé
dalsi provedeni prvniho while-cyklu ihned skonéi. Odtud vy-
plyva Casova slozitost algoritmu O(M + N), coz (vzhledem
k podmince M < N) je rovno O(N). Algoritmus je tedy
linearni vzhledem k N.

P-1ll-2

Koeficienty Legendreovych polynomi jsou racionélni éisla,
kterd v paméti miizeme reprezentovat dvojicemi celych &i-
sel (Citatel, jmenovatel). Pro Gcely generovani koeficientd je
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vhodné citatele uchovavat v jednorozmérném poli A[0 .. N],
v prvku A[j] je ¢itatel koeficientu u j-té mocniny.

Polynom P je pro sudé, resp. liché i sudou, resp. lichou
funkei, tj. jeho liché, resp. sudé koeficienty jsou nulové. Proto
lze v poli A uchovévat nardz citatele koeficienti polyno-
mu P;, P;_;. Pro kazdy polynom je uchovan spolecny jme-
novatel jeho koeficientl tak, aby aspon 1 koeficient tohoto
polynomu byl v zakladnim tvaru.

Algoritmus mize tedy pracovat takto:

e Do pole A umistime Citatele koeficienti polynomi Py, Py
a do proménnych ds, dl umistime hodnoty jmenovatela.
e Proi=2,..., N opakujeme:
— vypocteme koeficienty polynomu P; a prepiSeme jimi
koeficienty polynomu P;_;
— provedeme mozné kraceni hodnot vypoétenych koefici-
entli polynomu F;.
e Vypiseme koeficienty polynomu Py, tj. sudé nebo liché
prvky pole A, a hodnotu ds nebo dl podle toho, zda N
Je sudé, nebo liché.

Pro zjednoduseni algoritmu je pole A indexovano od —1,
pti¢emz A[—1] je vidy nulové.

{Algoritmus v pascalu — pfedpoklddame, zZe je dana kon-
stanta N}
var A: array[—1..N] of integer;
{Zitatele koeficientd polynomu}
ds, dl: integer;{jmenovatele koeficienti polynomu}
1,7, NN1, Ny, M, NSD: integer;
begin
A[-1]:= 0; A[0] := 1; A[1] := 1;
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for j:=2to N do A[j] :=0;ds:=1;dl:=1; NN, := 1,
for i := 2 to N do
{vypocet Citateld koeficientd polynomu stupné 7}
begin
NNy :=NNi+2; Ny :=i—1;j:=1
repeat
if ds = dl then A[j] := NN * A[j — 1] — Ny * A[j]
else A[j] := NN * A[j — 1] — Ny x Ny x A[j];
J=3-2
until j < 0;
if ¢ mod 2 = 0 then begin
ds:=dl *x1; NSD :=ds
end
else
begin
dl:=dsx1; NSD :=dl
end;
{zjisténi NSD vypoétenych hodnot}
Ji=1
repeat
M := abs(A[j]);
while M <> NSD do begin
while NSD < M do M := M — NSD;
while NSD > M do NSD := NSD — M
end;
J=j-2
until (J < 0) or (NSD =1);
{kraceni koeficientii}
if NSD <> 1 then begin
J =1,
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repeat
Alj] := A[j] div NSD; j := j - 2;
until j < 0;
if ¢ mod 2 = 0 then ds := ds div NSD
else dl := dl div NSD;
end
end;
{ vypis koeficienti }
if N mod 2 = 0 then writeln (jmenovatel:’, ds)
else writeln (’jmenovatel:’, dl);
J:=N;
repeat
writeln ('mocnina’, j, ’:koeficient ’, A[j]); j:=j —2;
until j < 0;
end.

P-1ll-3

Reseni tlohy prevedeme jednoduchou tivahou na feseni kla-
sického grafového problému hledani nejkratsich cest z dané-
ho uzlu grafu do vsSech ostatnich. Pro feseni tohoto problé-
mu pak pouzijeme klasicky Dijkstriv algoritmus. Nasi Glohu
prevedeme tak, ze z matice V vypustime hrany delsi nez
dolet letadla. Nyni miZeme jiz pouzit Dijkstriv algoritmus
pro uréeni d[v], nejkratsi vzdalenosti z u do v pro graf G:

Pomocné promeénné

— M, mnozina vrcholi, pro které jesté neni vzdalenost d[v]
definitivné urcena

— V, vektor, kde pro kazdy uzel v je uveden predposledni
uzel nejkratsi cesty z u do v a neprochazi M
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— L, matice pfimé vzdalenosti

Algoritmus

1. Inicializace. M = V(G) \ {u}; d[u] = 0; V[u] = u;
pro v # u: d[v] = L[u,v] a je-li d[v] < oo, V[v] = u.

2. Test ukonceni. Je-li M prazdna, vypocet kondi.

3. Urceni d[v] pro dalsi uzel. Z uzli mnoziny M vybereme
uzel v s minimalni hodnotou d[v]. Je-li d[v] = oo, pak
vypocet konéi, jinak vyjmeme v z M.

4. Aktualizace d a V. Je-li v uzel vybrany v bodé 3, pak
pro kazdy uzel w € M: pokud d[v] + Lv,w] < d[w],
provedeme V{[w] = v, d[w] = d[v] + L[v, w].

5. Skok do bodu 2.

Vlastni program v jazyce Pascal:

program LET,;
label 5,10;
var M : set of 1..20;
L: array[1..20,1..20] of integer;
i,7,k,n,u:0..20;
v, w: integer;
begin
w:=0;
5: writeln ("Zadej dolet letadla’);
readin (v);
writeln ("Zadej pocet letist [1-20]’);
readln (n);
writeln (Zadej matici vzdélenosti °);
writeln (’[pokud neni hrana —1}’);
for i := 1 to n do begin
for j := 1 to n do begin
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read (L3, j]);
if L[i, 5] > v then L[i, j] := —1;
{Odstranéni hran presahujicich dolet}
end;
readln
end;
writeln ("Zadej letisté, ze kterého se uréujf trasy:’);
readln (u); M :=[1..n];
for i := 1 to n do
if L{u,i] 2 0 then L[i, u] := u; {* 1%}
= [u;
while M <> [] do begin
w:=nxv+1;7:=0;
for i :=1 to n do
ifi in M then
if (L[u,7] >=0) and (L[u,:] <= w) then begin

w:= Llu,i]; j =1 {* 3 *}
end; g
if j = 0 then goto 10; {*4*}
M := M - [j];

for i :=1 ton do
if i in M then
if (L[j,7] >=0) and
((w+ L[j,7) < L[u,1]) or (L[u, ] < 0)) then begin
L[i,u] := j; L[u,i] := w+ L[j, ] {* 5 *}
end;
end;
10: L[u,u] := 0;
writeln (° :27,’Trasy z letisté’ u:3); writeln ;
write ( :10,’letidté’,” *:10,’vzdalenost’);
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write (° *:10,’ nejkratsi trasa’); writeln ;

for i := 1 to n do begin
v := L[u,1;
if v >= 0 then begin
k:=1j5:=1,
while k£ <> u do begin
L[j,4)= L[k, u]; k := L[k, u]; {*6*}
Jj=Jj+1
end;
write (* 11,7 : 2);
write ’ :14,v : 3,” *:14);

for k := j — 1 downto 1 do write(L[k,1]:2,"));
write (i : 2); writeln

end
else
begin
write (° :11,3 : 2);
write (’ ’:12,’nekoneéno’);
write (° ’:11,’neexistuje’);
writeln
end
end;
writeln ("Opakovat vypoéet [0/1]’); readln (j);
if j = 1 then goto 5;
end.
*¥*KOMENTARE ***
* 1*: Odstranéni hran presahujicich dolet
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* 2% . Ztotoznéni u-tého sloupce matice L s vektorem V
a u-tého fadku a d

* 3 *: Nalezeni minima d[v] pro v € M

* 4 * . Neexistuje zlepseni

* 5 *: Provedeni zlepseni

* 6 *: Rekonstrukce letové trasy

Casovd sloZitost: Algoritmus zpracuje vstup n letist v ¢a-
se O(n).

Sprdvnost algoritmu: Dokazeme pouze pro Dijkstriv al-
goritmus. Indukci ukaZeme, ze pro v vybrany v bodé 3
algoritmu je d[v] = dy,, tj. délka nejkratsi cesty. Necht
pfedpoklad plati pro uzly z V(G) \ M. Necht v je uzel
vybrany v bodé 3 algoritmu a necht existuje cesta Pz u dov
tak, ze délka dp < d[v]. Necht « je prvni uzel z P, ktery lezi
v M a y jeho pfedchiidce v P. Pak d[z] £ d[y] + L[y, z] =
= duy + L[y, 2] £ dp < d[v], coz je spor s minimalitou d[v].

P-1ll-4

a) Uzijeme pomocnou abecedu V = {A, B,C}. Pokud je
slovo prazdné, pak stroj odpovi ano. Jinak pfecte prvni
symbol slova. Pokud neni tento symbol a, pak slovo neni
pfijimano. Pokud je symbol a, stroj ho pfepise na A
a hledd k nému b. Pokud jej nalezne, prepise ho na B
a hleda ¢, které prepise na C. Tento postup se opakuje,
dokud stroj neskonéi spésné, i nelispésné.
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T| a b c A A B C
START 1|(2, A, P) (5,4,P)(1,A,P)(1,B,P)(1,C, P)
2|(2,a,P)(3,B,P) (2,B,P)

3 (3,b,P)(4,C, L) (3,C,P)
4((4,a,L) (4,b,L) (4,¢,L) (1,A,P)(4,B,L) (4,C, L)
STOP 5

b) Uzijeme pomocnou abecedu V = {4, B,«,}. Pokud
je vstup prazdny, je slovo palindrom. Jinak stroj po-
stupné testuje postfixy vstupniho slova, dokud nenarazi
na palindrom. Pro testovani se pouziva stroj z prikladu
v krajském kole (stavy 2, 3, 4, 5, 6, 7). Pokud postfix
neni palindrom vlozi se jeho prvni znak mezi vstupni
slovo a jiz pfipsanou ¢ast vpravo a ta se posune o jeden
znak (stavy 8, 12,13, 14, 15, 16, 17). Zacatek testovaného
postfixu a zacatek jiz doplnéné Casti je oznacen Fecky-
mi pismeny. Vzdy po ukonceni testovani palindromu se
velka pismena prepisi na mald. Po zjisténi, ze postfix je
palindrom, se prepisi vSechna pismena na mala.

T a b A A B o J¢]
START 1/(3,4,P) (4,4,P) (9,40, P)

2|(3,A,P) (4,B,P) (9,A,P) (9,B,P) (9,4,P) (9,47,P)

3/(3,a,P) (3,b,P) (5,A,L) (5,A,L) (5,B,L) (5,A,L) (5,4,L)

4|(4,a,P) (4,b,P) (6,40,L) (6,A,L) (6,B,L) (6,A,L) (6,A,L)

5|(7,A,L) (8,b,L) (9,A,P) (9,B,P) (9,A,P) (9,4,P)

6/(8,a,L) (7,B,L) (9.4, P) (9,B,P) (9,2, P) (9, P)

71(7,a,L) (7,b,L) (2,A,P) (2,B,P) (2,A,P) (2,A,P)

8((8,a,L) (8,b,L) (8,4,L) (8,B,L) (12,A,P) (15,1, P)

9/(9,a,P) (9,b,P) (10,A,L)(9,a,L) (9,b,P) (10,a,L) (10,b,L)

10(10,a, L) (10,b, L) (10,a,L) (10,b,L) (11,a, P) (11,b, P)
STOP 11

12{(12,a,P)(12,b,P) (16,4, P)(12,a,P)(12,b, P) (13,47, P) (14,4, P)

13|(13,a,P)(14,a,P)(16,a, L)

14|(13,b,P) (14,b,P) (16,b,L)

15(15,a, P) (15,b, P) (16,4, P) (15, a, P) (15,b, P) (13, A, P) (14, A, P)

16|(16,a,L) (16,b,L) (16,A,L 17,4,L) (17,4,L)

17|(17,a,L) (17,b,L) (17,a,L) (17,b,L) (1,a,P) (1,b,P)




