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Kategorie B

Texty uloh

B-1-1

V oboru redlnych &isel feste rovnici 3z3 — [z] = 3, kde [z]
znadli celou ¢ast Cisla z.

B-1-2

Na strané AB trojihelniku ABC jsou dany body K, L tak,
7e |AK| = |KL| = |LB|, podobné na strané CB body M, N
tak, Ze |CM| = |MN| = |NB]|. Prisecik tse¢ek AN a KM
oznatme P, pruselik pfimek LP a AC je bod Q. Uriete
obsah ctyrihelniku CQPM, jestlize se obsah trojihelniku
ABC rovna 18.

B-1-3

V roviné je dano 7 bodiu, z nichZz nékteré jsou spojeny
useckou. Pritom jsou splnény podminky:
a) z kazdé trojice bodi jsou aspon dva spojeny tseckou,
b) pocet tsecek je minimalni.

Kolik tsecek obsahuje atvar, ktery spliuje tyto podmin-
ky? Nakreslete pfiklad takového Gtvaru.
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B-1-4
Sestrojte trojahelnik, jestlize je din polomér r kruznice mu
vepsané, pomér poloméru R kruZnice mu opsané a strany a

se rovnd 2 a pomeér velikosti 8, v Ghla pFilehlych k strané a
se rovna 3.

B-1-5

Pro realna é&isla a, b, ¢ (ac # 0) ma rovnice az? +bz+c =0
realny kofen r, rovnice az? — bz — ¢ = 0 m4 realny kofen s.
Dokaite, Ze rovnice ax? — 2bz — 2c = 0 ma reéalny kofen,
ktery lezi mezi r a s.

B-1-6

Dokazte, ze pro velikosti «, (3, v Ghli v trojihelniku plati

sin asin Bsiny £ g\/g

B-S-1

Dokaite, ie rovnice
(z—a)z=b)+(z=b)(z—c)+(z—c)(xz—a)=0

maé pro kazdou trojici redlnych &isel a, b, ¢ redlné FeSeni.
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B-S§S-2

Najdéte aspon jednu dvojici celych éisel a, b tak, aby pro
kazdé celé éislo « platilo

z+a - z+b] |22
5 5 | L5
([x] znaéi celou &ast &isla z, tj. nejvétsi celé &islo, které neni
vétsi nez Cislo z.)

B-S-3

Na uhlopriecke AC rovnobeznika ABCD st dané body K
a L také, ze |AK| : |KL|: |LC| = 4 : 5 : 3. Ozna¢me P
prieseénik priamok AB, DK a @ prieseénik priamok CD
a BL. Vypoéitajte pomer |PR| : |QR)|, kde R je prieseénik
uhloprie¢ky AC' a priamky PQ.

B-1l-1

Dokaite, Ze funkce f(z) = kz —[z] definovand na mnoziné R
vSech realnych cisel neni pro k > % prosta.

B-11-2

Ukazte, Ze rovnica
et —2e3 4322 -4245=0

nema rieSenie v mnozine realnych &isel.
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B-11-3

V rovine je danych sedem bodov, z ktorych niektoré s
spojené tseckou. Pritom v kazdej Stvorici bodov st aspon
dve dvojice spojené tseckou a pocet useciek je minimalny.
Zistite, kolko useéiek takyto Gtvar obsahuje, a nakreslite
priklad.

B-I1l-4

Je dan obdélnik ABCD a na jeho straniach AB, C'D jsou
zvoleny body E, F' tak, ze trojihelniky AFG,GHF a HCF
mayji stejny obsah (G a H oznacuji priseéiky Ghlopficky AC
s pifimkami EF a BF'). Urlete pomér obsahu trojihelniku
AFEG a obsahu daného obdélniku.

Reseni uloh

B-1-1

Oznaéme [z] = n, takie n < z < n + 1. Funkce y = 23 je
rostouci, takze
nd <z® < (n+1)>

Vynésobime-li tuto nerovnost tfemi a odeéteme n, dostane-
me
3n3 —n <323 — [2] < 3n® 4+ 9n% + 8n + 3.

Spliyje-li  danou rovnici, je nutné
3n3 —n <3 <3n®+9n? +8n+3,
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tedy
n(3n®—1)<3 asoucasné 0 < n(3n’+9n+8).

Druhd nerovnice neni splnéna pro zadné n < 0, protoze
3n% 4+ 9n + 8 > 0 pro kazdé n. Z pfirozenych &isel spliuje
prvni nerovnici pouze Cislo n = 1, takZe FeSenad rovnice
muzZe mit feSeni pouze v intervalu (1,2). Pro takové feseni
pak plati 3z3 — 1 = 3, tedy z = \3/3_. Tato hodnota je
z uvedeného intervalu a je jedinym fesenim tlohy.

B-1-2
Z podobnosti trojihelniki ABC, KBM (obr.12) plyne

C
M M
Q N Q N
DN SVAN
A K L B A K L B
Obr. 12 Obr. 13

|[KM| = %|AC|, z podobnosti trojihelniki ANC, PNM
plyne |[MP| = 1|AC|, takie |PK| = |KM| - |[MP| =
= }|AC|. Usetka PK je stfedni piitkou v trojihelniku
ALQ, takie |AQ| = 2|PK| = 1|AC|, neboli |CQ| =
= 2|AC]|. Ctyfhelnik CQPM je lichob&znik se zékladnami
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CQ a MP a vyskou v, kde v je vyska trojahelniku ABC
na stranu AC. Hledany obsah je tedy

1/2 1 1 7
5 (§+§> |Ac|.§v_§-6|AC|v_7,

nebot 1|AC|v = 18.

Jiné ¥esSeni. Body M, N vedeme rovnobézky s pfimkou
AB i s pfimkou AC (obr.13), body K a L vedeme rovno-
bézky s pfimkou BC. Tim se trojahelnik ABC rozdéli na 9
shodnych trojthelnikd, kazdy z nich ma obsah 2. Ctyfahel-
nik CQPM je slozen z 3,5 téchto trojihelniki, jeho obsah
je tedy 7.

B-1-3

Jestlize z nékterého z danych bodi (oznaéme ho A) ne-
vychézi zadna Gsecka, museji byt kazdé dva ze zbyvajicich
6 bodt spojeny, jinak by tyto dva body tvofily spolu s bo-
dem A trojici, ktera by nespliiovala podminku a). Sest bodd
uréuje (3) = 15 tsecek. Necht z nékterého bodu A vychézi
pouze jedna usecka, jeji druhy krajni bod oznaéme B. Kaz-
dé dva ze zbyvajicich péti bodi museji byt opét spojeny
useckou, je tedy v tomto pripadé tfeba aspon 11 usecek.
Necht z nékterého bodu A vychézeji pouze dvé asecky (do
bodli B, C). Kazdé dva ze zbyvajicich 4 bodi museji byt
spojeny, to dava 6 Gseiek. Podminka a) vSak bude splnéna
jen tehdy, bude-li kazdy z téchto 4 bodl spojen s B nebo
s C (12 tsecek) nebo budou-li spojeny body B, C (pak
je tieba aspon 9 Gseiek — obr. 14). Vychazeji-li z kazdého
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B
Obr. 14

bodu asponi 3 useéky, je jich celkem aspon % -3 -7, tedy
aspon 11. Nejmensi mozny pocet asecek je tedy 9.

B-1-4

Nejdrive sestrojime trojihelnik ABC, ktery ma vsechny po-
zadované vlastnosti kromé daného poloméru vepsané kruz-
nice. Zvolime libovolnou tse¢ku BC za stranu a a sestrojime
kruznici o poloméru 2a, kterd prochazi body B, C (obr. 15).

Tim zndme velikost Ghlu a = | A BAC|, spravnéji dvé moiz-
né velikosti — podle toho, zvolime-li A na véts$im, nebo
na mensim oblouku. Rozdil 180° — « rozdélime graficky na
4 stejné dily, 1 dil je velikost Ghlu 7, 3 dily tvofi velikost
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thlu B. Usecka BC spolu s 3 a v uz uréuji bod A. Tak-
to obdrzeny trojihelnik musime ovSem jesté stejnolehlosti
zobrazit tak, aby se polomér kruznice vepsané rovnal r. Za
stfed stejnolehlosti zvolime napfiklad bod B. Oznaéime-li o
polomér kruznice vepsané trojiuhelniku ABC, rovna se ko-
eficient stejnolehlosti poméru 7 : p.

B-1-5

Jear? +br+c = 0, as? — bs — ¢ = 0. Kvadraticka funkce
y = az? —2bz —2c nabyva v bodé z = r hodnoty ar? —2br —
—2¢ = 3ar?, v bodé z = s hodnoty as? — 2bs — 2¢ = —as?.
Jelikoz ars # 0, maji ¢isla 3ar?, as? opaéna znaménka, musi
tedy mezi &isly r, s lezet &islo z, pro které je az? — 2bx —
—2c=0.

Pékné se Gloha tesi téz graficky pomoci grafu funkei y =
= az? (parabola), y = bz + ¢,y = —bz — ¢, y = 2bz + 2¢
(vesmés pFimky, které neprochézeji pocatkem).

Pouzijeme nejdfive nerovnost mezi aritmetickym a geomet-
rickym primeérem, dostaneme

. . . 1 . . .
sinasinfBsiny < ﬁ(sma + sin 8 + sin y)?,

dale postupujeme podle 57. svazku SMM, str. 27, anebo
pouZijeme tzv. Jensenovu nerovnost, podle které pro a, S,
v € (0,2n) plati

sin « + sin 3 + sin y <sina+ﬂ+7
3 = 3 '
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Rovnost plati pravé jen pro trojihelnik rovnostranny.

B-S-1

Mizeme predpokladat, ze a £ b < ¢. Pro funkei
f(z) =(z—a)(z—b)+(z—b)(z— )+ (z - c)(z - a)

je pak f(a) 20, f(b) £ 0, takze v ptipadé a = b je f(a) =0
a v pfipadé a < b existuje nutné z € (a,b), pro které plati
f(z) =o.

Mohli bychom ovsem také spocitat diskriminant kvadra-
tického trojélenu f(z) a ukazat, Ze neni zdporny. To by se
nam snadno podafilo, nebot je

D =4(a+b+c)* - 12(ab+bc+ ca) =
=2(a—b)2+2(b—c)*+2(c —a)%.

B-S-2

Pro cisla a, b musi platit [%} + [g] = 0, coz dostaneme

z dané rovnosti pro z = 0. Zkusime zvolit &isla a £ b
z mnoziny {0, 1,2,3,4}. Dosadime-li postupné = = 1, 2, 3,
4, vyjde

1[4 - 1) 1] -
s o s ]
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takze

a+4] b+3] _ b+2]
s [ [0

odkud vychdzi @ = 0, b = 2. Pro tato dvé &isla je dana
rovnice splnéna pro kazdé z € {0,1,2,3,4}. Je oviem vidét,
ze dand rovnice je splnéna pro z tvaru x = 5k + zo (k je
celé), pravé kdyz je splnéna pro zo.

B-S-3

Z podobnosti trojuhelniki APK ~ CDK, ABL ~ CQL
a APR ~ CQR plynou rovnosti

|AP| _|AP| _|AK| _1 IcQ| _|cL| 1
|CD| ~ |AB| ~ |KC| ~ 2’ |AB| ~ |AL| — 3’
takze
|PR| _ |AP| _3
IQR| |CQ| 2
B-Il-1

Z grafu uvedené funkce zjistime, Ze pro k 2 1 je f(1) =
=k—1larovné f(1-3)=k(1-¢)=k—1.Prok € (3,1)
je £(0) = 0 a zaroved f(}) = 0, nebot &islo § leZi v intervalu
(1,2):

Jiné jeSeni. Uvedend funkce zobrazi interval (0,1)
na interval (0,k) a interval (1,2) zobrazi na interval
(k—1,2k —1). Pfitom pro k 2 1 je zfejmé 0 < k —
—1 < kaprok € (%,l) zase 0 £ 2k — 1 < k, takze
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v obou pfipadech je prinik intervald (0, k), (k — 1,2k — 1)
neprazdny, coz znamend Ze dana funkce neni prosta.

B-1l-2
Mnohodlen jednodu$e upravime na tvar

24 -223 + 322 -4z + 5=
=z3(z2 - 22+ 1)+ 22> -2z +1)+3 =
=z¥z - 1)2+2(z - 1)2+3,

odkud je vidét, ze pro kazdé redlné z je uvedeny vyraz
kladny. Rovnice tedy nemd zadné redlné feseni.

B-1l-3

Kdyby mezi danymi body existovala trojice, ve které by
zadné dva body nebyly spojeny tseckou, musel by kazdy ze
zbyvajicich ¢tyf bodd byt spojen aspon se dvéma z téchto
tfi bodt. To je celkem 8 Gsecek. Tyto ¢ty body jsou také
spojeny asponi dvéma useckami, takze celkové by takovy
atvar obsahoval aspon 10 Gsecek.

Jsou-li naopak v kazdé trojici bo-
di asponn dva spojeny useckou, vime
z ulohy B-I-3, ze Gtvar obsahuje aspon
9 tisecek (obr. 16). Takovy Gtvar zfejmé
vyhovuje pozadavkim tlohy.

Obr. 16

B-ll-4

Z rovnosti obsaht trojuhelniki GH F a HC'F plyne rovnost
|GH| = |HC)|. Protoze trojuhelniky CFG a AEG jsou
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podobné a jejich obsahy jsou v poméru 2 : 1, je |GC| =
=V2|AG|, tj. |AG| = V2|HC).

Z podobnosti trojihelniki CFH, ABH plyne, Ze
|AB|:|CF| = 1 + /2. Ve stejném poméru jsou i vysky
v, w téchto trojahelniki, takze

v v 1
ICB| " v4+w 242

ProtoZe obsah trojahelniku CFH je 3 |CF|v a obsah ob-
délniku ABCD je |AB|(v + w), je hledany pomér

11 1 3/2-4
2 142 242 4
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