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Kategorie Z8

ULOHY I KOLA

(Regeni tloh na str. 30)

Z8 -1-1
Najdéte nejmensi pfirozend Cisla, kterymi musite postup-
né nasobit Cisla
3, 33, 333, 3333, 333333333333,

abyste dostali soucin zapsany samymi jedni¢kami.

Z8 - 1-2

Na zahradé jsou 4 stromy. Ze Sesti vzdalenosti urcenych
dvojicemi téchto stromi jsou dvé rovny 10 m, ostatni Ctyfi
jsou rovny v. Nakreslete planky vSech moznych rozmisténi
a vypoctéte prislusné vzdalenosti v.

28 -1-3

Pro kterd n (n = 12, 19, 198, 1989) je mozné sestrojit
n-thelnik, jehoz kazdé dvé sousedni strany jsou navzijem
kolmé? Odpovéd pro kazdé n odtivodnéte. (Hranici hleda-
ného n-thelniku mé byt uzavienad neprotinajici se lomena
ara v roviné.)
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Z8-1-4

Reste soustavu rovnic pro nezndmé a, b, ¢, d, e, f, g:

24a+b=(1+a)b+1)
3+b+c=(1+b)(c+1)
44c+d=(14+c)(d+1)
S5+d+e=(1+d)e+1)
9+e+f=14+e)(f+1)
10+ f+g=(1+f)g+1)
134g+a=(1+g)(a+1)

Z8-1-5

Je dan pravoihly lichobéznik ABC D s pravym thlem pfi
vrcholu A, s Ghlem 8 = 45° pfi vrcholu B a se shodnymi
stranami AD, DC'. Do trojahelniku ABC a ACD jsou ve-
psany kruznice. Vypocitejte obsahy kruhi uréenych témito
kruznicemi.

Z8 -1-6
Najdéte vsechna kladné celd &isla a, b, pro néz plati

ab+a+b=1989.
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ULOHY II. KOLA

(Reseni tloh na str. 45)

Z8 - 11 -1

Je dan obdélnik s celoc¢iselnymi délkami stran. Zvétsime-li
jednu jeho stranu o 4 a druhou zmensime o 5, dostaneme
obdélnik s dvojnasobnym obsahem. Urcete strany daného
obdélniku. Najdéte vSechny moznosti.

Z8 - 11 -2

Do kruznice je vepsan ¢tyrahelnik, jehoz dvé strany maji
délku 5 cm, dvé strany délku 12 cm a jeho thlopficky maji
rizné délky. Vypoctéte délky téchto thlopficek.

Z8 -11-3

Napiste nejmensi cely kladny nadsobek &isel 2, 3, 4, 5, 6
a 7, jehoz zapis v desitkové soustavé obsahuje pouze nuly
a jednicky.

Z8 -11-4

Je déana krychle ABCDEFGH s hranou délky 5cm. Na
hrané AB lezi bod X vzdéleny od bodu A 2cm, na hrané
GH lezi bod Y vzdéleny od bodu G 1cm. Narysujte troj-
Ghelnik XYE ve skuteiné velikosti. Reste konstrukci nebo
vypoétem.
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ULOHY IIL. KOLA

(Reseni tloh na str. 54)

Z8 - 11l -1

Najdéte nejmensi prirozené éislo, které je v desitkové sou-
stavé zapsano jen pomoci Cislic 4 a 7 a je délitelné cislem

72.

Z8 - 11l -2

Sestrojte aspon jeden rovnoramenny trojuhelnik, ktery
méa obsah nejméné 5cm? a vsechny vysky kratsi nez 3 cm.
Reseni odvodnéte.

Z8 - 111 -3

Bonboniéra s celoéiselnymi rozméry a, b, ¢ (cm), kde a >
> b > ¢, je ovazana provazkem podle obr. 1. Objem krabice

/ 7 c

Obr. 1
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je 1764 cm3, délka provazku (bez uzlu na ovézani) je 94 cm.
Vypocitejte rozméry krabice. Najdéte vSechna feSeni.

Z8 - 11l -4

Je dana krychle ABCDEFGH s hranou a = 6 cm a bod
M na prodlouzeni BF' za bod F ve vzdalenosti 6 cm od
bodu F'. Sestrojte fez krychle rovinou ACM a vypocitejte
obsah tohoto fezu.

RESENI ULOH I. KOLA

Re3eni tlohy Z8-1-1 (str. 26)

1. zpisob. Budeme hledat nejmensi ndsobky danych ¢i-
sel, které jsou zapsany samymi jedni¢kami. Protoze Cisla 3,
33, 333, 3333 atd. jsou délitelnd tfemi, musi byt i hledané
nasobky délitelné tfemi. Ze znaku délitelnosti tfemi tedy
plyne, Ze to mohou byt jen néktera z ¢isel

111, 111111, 111111111, 111111111111 atd.
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Snadno zjistime, Ze

111=3-37
111111 =33 -3367
111111111 = 333 - 333667
111111111111 =3333-33336667
atd.
Pro c¢islo 333 333 333 333 mizeme odhadnout a pak ovérit
vypoétem:
111111...111 = 333...333 - 333...333 666...667

12 trojic 111 12 trojek 12 trojek 11 Sestek

Snadno ovéfime, ze nalezend cisla jsou nejmensi mozna.
Napftiklad ¢islo 111 neni nasobek éisla 33, nebot 111 =
=33 -3+ 12. Proto je ¢islo 111 111 nejmensi nésobek &isla
33 zapsany jen pomoci jednicek.

11. zpisob. Hledané cislo sestrojime postupné po jednot-
livych éislicich od konce. Postup naznacime pro cislo 333.
Aby byla jednic¢ka na misté jednotek, nasobime cislem 7.

333-7=12331

Aby byla jednicka i na misté desitek, musi mit &islo, kterym
nasobime, na misté desitek 6.

333 -67 = 22311

Aby byla jednicka i na misté stovek, musi mit ¢islo, kterym
nasobime 333, na misté stovek 6.

333 - 667 = 222111
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Dalsim vypoctem postupné dostaneme:

333-3667 = 1221111
333-33667 = 11211111
333-333667 = 111111111

Timto postupem odvodime pro ¢isla 3, 33, 333, 3333 vy-
sledky:

337 = 111
33 - 3367 = 111111
333333667 = 111111111

3333-33336667 =111111111111

Porovnanim vysledki dojdeme snadno k domnénce: Cislo
zapsané n trojkami musime nasobit Cislem, které dostaneme
tak, ze pred 7 napiSeme n—1 Sestek a pred né jesté n trojek,
tj. ¢islo

333...3 66..6 7
—— =

n-krat (n-—1)-krat
Pron =1, 2, 3, 4 to plati, pro n > 4 to dokdzeme.
1. Dikaz naznalime sice na konkrétnim pfipadé, pro jed-
noduchost dokonce jen pro n = 4, ale jeho myslenka ma
obecnou platnost.

3333 ...... n trojek
-6667 ...... (n — 1) Sestek, 1 sedmicka
23331 ...... 1 dvojka, (n — 1) trojek, 1 jednicka
19998  ...... 1 jednicka, (n — 1) devitek, 1 osmicka
19998 atd.
19998
22221111 ...... n dvojek, n jednicek
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3333 ... n trojek

23333 ... n trojek
9999 ..... . n devitek
9999 atd.
9999
9999
11108889 ...... (n — 1) jednicek, 1 nula,

(n — 1) osmicka, 1 devitka
Odtud pak dostaneme

6667 - 3333 = 22221111
33330000 - 3333 = 11108889 0000

33336667 - 3333 = 111111111111

2. Dikaz bude podstatné jednodussi, ale vyzaduje jistou
zkuSenost na néj prijit. Véfime, ze bude pro nase ctenéare
pouény. Ilustraci provedeme opét pro n = 4.

Soucin 3333 6667 - 3 333 se nezméni, kdyz prvniho Cinitele
budeme nasobit ¢islem 3 a druhého Cinitele naopak délit
Cislem 3.

33336667 - 3333

1-3 J:3
100010001-1111 = 111111111111

v~/

Podrobnosti si ovérite snadno sami.

Na zakladé této Gvahy jisté sami snadno najdete Cisla,
kterymi musite nasobit cislo zapsané n trojkami, aby soucin
byl zapsidn samymi dvojkami (Etyfkami, pétkami, Sestkami

atd.)
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Pomocna tloha

Cim musite nasobit &islo 1989 (rok konani 39. roé¢niku
MO), aby soucin byl zapsan ¢islem, které konci a) tfemi
trojkami, b) sedmi sedmickami. (MizZete Fesit i pro jiné le-
topocty.)

Re3eni tlohy Z8-1-2 (str. 26)

Na planku zndzornime stromy jako 4 body. Snadno pfi-
jdeme na to, Ze mohou nastat tfi moznosti znazornéné na
obrazcich 2a, b, c.

A
C
D v C
v v 10 10
v ) 10 v
D B
10 10 a
A v B A D VE B
Obr. 2a Obr. 2b Obr. 2¢

V situaci na obrazku 2a obé tsecky délky 10 m nema-
ji Z4dny spoleény krajni bod. Ctyfihelnik ABCD je ctve-
rec. To lze odlivodnit riznymi zpisoby. Napfiklad tak, zZe
trojuhelniky AC'B a AC' D jsou rovnoramenné se spole¢nou
zakladnou AC. Proto je pfimka BD osou usecky AC. Po-
dobné primka AC' je osou Gsecky BD. Podle Pythagorovy
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véty je

v=5-v2=71 (m).
V situaci na obr. 2b vypocitame délku v napriklad z pravo-
ahlého trojihelniku AED. Odvésna DE ma délku 12)- Od-

vésna AF ma délku
|AE| = v—v£——(2 V3),

nebot C'E je vyska rovnostranného trojihelniku BC'D. Pro-
to je podle Pythagorovy véty

(5) + (5)e-var =10
Odtud po Gpravé vypocitame v.

10
TVI- B

Konecné v situaci na obrazku 2c¢ vypocitdme délku v
z pravouhlého trojihelniku AED:

=19,3 (m).

|DE| = 2

|AE|_v+v\/—_——(2+\/_)

Podle Pythagorovy véty opét dostaneme

(g)2 + (%)2(2 +V3) =102,
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a tedy

v= L——'-&Q (m).

2+V3
Zbyva dokazat, ze jind moznost uz nemize nastat. Pro
obé Gsecky délky 10 m mohou nastat dvé moznosti: bud ne-
majispoleény zZadny krajni bod, nebo majispoleény 1 krajni
bod.

Uvazujme prvni moznost. Necht ase¢ky AC a BD mayji
délku 10 m (obr. 3a, b).

D v c 0D 10 C

Obr. 3a Obr. 3b

Potom trojahelniky ACD a ACB jsou rovnoramenné

(s rameny délky v).

~ Situace zn4zornéna na obr. 3a je stejna jako v pripadé
znazornéném na obr. 2a. Situace z obr.3b nastat nemize,
Jjak se o tom sami snadno presvéddite.

Uvazujme nyni druhou moznost. Necht délku 10 m maji
useéky AB a AD. Potom tfi ze zbyvajicich ¢tyt Gsedek délky
v musi byt stranou rovnostranného trojihelniku s vrcholy
B, C, D (obr.4). Bod A musi mit od vrchold B, D vzdéle-
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nost 10 m a od vrcholu C vzdalenost v. Mohou nastat praveé
dvé moznosti zndzornéné na obr. 3a, b.

Obr. 4

Pomocné ulohy

1. Vypocitejte polomér kruznice opsané rovnoramenné-
mu trojihelniku se zdkladnou a = 10cm a ramenem b =

S 10\/5 cm.

2. K dispozici méate libovolny pocet cervenych a modrych
tycek stejné délky. Z osmi z nich mizete sestavit model
pravidelného ctyrbokého jehlanu. Kolik takovych riznych
modeld mizete vyrobit? Dva modely jsou rizné, kdyz je
nemuzete postavit vedle sebe tak, aby vsechny odpovidajici
hrany byly stejné barvy. (Uloha Z6-1- 1z 36. roéniku MO).
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Reseni tlohy Z8-1-3 (str. 26)

Mnohouhelnik, jehoz kazdé dvé sousedni strany jsou na-
vzajem kolmé, mizeme umistit tak, Ze se stfidaji po jeho

<4

obvodu vizdy ,,vodorovné“ a ,svislé“, priklad je na obréz-

ku 5.

Obr. 5

Takovy mnohotihelnik musi mit vzdy sudy pocet stran.
Pro n = 19 a 1989 nema tedy tloha feseni. Pro n = 12
Jje feSenim napf. ,schodisté“ s péti schody. Pro n = 198
miuzZeme nakreslit podobné ,schodisté“ s devadesati osmi
schody. (Vztah mezi potem stran a poftem schodi pro
libovolné n najdéte sami).

Pomocna uloha

Kolik obrazc mizete scsta..t z 12 zapalek, jestlize smi-
te klast zapalky pouze tak, Zze dvé sousedni zdpalky jsou
bud navzajem kolmé, nebo lezi v jedné pfimce? Kolik stran
maji tyto obrazce? Uréete mezi nimi obrazce s nejmensim
a nejvétsim obsahem.

Pozndmka k iloze Z8-1-3. Obdobnou tlohu mizeme Fesit
i v prostoru. Je zajimavé, ze Gloha ma jiné feseni. Poc¢inaje
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Obr. 6

Cislem n = 5 miiZeme sestrojit pro kazdé n mnohothelnik,
ktery ma kazdé dvé sousedni strany navzijem kolmé. Pro
n = 5 je to napiiklad pétithelnik z obrazku 6. Je sestrojen
na povrchu krychle. Neni to vSak rovinny Gtvar. Neni tézké
sestrojit podobné n-thelniky pro ostatni n > 5.

Reseni ilohy Z8-1-4 (str. 27)

Jednoduchou Gpravou dostaneme soustavu jednodussiho
tvaru.

1=ab
2=bc
3=-cd
4 = de (S)
8=cef
9=1fyg
12 = ga
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ke s s s oy 0

Je vidét, ze zadné z Cisel a, b, c, d‘, e, f, g nemuze byt
nula. Déale miZeme postupovat riznymi zptsoby. Ukdzeme
si dva.

i _ 1 .
1. zpisob. 7 prvni rovnice vypoéitdme b = —. Po dosazeni .
‘ a
do druhé rovnice vypocéitdme ¢ = 2a. Po dosazeni do tfeti
. . 3 . (. o
rovnice vyjde d = %" Postupnym dosazovanim do dalsich
a

rovnic dostaneme

e:§a,f:§,g:3a, a’=4.
3 a

7 posledni rovnice a? = 4 vychazi a = 2 nebo a = —2.
Odtud jiz snadno vypocitdme ostatni neznamé.
1 3 16 3
= b= = = d= - = - = =
a 27 2, c 47 4 ) e 3 b f 2 ) g 6

a Cisla k nim opacna.
Zkouska vysledek potvrdi. Dosadte do ptivodni soustavy
sami.

I1. zpusob. Vynasobime vSechny rovnice soustavy mezi se-
bou a dostaneme:

(abedefg)? = 28 - 34

(Kazda neznama se vyskytla vidy ve dvou rovnicich sou-
stavy (S).) Odtud dostaneme:

abedefg = £2* - 32,

Délime-li tuto rovnici 1., 3. a 5. rovnici soustavy (S), dosta-
neme ihned g = +6. Podobné vypocitame ostatni neznamé.
Provedte sami.
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Pomocna tloha
Reste soustavy rovnic:

a+b=4 a+b+c=2 a+b+c+d= 4
b+c=1 bt+c+d=1 bt+c+d+e=-4
c+d=0 c+d+e=5 c+d+e+a=-3
d+e=5 d+e+a=4 d+e+a+b=-1
e+a=4 e4+a+b=3 e+a+b+c= 0

Re3eni tlohy Z8-1-5 (str. 27)

Dany lichobé&znik je zn4zornén na obrazku 7, kde je zvole-
no oznaéeni |AD| = |DC| = d a poloméry vepsanych kruz-
nic r a R.

D d C
s
N r
S
d
K T R
is° m
0 s
A B

Obr.7

Trojahelnik ABC je podle véty uu podobny trojihelniku
ACD. Pomér podobnosti

P: AACD — AABC
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je zfejmé
|AC|: |AD| = dvV2:d=V2:1=V2.

Proto pro poloméry R, r vepsanych kruznic plati R : r =
= /2 :1 neboli R = r\/2 a pro obsahy ohrani¢ené témitc
kruznicemi dostaneme

nR? = K(T\/—i)2 = 2nr2.

Je tedy obsah vétsiho kruhu dvakrat vétsi nez obsah mensi-

ho kruhu. Proto staci vypocitat obsah mensiho kruhu. Podle
obrazku 7 je:

|DT| = |DS| + |ST| = rV2 +r =r(V/2+1)

|DT| = d—é—i

Porovnéanim vypocitame

ST
N

Soret

Obsah mensiho kruhu je

2 nd? . 2
Sy =nrt = —— =0,27d".
2(3 +2v2)
Obsah vétsiho kruhu je
n d?
SrR=2-5 = =0,54d%.
f "T3+2/2
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Pomocné tlohy

1. Do rovnostranného trojiahelniku ABC' je vepsan kruh
K. Dalsi kruh L se dotyka stran AB, AC' a kruhu K (vné).
Obsah kruhu L je 2cm?. Vypodéitejte obsah trojtihelniku
ABC. (Uloha Z8-1-1 z 37. roéniku MO).

2. Je dan duty vélec V s kruhovou podstavou o priméru d
a vysce v; d = v = 10 cm. Do tohoto vélce je vepsana koule
K s primérem d. Najdéte polomér nejvétsi koule L, kterd
se dotyké koule K vné a podstavy i pl4sté valce V. (Uloha
Z8-11-3 ze 37. roéniku MO.)

Reseni tlohy Z8-1-6 (str. 27)

1. zpisob. I’Jlohy tohoto typu Casto fesime tak, Ze trojclen
na levé strané rovnice doplnime tak, aby se dal rozlozit na
souéin. Proto pfi¢teme k obéma strandm rovnice ¢islo 1. Na
levé strané pak vznikne souéin dvou dvojélend.

ab+a+b+1=1990
(a+1)(b+1)=1990

Cislo 1990 rozlozime na souéin dvou &initeldi vétsich nez 1
(nebot a, b maji byt celd kladna &isla).

1990 =2-995=5-398=10-199

Vysledky udava tabulka:

a 1 4 .9 198 397 994
b 994 397 198 9 4 1
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II. zpusob. Z dané rovnice vypocitdme napf. a:

a(b+1)=1989—b
L, 1989-b

1 (b+1#1)

Nyni provedeme Gpravu pfipominajici pfevod nepravého
zlomku na smisené ¢islo:

o 1990 (b+1) _ 1990 _

b+1 Tb+1 i

Citatele jsme upravili tak, abychom mohli dany vyraz ro-
zepsat na dva zlomky, z nichZ jeden mtzeme kratit b + 1.
V naSem pfipadé jsme v Citateli pFicetli k mensSenci i men-
Siteli ¢islo 1. Vidime, Ze b+ 1 musi byt délitelem &isla 1 990
a zdroveni musi byt vétsi nez 1 (aby b > 0). Dostaneme
moznosti:

b+1=2,5, 10, 199, 398, 995, 1990

Dalsi postup je uz zfejmy. Vysledky jsou stejné jako pfi
feSeni Glohy prvnim zpisobem.

Pomocné ulohy

1. Urcete vSechna pfirozena ¢isla a, b, pro kterd ma vyraz

1989
l-ab+9-a+8-b4+9

celociselnou hodnotu.
2. Délky stran pravothlého trojihelniku jsou vyjadieny
prirozenymi éisly a jedna odvésna ma délku 15. Zjistéte
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vSechny pravoihlé trojihelniky s uvedenymi vlastnostmi.
(Uloha Z8-1-2 z 35. roéniku MO).

RESENI ULOH II. KOLA

Reseni ilohy Z8-II-1 (str. 28)

Délky stran daného obdélniku oznaéme a, b. Novy obdél-
nik mé délky stran a + 4, b — 5. Podle podminky tlohy pro
Jeho obsah plati:

2ab = (a +4)(b-5)
Po Gpravé dostaneme:
ab — 4b+ 5a = —-20 (R)

Déle miiZeme postupovat riznymi zpisoby; ukdZeme dva.

I. zpisob. Trojclen na levé strané rovnice (R) doplnime
a rozlozime na soucin:

ab — 4b+ ba — 20 = —40
(a—4)-(b+5)=—40

Reseni najdeme rozkladem &isla —40 na dva &initele. Vzhle-
dem k tomu, Ze musi byt a > 0, b > 0, vyplyvaji pro tyto
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¢initele podminky:

a>0 b>0
a—4>—4 b+5>5

Jsou dvé moznosti:
(=2)-20=(-1)-40 = —40

Zkouskou ovérime, ze v 1. pfipadé maji obdélniky obsahy
30 a 60, v 2. pripadé 105 a 210.
II. zpisob. Z rovnice (R) vypoéitdme napf. a.

a(b+5) = 4b— 20
a_4b—20
T b+5

Zlomek upravime tak, abychom mohli aspon ¢astecné kratit
dvojclenem b + 5.

_4(b+5)—40 40
- b+5 - b+5

Odtud vidime, Ze b+ 5 musi délit ¢islo 40 a zaroven musi
byt b+ 5 > 0. (Pro¢?) Dostaneme moznosti

b+5=8, 10, 20, 40

neboli
b=23, 5, 15, 35.

Odtud plyne
a=-1,0, 2, 3.
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Protoze a musi byt kladné, dostdvime pravé dvé fesSeni,
ktera se shoduji s vysledky ziskanymi pfi prvnim zptsobu
feSeni.

Reseni tlohy Z8-II-2 (str. 28)

Shodné strany hledanych étyfahelniktt mohou byt bud

vivs

sousedni, nebo protéjsi; obr. 8a, b.

A 2 B
k

Obr. 8a Obr. 8b

V prvnim pfipadé dostaneme obdélnik, ale ten ma shod-
né thlopficky, coz odporuje podminkam alohy. Zbyva druhy
piipad (obr. 8b). Trojihelniky ABC a ADC jsou podle vé-
ty (sss) shodné, a tedy soumérné sdruzené podle spoleéné
strany AC. V této soumérnosti jsou body A, C samodruzné
a obrazem bodu B je bod D. KruZnice k je proto v této sou-
mérnosti samodruznd, proto jeji stfed lezi na ose AC'. Podle
Thaletovy véty jsou trojihelniky AC'B a ACD pravohlé.

Podle Pythagorovy véty z obou pravouhlych trojihelniki
ABC a ADC' dostaneme

|AC|? = 5% 4 122
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neboli

|AC| = 13 cm.

Délku druhé thlopficky BD vypoéitame jako dvojnaso-
bek vysky v pravothlého trojihelniku ACD k pfeponé AC.
Vyuzijeme vzorce pro obsah trojihelniku

S = % -5-12cm?
S = ! 13 - vem?
=z .
Odtud porovnanim pravych stran vyjde

60 .
v = ﬁcm =4,6cm.

Uhlopricka BD mé4 tedy délku

120 .
|BD| = 3 m= 9,2cm.

Pozndmka. Vysku v lze vypocitat také pomoci podobnosti
trojihelniki ABE a ABC, ze které plyne

v
5.5-—12.13.

ReSeni tlohy Z8-II-3 (str. 28)

Aby ¢&islo bylo nasobkem kazdého z &isel 2, 3, 4, 5, 6, 7,
musi byt nasobkem jejich nejmensiho spolecného nasobku,
tj. ndsobkem ¢isla 2-3-2-5-7. Odtud vidime, Ze musi byt
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sudym nésobkem ¢éisla 10. Protoze ma byt zapsano jen po-
moci ¢islic 0 a 1, musi mit na misté jednotek a desitek 0.
Na misté stovek vSsak musi mit 1, jinak by bylo délitelné
osmi a nebylo by nejmensim cislem s pozadovanou vlast-
nosti. (Cislo desetkrat mensi by bylo také délitelné cisly 2,
3,4, 5,6, 7.) Hledané ¢islo ma tedy tvar ...100.

Protoze ma byt hledané &islo nasobkem 3, musi byt pocet
jednicek v jeho zapisu také nasobkem 3. Budeme nejdfive
zkoumat Cisla zapsand tfemi jednickami. Uvedeme je podle
velikosti od nejmensiho.

11100:7= 1585 (zb. 5)
110100:7 = 15728 (zb. 4)
101100:7 = 14442 (zb. 6)

1001100 : 7 = 143014 (zb. 2)
1010100 : 7 = 144 300

Hledané cislo je tedy 1010 100.

Pozndmka. Pfi vySetfovani délitelnosti isel Cislem 7 lze
vyuzit i méné znadmy znak délitelnosti ¢islem 7. Seznamime
vés s nim.

Znak délitelnosti ¢islem 7

Dané cislo rozdélime od pravé strany na skupiny po dvou
cislicich. Napfiklad:

2103|1124
Cisla zapsand témito skupinami ndsobime odprava postupné

Gisly 1,2,4,1, 2,4 atd. Tyto souciny pak secteme. Je-li soucet
ndsobkem 7, je 1 dané ¢islo ndsobkem 7. V opacéném pripadé

49



neni ndsobkem 7. V nasem prikladu tedy pocitame:
2 | 03 | 11 | 24

Ll 1-4 1.2 1.1

2 + 12 + 22 + 24 =60

Dostali jsme cislo, které neni nisobkem 7, a tedy ani dané
¢islo neni nasobkem 7. (Ovéfte to sami délenim.)

Dikaz tohoto znaku délitelnosti naznacime na nasem
piikladu, ale pouzitd Gvaha mé obecnou platnost. Cislo
2031124 rozlozime podle sudych mocnin éisla 10.

2031124=2-10°+3-10*+11-102+24 (R)

Nyni sudé mocniny ¢isla 10 rozlozime na nejblize mensi na-
sobek 7 a zbytek.

108 =7-142857+ 1
104 =7-1428+4
102=7-14+2

Rozklad (R) mizeme tedy pfepsat do tvaru:

2031124=2-(7-142857+1)+3-(7-1428 +4) +
C 411-(7-1442)+24

Rozklad upravime na dva scitance, z nichz jeden bude na-
sobek 7.

2031124 =[7-(2- 142857 +3- 1428+ 11-14)] +
+ (2] 1+[3])-4+[11]-2+[24)
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(Vsimnéte si, Ze skupiny v rdmeckach jsou skupiny, na které
jsme rozdélili dané islo.) ProtoZe prvni s¢itanec je ndsobek
7, je dané Cislo nasobkem 7, pravé kdyz je i druhy scita-
nec nasobkem 7. Ale druhy sitanec dostaneme tak, jak je
popsano ve znaku délitelnosti. Zkuste si sami na nékolika
pfikladech ovérit znak délitelnosti sedmi.

Reseni tlohy Z8-II-4 (str. 28)

I. zpisob — grafickou konstrukci. Dan4 krychle 1 s troj-
ihelnikem EXY je znazornéna na obr. 9.

H L Y1 g

|
|
|
| Y
DL £
v -7
/ P4

yal

A ZXZX;1B

Obr.9

Strany FX a EY trojihelniku EXY lezi ve sténach
ABFFE a EFGH. Jejich skutecné délky zjistime na obraz-
ku 10 (str.52).

Nyni zbyva strana XY . Na obrazku 9 vyznacime dva po-
mocné pravothlé trojihelniky XYY; a XY X;. Bod Y; je
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A2 X 3 B E
Obr. 10

patou kolmice z bodu Y na hranu DC a bod X; je patou
kolmice z bodu Y] na hranu AB. Délku strany XY zjistime
tak, ze postupné sestrojime trojuhelniky XX,Y; a XY1Y
(obr. 11). Vyuzijeme toho, Ze pfepona prvniho trojiahelniku
X X,Y; je zdroven odvésnou druhého trojihelniku XY Y.
Trojahelnik EXY nyni muzeme sestrojit ze tfi stran.

X, 5 Y,

Obr. 11

52



(Konstrukce (sss) — obr.12)

Y

Obr. 12

II. zpisob — konstrukce na zdkladé vijpoctu. Vypocitame
délky stran EX a EY trojahelniku EXY podle obrazku 9
nebo 10 z pravoiuhlych trojahelniki AEX a EHY . Dosta-
neme:

[EX|=V52+22=129, |EY|=1/52+42=+/41

Délku tfeti strany XY vypocitdme ve dvou krocich z pra-
vouhlych trojahelniki X X,Y; a XYY (obr.9 a 11).

|XY;] = V22 +52=v29, |XY|=+29+5%=54

Z vypocitanych délek stran muzeme trojihelnik EXY se-
strojit. Pokud délky zaokrouhlime, napfiklad

|EX|=V29=54, |[EY|=V41 =64, | XY|=V54=173
je konstrukce (z teoretického hlediska) jen pfiblizna.
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RESENI ULOH III. KOLA

Reseni tlohy Z8-III-1 (str. 29)

Hledané ¢islo ma byt délitelné Eislem 72, a tedy 1 9 a 8.
Proto musi byt jeho ciferny soucet nasobek deviti a posled-
ni trojcisli ndsobek osmi. Nejdfive budeme vysetfovat cisla
s cifernymi souéty 9, 18, 27, .. ., kterd se daji zapsat pomo-
ci 4 a 7. Budeme rozkladat tyto nasobky deviti na séitance
Jjedné nebo vice ¢tyfek a jedné nebo vice sedmicek.

9 nelze rozlozit na séitance 4 a 7.
18 = 7+ 7 + 4, ale &isla 774, 747, 477 nejsou nasobky
osmi.

27T=7T+4+4+4+ 4+ 4+ 4 (jind moznost neni). Z trojci-
fernych ¢isel sestavenych z Cislic 7, 4, 4 je ndsobkem
osmi jen 744. Cislo 444 744 je tedy nésobek 72. Zby-
va dokazat, ze je nejmensi.
36 =74+ 7+74+7+4+ 4 (jind moznost rozkladu ne-
ni). Z téchto &islic vsak dostaneme vétsi Cislo nez
444 744. ‘
45 =T7T4+7+7+4+4+4+ 4+ 4+ 4 (jind moznost
rozkladu neni). Z téchto Cislic dostaneme jesté vétsi
Cislo.
Cisla s ¢ifernymi souéty 54, 63, . . . jsou viechna vétsi nez na-
lezené Cislo 444 744. Nejmensi hledané &islo je tedy 444 744.
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ReSeni tlohy Z8-III-2 (str. 29)

Snadno zjistime, ze stali sestrojit rovnoramenny trojthel-
nik, ktery ma zakladnu dostatecn& dlouhou. Cim del3f je
jeho zkladna, tim jsou kratsi jeho vysky. Uloha ma proto
nekoneéné mnoho feseni. Jedno je na obr. 13, kde pro jedno-
duchost vychazime z obdélniku o stranach dlouhych 10 cm
a 2cm. Trojthelnik mé obsah 5cm? a vysku ke strané AB
dlouhou 1cm. Vyska k ramenu AC je rovna délce usec-
ky EB, ale to je odvésna pravothlého trojihelniku BED,
a proto je kratsi nez pfepona BD, tzn. |[EB| < |BD| =
= 2cm. Vysku BE je mozno také vypocitat. Vypocet pro-
vedte sami.

D
2
1
A 5 5 B
Obr. 13

Reseni tilohy Z8-II1-3 (str. 29)

Z podminek pro objem krabice a délku provazku dosta-
neme (obr. 14, str. 56):

abc = 1764
a+b+2c= 47 (polovina délky provazku) (R)
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Obr. 14

Cislo 1764 musime rozlozit na &initele a, b, ¢ (a > b > c)
tak, aby platila rovnost (R). Nejdfive rozlozime ¢islo 1764
na souéin prvocisel:

1764=2-2-3-3-7-7

Odtud vhodnym sdruzenim Cdiniteli dostaneme moznosti
pro a, b, ¢. Z rovnosti (R) plyne, Ze a, b < 47. Proto pro
a, b, c mohou nastat pouze moznosti uvedené v tabulce, ve
které zarovenn vyhodnotime, zda je splnéna podminka (R).

a 42 42 42 28 28 21 21 18
b 21 14 7 21 9 12 14 14
c 2 3 6 3 7T 7 6 7

a+b+2c 67 62 61 55 51 47 47 46

Plati (R) ne ne ne ne ne ano ano ne

Jsou dvé feseni: 21 ¢cm, 12 cm, 7 cm,
21cm, 14 cm, 6 cm.
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Reseni iilohy Z8-II1-4 (str. 30)

Situace je znazornéna na obr. 15. Protoze je F' stiedem
usecky BM , jsou Usecky F'L a FK stfedni pficky trojuhel-
niki ABM a BCM. Z toho plyne, ze 1 LK je stfedni pficka
trojuhelniku ACM. Proto je ¢tyfahelnik ACK L lichobéz-
nik. Jeho obsah mizeme poéitat riznymi zpusoby. Zde vy-
uzijeme toho, ze se rovna % obsahu trojihelniku ACM. Je
to zfejmé z obr. 16, kde trojihelnik AC'M je rozdélen stred-
nimi pfickami na étyfi shodné trojahelniky, z nichz tfi tvori

lichobéznik ACKL.

=

m
—
m

—u
v
\
\
\|
m

>
w

Obr. 15 Obr. 16

Usetka AC (obr. 15) je thlopficka Etverce o strané a =
= 6 cm, proto je

|AC| = aV2 = 6V2.
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Z trojihelniku ABM dostaneme pomoci Pythagorovy véty
|AM| = v/a? + (2a)2 = V542 = V5 - 36 = 61/5.

Vyska trojihelniku ACM se rovnd odvésné pravouhlého
trojahelniku APM . Podle Pythagorovy véty je tedy

MPP = |AM]? — (Z14C1) = (6V5)" - (3v2)".
Po Gpravé dostaneme
IMP|>=9%-2, |MP|=9V2.
Obsah trojihelniku ACM je
1 1
= 7 1AC|- IMP| = E.sﬂ.gfzm

a obsah lichobézniku ACKL je

3 3 1
= — = - = —.81.
St 4ST , 54 2 8

Obsah lichobé&zniku je 3 - 81 cm? = 40,5 cm?.
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