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Ako sme pocitali v Pekingu

(Spréava z 31. medzinirodnej matematickej olympiady)

Stalo sa uz tradiciou, ze kazdoro¢ne zaciatkom letnych
prazdnin sa stretdvaja najlepsi z najlepsich stredoskoldkov
z desiatok krajin, aby si na medzinirodnej matematickej
olympidde zmerali svoje sily v rieSeni naro¢nych aloh. V ro-
ku 1990 sa ujala usporiadania tohto velkého podujatia Cin-
ska fudova republika a za miesto konania sttaZe zvolila svoje
hlavné mesto Peking. Ugast na sttazi bola rekordna: za&ast-
nili sa jej ziaci z 54 krajin (tab. 6, str. 266), zvacsa zastlpe-
nych Gplnymi Sestclennymi druzstvami. Ceski a Slovensk
Federativnu Republiku reprezentovalo na 31. MMO v Pe-
kingu tychto Sest ziakov:

Martin Dindos 4 G J. Hronca, Bratislava
Petr Hiinény 4 G M. Kopernika, Bilovec
Stépdin Kasal 3 G W. Piecka, Praha
Michal Koneény 3 G Brno, tf. kpt. Jarose
Pavol Severa 4 G A. Markusa, Bratislava
Ondrej Such 4 G A. Markusa, Bratislava

Vedicim delegécie bol RNDr. Karel Hordk, CSc. (MU
CSAV), jeho zastupcom RNDr. Viadimir Burjan (MSMS
SR), obaja élenovia predsednictva UV MO.
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Vedici delegécie odletel do Pekingu 7. jila, aby sa ako
¢len medzinarodnej jury zGcastnil vyberu sitaznych tloh.
Jury po dvojdiiovom néarofnom rokovani vybrala z de-
siatok navrhov Sest stitaznych aloh. Mozno povazovat za
aspech, Ze medzi vybrané Glohy sa dostala aj jedna Cesko-
slovenskd (tloha ¢.2), ktorej autorom je RNDr. Pavol Cer-
nek, CSc., z katedry matematiky Elektrotechnickej fakulty
SVST v Bratislave.

Naobed 9. jala 1990, po vyse 7 hodinovom lete z Moskvy,
dorazili do Pekingu aj Siesti sGtaziaci sprevadzani V. Bur-
janom. Organizatori stitaze im poskytli nasledujice dva dni
na aklimatizaciu a pripravu na sataz. Vzhfadom na vyso-
ké teploty vzduchu a jeho mimoriadnu vlhkost, na aka nie
sme v naSich podmienkach zvyknuti, bola tato aklimatiza-
cia ozaj potrebna. NavySse — vzhladom na osemhodinovy
¢asovy posun medzi Pekingom a CSFR — bolo v Pekingu
doobedie v tom é&ase, kedy je u nas doma noc. Kedze si-
taz prebiehala vidy doobeda, boli nasi Ziaci niteni podavat
vrcholny intelektudlny vykon v (biologickom) Case, kedy je
zvycajne ich organizmus v najhlbsom atlme. Tato skutoc-
nost, ako aj spomenuté horacavy s vlhkostou vzduchu urcite
mali vplyv na ich vykony.

Poéas dvoch pripravnych dni si Ziaci prezreli niektoré cas-
ti Pekingu a navstivili ZOO, kde videli okrem iného pandy
— zvierata, ktoré st narodnym symbolom Cifianov. Poobe-
de pred sGtazou sa konal v modernej Sportovej hale cere-
monidl slavnostného otvorenia 31. medzinirodnej matema-
tickej olympiady. Po ivodnych prejavoch zastupcov minis-
terstva skolstva a mesta Pekingu ho spestrilo velmi atrak-
tivne a exoticky pdsobiace vystipenie réznych artistickych
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a akrobatickych skupin. Na tomto stretnuti sa prvykrat od
priletu do Pekingu videli vedici delegicii s ostatnymi ich
clenmi. Aj to len na vzdialenost niekolko desiatok metrov.
Pravidla sutaze totiz vyzaduja, aby veduci delegacii (ktorf
sa podielaji na vybere sataznych aloh) ostali oddeleni od
sttaziacich aZ do skoncenia druhého sitazného dna.

Vo stvrtok a piatok (12. a 13. jala) prebiehala samotna
sttaz. Ziaci riesili kazdy def tri sitazné Glohy, pri¢om na vy-
pracovanie rieSeni mali vZdy 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. V trie-
dach, kde sa sitazilo, nebola dostatocné klimatizéacia, a tak
ti Ziaci, ktori nesedeli bezprostredne pri niektorom z venti-
latorov, sa dost potili nielen nad lohami. Zd4 sa, ze ¢o sa
podmienok tyka, bola tato olympidda jedna z najnarocnej-
Sich. To v8ak v ziadnom pripade nema byt kritika organiza-
torov, ktori skutocne dékladne vsetko pripravili a vyvinuli
maximalne Usilie, aby sitaz prebehla hladko a aby sa hos-
tia v ich krajine citili prijemne. Ked si uvedomime, ze ide
o skupinu zhruba 500 ludi, ktorych treba ubytovat, stravo-
vat, zabezpedit pre nich program na 10 dni, dopravovat ich
z miesta na miesto, atd., uvedomime si, ze MMO v dne3nej
podobe je podujatim velmi ndkladnym a navyse organizac-
ne nesmierne narocnym. (Usporiadanie 30. MMO v Spolko-
vej republike Nemecko si Gdajne vyziadalo 1,3 miliéna ma-
riek). Navyse stale trva trend zvySovat polet Gcastnickych
krajin. Preto neprekvapuje, ze budici organizdtori medzi-
narodnych olympidd uvazuji aj o moznom zniZeni poctu
sataziacich z jednotlivych krajin na styroch. (Pre tych, kto-
ri sa na zaciatky MMO nepamataji, dodajme, ze pdvodne
boli druzstva jednotlivych krajin osemélenné.)

Po dvoch siitaznych diioch nastdva medzi sitaziacimi vel-
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kad psychickd Gfava — zvySok pobytu stravia exkurziami
po krajine, navstevou zaujimavych miest a pamatihodnosti.
Pre vedicich delegicii a ich zdstupcov naopak zacina nie-
kolko dnf niroénej prace. Vsetky rieSenia svojich zverencov
musia opravit a podla vopred stanovenych kritérii obodo-
vat. Aby bola zabezpecend objektivnost, musia byt vsetky
rieSenia a ich opravy nésledne skoordinované. Touto néroc-
nou a Ginavnou précou si spravidla povereni matematici po-
riadajtcej krajiny. Ti postupne prejdia kazdé jedno ziacke
rieSenie s vedicimi prislusnej krajiny (ktori ho opravovali),
nechaji si ho slovo po slove prelozit do niektorého zo sveto-
vych jazykov a posidia, ¢ bodové ohodnotenie navrhnuté
vedenim delegécie je opodstatnené. Vzhladom na to, ze by
nebolo rozumné, aby koordindtori kontrolovali aj opravu
rieSeni Ziakov z ich vlastnej krajiny, bolo prijaté pravidlo,
podTla ktorého riesenia ziakov z poriadajicej krajiny koordi-
nujh vedici delegicii krajin, z ktorych pochddzajia jednotli-
vé stitazné tlohy. KedZe tentokrat bola jedna zo stifaznych
tiloh z Ceskoslovenska, pripadla ndm tloha koordinovat jej
rieSenia z pera Siestich ¢inskych Studentov. Zhodou okol-
nosti i8lo o Glohu, ktorej rieSenie bolo zalozZené len na istych
logickych a kombinatorickych tvahéach, takze v rieSeniach
sa takmer nevyskytovali ¢isla a vzorce. Tie by boli mohli
byt istymi zachytnymi bodmi pre nds, pretoze ¢instina (na-
Stastie) pouziva arabské &islice a v matematickych textoch
dokonca aj latinské pismena pre premenné, takze mnohé
matematické texty vyzeraji ,obdobne“ ako u nés. Zial, rie-
Senia nami zadanej Glohy neobsahovali takmer ziadne ¢isla
a vzorce, a tak vacSina textu vyzerala asi takto:
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Usporiadatelia pripravili iéastnikom sataze velmi atrak-
tivny a bohaty program na nestitazné dni. Pocas desiatich
dni stravenych v Pekingu sme mali moznost zhliadnut tak-
mer vSetky vyznamné pamatihodnosti tohto starého mesta
a jeho blizkeho okolia. Navstivili sme rozsiahly areal legen-
darneho Zakazaného mesta, kde po storocia zili ¢inski cisari
a kam prosty obéan nesmel nikdy vkroéit, ani nahliadnut.
Rovnako exoticky a oktzlujtico na nas zapdsobil letny pa-
lac ¢inskej cisarovnej, ktory vystavila na okraji Pekingu pri
nadhernom jazere. Dodajme, Ze z penazi, za ktoré sa ma-
lo vybudovat ¢inske vojnové ndmornictvo. Stary Peking bol
mestom chramov: nahliadli sme do chrdmu spiaceho Budd-
hu, do chrdmu Bi-Yun, do Nebeského chramu, kde sa konali
obety na zabezpeéenie dobrej Grody. Strnuli sme na najvaé-
Som namesti sveta Tien’an men, ktoré sa smutne preslavilo
v roku 1989 ako centrum studentskych nepokojov a ich na-
silného potladenia. Presli sme niekolko kilometrov po naj-
vacSej stavbe sveta sldvnom ¢inskom mire pri Ba-Da-Lingu
a vosli do podzemia, kde st v obrovskych, umelo vytesanych
priestoroch umiestené hrobky prislusnikov starej dynastie
Mingov. Velkym zaZitkom bola navsteva &inskej narodnej
opery, ktora s eurépsky ponimanou operou ma len pramalo
spoloé¢ného.

Podvecer predposledného diia nasho pobytu v Pekingu
(18. jala) bol vyplneny slavnostnym ukonéenim olympiady
a ceremonialom odovzd4avania cien a medaili. Tu sa nasi Zia-
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ci dozvedeli, ze napriek nadroénym podmienkam sttaze ob-
stali velmi dobre: vSetci Siesti ziskali medaile, a to M. Din-
dos bronzovi (chybal mu 1 bod do striebornej) a ostatni
strieborné (pri¢om P. Hlinénému chybal 1 bod do zlatej).
Spolu ziskali nasi ziaci 153 bodov (z 252 moznych), ¢o aj
pri silnej konkurencii stacilo na obsadenie celkového 8. mies-
ta (pozri tabulku 6). Pritom treba poznamenat, ze MMO
je podla svojho Statitu stitazou jednotlivcov, poradie kra-
jin sa urcuje iba neoficidlne. Styria Gcastnici sataze (dvaja
z Ciny, jeden z Francizska a jedna ziacka zo ZSSR) ziskali
plny pocet 42 bodov. Vseobecné uznanie vyvolalo presveddi-
vé vitazstvo Cinskeho druzstva, ktorého naskok na v poradi
druhy Sovietsky Zvaz bol Gctyhodny.

V dalsom uvidzame siatainé alohy 31. MMO v Cine,
ich struéné rieSenia a tabulky, obsahujtice niektoré podrob-
nosti o vysledkoch sttaze. Mozno nie je bez zaujimavosti,
ze vybor, povereny pripravou budicich MMO uZ rozhodol
o miestach konania stifaZe v nasledujtcich 11 rokoch (s vy-
nimkou roku 1998), a to takto:

1991 Svédsko (Sigtuna)

1992 ZSSR

1993 Turecko

1994 Mongolsko (ndhradne Hong Kong)

1995 Kanada

1996 Brazilia

1997 Velk4 Britania

1998 777

1999 Rumunsko (jubilejnd 40. MMO)

2000 Juzna Koérea

2001 USA
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Verime, Ze sa nasi ziaci vSetkych tychto medzinarodnych
matematickych olympiad zi¢astnia a uspej na nich aspon
tak dobre, ako v roku 1990 na 31. MMO v Pekingu.

Vladimir Burjan

Karel Hordk
Tabulka 5
Vysledky ndsho druZstva v jednotlivych tilohich
Body ziskané za tlohu é&.

Meno 1 2 3 4 5 6 | Spolu | Cena
Martin Dindos 0 7 2 2 3 2 16 II1.
l:"etr Hlinény 7 7 2 7 7 3 33 11.
Stépan Kasal 7 7 1 1 7 7 30 II.
Michal Koneény 0 7 0 7 7 3 24 II.
Pavol ngera 0 7 2 7 7 1 24 II.
Ondrej Such 3 3 3 7 7 3 26 1I.
Spolu bodov 17 38 10 31 38 19 153
% z moznychb. | 40% 90% 24% 74% 90% 45% | 52 %

Tabulka 6
Neoficidlne poradie krajin a po&ty ziskanych medailf
Pocet medaili Pocet
Miesto Krajina Spolu bodov| Z S B | sataziacich
1. |Cina 230 5 1 0 6
2 ZSSR 193 3 2 1 6
3. USA 174 2 3 0 6
4. Rumunsko 171 2 2 2 6
5. | Franctzsko 168 3 1 0 6
6. | Madarsko 162 1 3 2 6
7. I:IDR 158 0 4 2 6
8. | Ceskoslovensko 153 0 5 1 6
9. | Bulharsko 152 1 4 1 6
10. Velka Britania 141 2 0 2 6
11. |Kanada 139 0 3 1 6
12. SRN 138 0 2 4 6
13. | Taliansko 131 1 1 4 6




okradovani tabulky 6

Pocet medaili Pocet
Miesto Krajina Spolu bodov| Z S B | sutaziacich
14. Iran 122 0 4 0 6
15. | Austrélia 121 0 2 4 6
15. | Rakusko 121 0 1 4 6
17. India 116 1 1 2 6
18. Nérsko 112 0 3 1 6
19. |KLDR 109 o 1 3 6
20. | Japonsko 107 0 2 1 6
21. Polsko 106 0 2 1 6
22. [Hong Kong 105 0 0 4 6
23. Vietnam 104 0 1 3 6
24. | Brazilia 102 1 0 2 6
25. | Juhoslavia 98 0 1 2 6
26. | Izrael 95 0 1 3 6
27. | Singapur 93 0 0 2 6
28. | Svédsko 91 0o 1 2 6
29. | Holandsko 90 0 1 2 6
30. | Kolumbia 88 0 1 2 6
31. |Novy Zéland 83 0 0 2 6
32. | JuzZna Koérea 79 0 1 1 [
33. | Thajsko 75 0 0 2 6
33. '}‘urecko 75 0 0 1 6
35. | Spanielsko 72 0 o0 0 6
36. | Maroko 71 0 1 0 5
37. Mexiko 69 0 0 1 6
38. | Argentina 67 0o 0 1 6
38. Kuba 67 0 0 1 6
40. |Bahrajn 65 0 0 0 6
40. Irsko 65 0 0 1 6
42. Grécko 62 0 0 1 6
43. | Finsko 59 0 0 1 6
44. Luxembursko 58 1 0 1 2
45. | Tunisko 55 0 0 1 4
46. | Mongolsko 54 0 0 0 6
47. | Kuvajt 53 0 0 1 4
48. | Cyprus 46 0 0 1 4
48. Filipiny 46 0 0 1 6
50. | Portugalsko 44 0 0 0 6
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okracovani tabulky 6
Pocet medaili Pocet

Miesto | Krajina Spolu bodov| Z S B | stitaziacich

51. |Indonézia 40 0 0 0 6

52. | Macao 32 0 0 0 6

53. Island 30 0 0 1 3

54. Alzirsko 29 0 0 0 4
Spolu 5286 23 56 76 | 308 ziakov

40,86 % 155 medaili

Texty soutéznich dloh

1. Je dana kruznice, jejiz dvé tétivy AB a C'D se proti-

naji ve vnitfnim bodé E. Je-li M vnitini bod tsecky EB,

oznaéme F a G priseciky piimek BC a AC s teCnou se-

strojenou v bodé E ke kruznici prochazejici body D, E, M.
. |[AM| |EG

Je-li ———

|AB| |EF|

= t, vyjadrete pomér pomoci t.

(Indie)

2. Pron 2 3 uvazujme mnozinu E obsahujici 2n—1 riznych
bod® na kruznici. Pfedpokladejme, ze pravé k téchto bodi
je obarveno cerné. Takové obarveni oznacime jako dobré,
jestliZe existuje aspon jedna dvojice éernych bodi, pro kte-
rou vnitfek jednoho z piislusnych obloukd obsahuje pravé
n bod mnoziny E. Najdéte nejmensi k, pro které je kazdé

takové obarveni dobré. (CSFR)

S x PR L. 2041

3. Najdéte vsechna celd Cisla n > 1, pro néz je 5— celé
n

¢islo. (Rumunsko)

4. Oznaéme Q1 mnozinu vsech kladnych racionalnich ¢isel.
Sestrojte funkci f: QT — Q7 takovou, ze pro véechna z a y
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z QF plati

f(= fw) = 2 (;).

(Turecko)

5. Je-li dano celé ¢islo ng > 1, dva hraci A a B stiidavé vy-
biraji cela ¢isla nq, ns, ng, ... podle nasledujicich pravidel:
Jakmile je znadmo ¢islo ngg, hra¢ A zvoli celé &islo nag4q
takové, ze

2
nak S Nokr S Ny

Je-li zndmo nagy1, zvoli hrac B celé Cislo nogyo takové, ze
podil

N2k+1

N2k+42

Je kladnou mocninou néjakého prvodéisla. Hra¢ A vyhraje,
Jakmile zvoli ¢islo 1990, zatimco hra¢ B vyhrava, kdyz zvoli
¢islo 1. Pro jaka ng

a) hrad¢ A ma vyhravajici strategii,

b) hraé B ma vyhravajici strategii,

¢) ani jeden z hrad¢d nema vyhravajici strategii?

(SRN)

6. Dokazte, Ze existuje konvexni 1990ahelnik s nasledujici-

mi dvéma vlastnostmi:

a) vsechny jeho Ghly jsou shodné;

b) jeho strany maji v né&akém potadi délky 1%, 2%, ...,
19892, 19902 (Nizozemi)
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Reseni uloh

1 (podle P. Hlinéného, 4. roénik GMK, Bilovec). Oznag-
me a = |[JDAB|, 8 = |JABD| a ¢ = |[AMD| (obr.73),
pak je podle véty o obvodovych a Gsekovych thlech také
€ = |AGED| (nebot GE je teénou kruznice prochazejici
body D, E, M), a = [{BCD| a § = |JACD|.

Obr. 73

Zvolme nyni bod X na polopfimce ED tak, aby thel
EGX mél velikost a. Podle véty o obvodovych thlech lezi
body C, F, G, X na kruznici a plati |JGF X| = |[IGCX| =
= f. Trojihelniky GEX a AMD a trojihelniky EFX
a M BD jsou tedy podobné, takze

|GE| _ |AM| |[EF|  |MB|
|[EX|  |MD|’ |[EX|  |MD|
Odtud snadno plyne, ze je
|GE| _ |AM| _ |[AM| B 1 ot
|EF| ~ |MB|  |AB|-|AM| %l[_l 1t
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Obr. 74

Jiné Feseni. ProtoZe podle véty o obvodovych a Gisekovych
thlech plati (obr. 74) |SCEF| = [ DEG| = |SEMD| a za-
rovenl také |JECF| = |[SMAD], jsou trojuhelniky ECF
a MAD podobné. Ziroven ale je i [JACD| = |SABD|
a|[dGEC|=n—|94CEF|=n—|dEMD| = |4BMD|, tak-
ze 1 trojihelniky GEC a DMB jsou podobné. Porovnanim
odpovidajicich stran dostaneme

|GE| _ |CE| |AM|  |MD]|
IMD| — |MBJ|’ |CE| — |EF|’
takze
|GE| _ |AM| _ |[AM| 1 t

|[EF| ~ |MB| ~ [AB| - |AM] — I 1t

2 (podle S. Kasala, 3. roénik GWP, Praha). Oznatme
uvazované body postupné Ag, A,, ..., As,_9 a uvazujme
posloupnost Ay, A,_2, Asn_4, ..., Azn_6 = An_s, ..., vniz
kazdé dva nasledujici body obsahuji mezi sebou n — 3 body
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na jednom oblouku a n bodd na druhém oblouku (pfitom
zfejmé je Ay = A; pro k =1 (mod 2n — 1)). Tato posloup-
nost se po koneéném poctu krokl zacykli, protoze danych
bodi je jen koneiny pocet. Dané body se tak rozpadnou

o —
do z = D(n — 2,2n — 1) cykld po n-1

(2n—1)—2(n—2)=3,je z=1nebo z = 3.
Dana mnozina E bude zfejmé dobfe obarvena, pravé kdyz

v uvedené posloupnosti budou nékteré dva sousedni body
2n -1

bodech. Protoze

cerné. Polozme 2m—1 = . Pokud je v kazdém z cyk-

ld méné nez m cernych bodi, snadno sestrojime priklad
obarveni, jez nebude dobré (body v kazdém cyklu budeme
stfidavé obarvovat). Bude-li naopak aspoi v jednom z cykla
m &ernych bodi, bude uz mnozina dobfe obarvena, protoze
at jsou body obarveny jakkoli, budou dva z éernych bodu
sousedni.

Pro 2 = 1 (tj. n # 2 (mod 3)) vyjde jediny cyklus
a z predchozi Gvahy je zfejmé, ze hledané nejmensi k je
rovno n. Pro z = 3 (tj. n = 2 (mod 3)) dostaneme tfi cykly
po 2m — 1 = (2n — 1) bodech, takie pron —2 = 3(m — 1)
snadno sestrojime pfiklad ,,Spatného“ obarveni, zatimco pro
k = n — 1 aspon jeden z cykli obsahuje asponn m Cernych
bodd, tj. kazdé takové obarveni je dobré. Hledané nejmensi
k je v tomto pfipadé k =n — 1.

3. Protoze &islo 2™ + 1 je liché, je i n liché. Oznacme p
nejmensi prvoéinitel &isla n, je tedy p 2 3 a zéroven 2" =
= —1 (mod p). Uvazujme ted nejmensi pfirozené &islo i,
pro které plati 2° = —1 (mod p). Protoze podle malé véty
Fermatovy je 2?~! = 1 (mod p), zaénou se nejpozdéji od
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(p — 1)-nf mocniny zbytky &sel 20, 2}, ... 21 cyklicky
opakovat, takze je uréité i < p—1 < n.

Pisme n = ki + r, kde pro zbytek r plati 0 S r S i — 1.
Protoze —1 = 2" = 2% .27 = (—1)¥2" (mod p), musi byt
k liché a zaroven 2" = 1 (mod p), jinak bychom dostali
2" = —1 (mod p), coz odporuje volbé i. Kdyby vsak bylo
r > 0, mohli bychom psat i=r+d, kde 1 Sd=i—-r< i,
takze —1 = 2¢ = 27.29 = 29, coi opét odporuje volbé éisla 7.
Vychazi tedy nutné r = 0, takze n = ki, a protoze ¢ < p
déli ¢islo n, musi byt ¢ = 1 (jako p jsme oznadili nejmensi
prvodinitel &isla n). To ale znamen4, Ze je 2 = —1 (mod p),
neboli p = 3.

Predpokladejme ted, ze n je tvaru n = 3¥m, kde k > 1
a ¢isla 3 a m jsou nesoudélna. Podle predpokladu n? =
= 3%km? dali

2"+1=(3—1)"+1:-i(?)(_l)fgfz
e, W
=3*+tlm — ZZ; (i)(—l)‘3 :

; _nn—1)...(n—1i41)
!

pro i > 2 délitelné aspon 3*+2. To plyne z toho, jak velka

je mocnina éisla 3 v rozkladu éisla ¢! na prvodéinitele. Pro

exponent « v rozkladu i! = 3*d plati (viz téz napf. tlohu

34-A-1-2 v pfislusné ro¢ence MO)

3% jsou

Pfitom koeficienty (n) 3
i

a= L] +]|2 |+ <i(1+i+ )—5
=5+ |5+ <iG+y+-) =3
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(ostrd nerovnost proto, Ze na levé strané nerovnosti je ve
skute¢nosti jen konecny pocet nenulovych séitanci, zatim-
co na pravé strané je nekonecnd geometrickd fada!), takze
celkovd mocnina 3 v souctu zn: (?)(—1)'3* je aspon k—Li+
i=
+1l+i=k+3i+12k+2.

Z vyjadreni (1) tudiz plyne, Ze 2" + 1 je délitelné nejvyse
3k+1 tedy nutné 2k < k+ 1, tj. k = 1, a vidime, ze n je
tvaru n = 3m, kde 3 a m jsou nesoudélna.

Oznalme ¢ nejmensi prvocinitel &isla m, pak je ¢ 2 5
a zaroven 2" = —1 (mod ¢). Oznacme j nejmensi pFirozené
&islo takové, 7e 2/ = —1 (mod q). Uplné stejné jako v prvni
Casti tohoto feseni nam vyjde, ze j < ¢—1 aze j déli n =
= 3m. Protoze ¢ je nejmensi prvocinitel ¢isla m, musi j
byt délitelem &isla 3, tj. 7 € {1,3}. Z kongruence 2/ = —1
(mod q) ale plyne, Ze je bud ¢ | 3 nebo ¢ | 9, neboli ¢ = 3,
coz odporuje tomu, ze ¢ 2 5. Celkem jsme tedy dokazali, ze
n = 3 je pro n > 3 jedind moznost, kdy n? déli 2" + 1.

4. 7 uvedené rovnice plyne, ze hledand funkce musi byt
prosta: je-li f(y1) = f(y2), pak pro kazdé z € Qt vychdai
y1 = y2. Dosazenim y = 1 dostaneme f(zf(1)) = f(z),
takze vzhledem k prostoté funkce f musi byt f(1) = 1.
A konecné pro z = 1 vychazi vztah

1
f(f() = o (1)

neboli

1 1
1(5) = 10U = 755
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coz po dosazeni z = u, y = f(—) do pivodni funkcionalni
v
rovnice dava rovnost

f(uv) = f(u)f(v) (2)
pro vsechna u, v € Q*.
Obracené je ziejmé, ze kazda funkce f, jez spliuje rov-
nosti (1), (2), vyhovuje dané funkcionalni rovnici.
Podle (2) pro libovolné pfirozené &islo n = pfpg? ... pp*
musi platit

feps? .. pe*) = f(p1)™ f(p2)™* ... f(pr)™*

a zaroven pro kazdé raciondlni ¢islo tvaru p/q je

#(2) = 14(;) = —ﬁ—%

Staci tedy funkci f definovat na prvocislech tak, aby pla-
tilo (1), tj. aby funkce f? = f o f zaméiovala Citatel za
jmenovatel a obracené, tedy aby pro p # ¢ platilo

1

fp) =g, préivekdyi flg) = f(/()) = 2

Staci proto rozdélit vsechna prvoéisla do dvou disjunktnich
podmnozin A, B a sestrojit vzajemné jednoznacné prifazeni
téchto dvou mnozin.
Jedna z moznych konstrukei je takovato: Oznacme
(pn)5, posloupnost vsech prvocisel a polozme
Pj+1 pro j liché,
f(pj) = o
pro j sudé.
Pj-1
Diky multiplikativité (2) snadno rozsifime definici funkce f
na celou mnozinu Q*.
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5 (podle P. Hlinéného, 4. ro¢nik GMK, Bilovec). Jestlize
pro néjaké k 2 0 plati

45 < ngy <1990,

pak vyhrava hra¢ A, protoze mize rovnou zvolit nogy; =
=1990 (je 1990 < 452 = 2025 < n3;).

Predpokladejme, Ze pro néjaké k 2 0 je nyr > 1990. Pak
pro vhodné i 2 1 mizeme psat

4771 .53 < ngy, < 47° .53

a A vyhraje tak, e zvoli nyp41 = 47° - 53, protoze hraci B
pak nezbyva nic jiného nez zvolit ngx 42 = 47 nebo Nok42 =
=477 .53 pro j < i. V kazdém piipadé bude 47 < ngpya <
< 53-47"~1 < nyy, takze v pripadé, ze A pokratuje obdobné
i1 v dalsich krocich, po konecném poctu krokid bude muset
B zvolit &fslo nyy < ... < nggy2 < nok, pro néz 47 < ny <
< 1990. Proto i v tomto pfipadé ma A vyhravajici strategii.
Je-li 11 £ nyi < 45 pro n&jaké k 2 0, pak A zvoli ngg41 =
=3-5-7 =105 (coz miZe: je nap41 < 121 < n2,). Hrae B
musi volit z &isel 3-5, 3-7, 56, takze 15 < nopyo < 35,
A pak zvolf ngr43=2-3-5-7 =210 < 225 < n3; ,,. Nyni
B musi volit nog44 2z Cisel 2-3-5,2-3-7,2-5-7,3-5-7,
pro néz vesmés plati 30 < norys S 70, takie A pak mize
zvolit nggps = 23-3-5-7 = 840 < 900 < nj, . ,. Po tomto
tahu ma B nejmensi moznou volbu ngg46 =3 -5-7 > 105,
takze podle predchozich ivah ma vyhravajici strategii A.
Je-li 8 £ np < 11, m4 hraé A rovnéz vyhréavajici strategii
— staéi, kdyz zvoli n; =4-3-5 = 60 < 82 < nd, protoze
B pak ma na vybranou z cisel 4 -3, 4-5, 3 -5, pro néz
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je vesmés ny 2 12. A pro takové ny uz zndme vyhravajici
strategii hrace A.

Jestlize pro néjaké k 2 0 je ngx < 5, pak A musi zvolit
Cislo mezi 5 a 25. Nesmi volit mocninu prvoéisla — to by
vyhral B. M4 tedy nésledujici moznosti (1. fadek tabulky)

(A) ngepa| 6 10 12 14 15 | 18 20 21 22 24
(B) nas2]| 2 2 3 2 3] 2 4 3 2 3

Na kazdou z nich odpovi hrd¢ B volbou é&isla nypys < 4,
takZe ted uz A mize volit éisla jen z levé poloviny tabulky,
jeZ jsou nejvyse rovna 16; pro né ale pak bude ngp4q < 3,
takze A muze podle tabulky zvolit jen nsgys = 6, na coz
odpovi B nyx46 = 2 a zfejmé vyhraje. V tomto pfipadé ma
tedy vyhravajici strategii hra¢ B.

Pro ng = 6, 7 nema zadny z obou hraci vyhravajici stra-
tegii. Hra¢ A, aby vyhraél, nesmi volit ani mocninu prvocisla,
ani ¢islo, jez ve svém rozkladu na prvoéinitele obsahuje jen
dvé prvodisla, z nichz jedno je nejvyse 5. To jsme vidél
v predchozim pfipadu! Hra¢ A tedy musi volit jedno z ¢isel
2-3-5=30 nebo 2-3-7 = 42, jez obsahuji aspon tfi prvo-
Cinitele, B pak musi volit n, = 6, jinak podle pfedchozich
Gvah umozni vyhru hra¢i A (musi volit nejvyse 7). Hrac
A pak musi pokracovat opét jednim z Cisel 30, 42 a hra pri
spravné hie obou hraca skonéi nerozhodné.

Ukazali jsme, Ze pro ng £ 5 md vyhravajici strategii hrac¢
B, pro ng = 6, 7 nema zadny z hraci vyhravajici strategii
a pro ng 2 8 existuje vyhravajici strategie pro hrace A.

6 (podle S. Kasala, 3. roénik GWP, Praha). Budeme hle-
dat 1990 vektori v (komplexni) roviné, jez maji sméry
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vSech rtznych 1990. odmocnin z jednotky, maji v néjakém
poradi velikosti 12, 22, ... 19902 a davaji nulovy soucet.
Vektory délek (2k)? a (2k — 1)? (1 £ k £ 995) budeme
pfitom umistovat tak, aby mély opacny smér a vektor ve-
likosti (2k)? mél smér nékteré 995. odmocniny z jednotky.
Soultem takto umisténé dvojice vektori pak bude vektor
délky (2k)? — (2k —1)2 = 4k — 1 a sméru pfislusné 995. od-
mocniny z jednotky. Jinymi slovy, potfebujeme rozmistit
995 vektort vg, vy, . o V994, jejichz délky tvorfi aritmetickou
posloupnost (4k — 1) v=1, Mmaji sméry viech riznych 995. od-
mocnin z jednotky a jejich souétem je nulovy vektor. Bez
0jmy na obecnosti miZeme ovSem pfedpokladat, ze jejich
délky tvori aritmetickou posloupnost 0, 1, ..., 994.
Oznafme py = 1, p;, ..., p4 komplexni jednotky odpo-
vidajici vrcholim pravidelného pétithelniku (5. odmocniny
z jednotky) a dg = 1, di, ..., d19s komplexni jednotky od-
povidajici vrcholim pravidelného 199 Ghelniku. Je tedy

Odtud plyne, Ze pro kazdé i, 0 £ i < 198, je také
4 . . . 4 4 . 4 .
> (5i+ j)dip; = 5idi ) pj +di 3 jp; =di ) jpj,
j=0 j=0 j=0 j=0

takze
198 4 . 198
> Z(5z+1)dsp1 Z d; Zap, = Z:OJpj .Zodf =0. (1)
J= 1=

i=035=0
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Staci tedy vzit vektory wg, vi, ..., ¥g994, jimZ budou pfi
umisténi do pocatku odpovidat koncové body

vsivj = (51 + j)pid;.

994
Podle (1) pak bude Z vk = 0. Z nich pak snadno sestro-

Jjime 1990 vektora uo, ul, ..., U1 989, JeZ budou tvofit strany
hledaného 1990xhelniku.
Jednoduchym vypoctem zjistime, ze staéi volit

wr0i42j+1 = —(10i + 2j + 1)%p;id;,
wi0i42j+2 = (108 + 25 + 2)%pid;,
(05i5198, 055 <4).

Odpovidajici vektory u;y, us, ..., 4y 990 pak umistime tak,
aby pocatek u;41 splyval s koncovym bodem vektoru w;.
Poznamka. Jin4d moznost, jak z kvadratické posloupnosti
n? sestrojit aritmetickou posloupnost, je vzit dvojice (996 +
+ k)2 a (995 — k)2. Vysledny vektor pak bude mit velikost
(996 + k)2 — (995 — k)2 = 1991+ 2- 1991k (0 £ k £ 994).
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