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Korespondenéni seminai UV MO 1989/90

Korespondenéni seminaf je jednou z forem péce o ta-
lentované zaky. Vznikl ve 24. roéniku MO proto, aby bylo
mozno vénovat individudlni pééi i tém zaktim, ktefi neméli
moznost navstévovat specialni skoly a pracovat v tamnich
seminafich. Nyni, kdy existuji i krajské korespondenéni se-
minafe a kdy specidlni skoly s tfidami zaméfenymi na ma-
tematiku najdeme v kazdém kraji, je cilem tohoto seminére
zlepsit individualni pfipravu vsech studenti, ktefi prokazali
své schopnosti a matematicky talent v predchozich roc¢ni-
cich matematické olympiddy. Korespondenéni seminaf tak
nadéle zlstava dilezitou soucasti pfipravy na mezinarodni
matematickou olympiddu.

K wcasti v korespondenénim semindfi jsme pozvali vSech-
ny Spickové fesitele kategorie A spolu s témi studenty, kte-
fi néjak vynikli v krajskych kolech kategorii B a C pfed-
choziho roéniku MO. V pribéhu 39. roéniku MO jim bylo
postupné zaslano 5 sérii pomérné narolnych tloh, jejichz
texty najdete v Glohové asti této roCenky (tentokrat popr-
vé s FeSenimi). Dosl4 FeSeni pak byla opravena, ohodnocena
a s rozmnoZenym komentafem vracena Géastnikiim seminé-
fe. Nejlepsimi v celkovém hodnoceni byli:
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Petr Hlinény, 4. rocnik G M. Kopernika, Bilovec
Vladimir Skalsky, 4. roénik G, T. Sevéenka, Presov
gtépdn Kasal, 3. ro¢nik G, Korunni, Praha
Ondrej Kalenda, 4. rocnik G, Korunni, Praha
Martin Dindos, 4. rocnik G J. Hronce, Bratislava
Martin Cizek, 4. roénik G, Roznov p. Radhostém
Jdan Bajcsy, 4. roénik G A. Markusa, Bratislava
Viadimir Glasndk, 3. ro¢nik G, V. Okruzna, Zilina
9. Martin Schnabl 4. ro¢nik G, Korunni, Praha
10.-11. Jan Hannig, 3. ro¢nik G, Korunni, Praha
10.-11. Ondrej Such, 4. ro¢nik G A. Markusa, Bratislava

Korespondenéni seminaf je Fizen tajemnikem UV MO
RNDr. Karlem Hordkem, CSc., ktery se staral o vybér tuloh
a provadél 1 redakct komentari. Opravu pak zajistovalo né-
kolik pracovnikit MU CSAV a nékolik studenti a aspiranti
MFF UK Praha (vsichni jsou byvali olympionici).

Ijlohy korespondenéniho seminare

1.1 Zjistéte, jaka je nejdelsi cesta, po které muze Sachovy
kral obejit celou sachovnici 8 x 8 tak, ze kazdé pole projde
pravé jednou a vrati se na vychozi pole, pficemz jeho cesta
spojujici stfedy jednotlivych poli tvori uzavienou neproti-
najici se lomenou caru.

1.2 Na listu étvereckovaného papiru n x n jsou nékteré
ctverecky obarveny jednou z n riznych barev. Pravidelnym
obarvenim budeme rozumét takové obarveni ¢tverecki, pri
némz v zadném radku ani sloupci nejsou dva ¢tverecky stej-
né barvy. Lze vzdy pravidelné ,,dobarvit“ vsechny ctverecky,
jestlize uz je (pravidelné) obarveno
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a) n? — 1 ¢tverecki,
b) n% — 2 Etverecki,

c) n tverecka?

1.3 Dokazte, ze rovnostranny (ne nutné pravidelny) konvex-
ni pétithelnik obsahuje rovnostranny trojihelnik se stranou
téze délky jako strana daného pétitihelniku.

1.4 Je dan jednotkovy ctverec, z néhoz odrizneme rohy —
Ctyti trojuhelniky, jejichz dvé strany tvori % prislusné strany
Ctverce. Se vzniklym osmithelnikem provedeme tutéz ope-
raci: z kazdého jeho vrcholu odfizneme trojihelnik, jehoz
dvé strany tvofi vzdy % prislusnych stran osmithelniku, atd.
Dostaneme tak posloupnost mnohothelniki (kazdy dalsi je
zfejmé Casti predchoziho). Uréete obsah priniku vsech ta-
kovychto mnohothelnikii.

1.5 V kruhové aréné o poloméru 10 m pobiha lev. Pohy-
bem po lomené cafe ubéhl celkem 30 km. Dokazte, ze soucet
vSech hl{, o néz se pri béhu otocil, je aspon 2998 rad.

1.6 Dokazte, ze soucet

n n n 5
(1) + (3)1989+ (5>1989 + ...

je pro kazdé prirozené n délitelny ¢islem 2771

1.7 V prostoru je dan trojhran, v némz jsou sestrojeny osy
jednotlivych rovinnych ahla. Dokazte, ze vzdajemné thly
téchto os jsou bud vesmés ostré, nebo vesmés tupé, ane-
bo vsechny pravé.
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2.1 Stény jednotkové krychle jsou oznaceny ¢isly 1,2,...,6
tak, ze soucet Cisel na protéjsich sténach je 7. Krychli bude-
me pfemistovat z levého spodniho rohu $achovnice 50 x 50
do protéjsiho rohu tak, Ze ji budeme otacet kolem jedné
z jejich hran, aby se pohybovala doprava nebo nahoru. Prfi-
tom kazdému poli 8achovnice pfifadime ¢&islo té stény, ktera
na ném stala. Najdéte nejmensi a nejvétsi mozny soucet
uvedenych 99 isel.

2.2 Prifadme krajnim bodim dané tsecky &isla 1, jejimu
stfedu pak prifadime jejich soucet, tj. 2. V kazdém nasledu-
Jicim kroku napiseme mezi kazdd dvé uz napsana sousedni
Cisla jejich soucet. Kolikrat bude mezi éisly, kterd dostane-
me po 1973. kroku, zapséano ¢islo 19737

2.3 V roviné jsou dany dva body A, B. Zvolme bod C lezi-
ci na ose usecky AB a sestrojme posloupnost Cy = C, C,
..y Cny, Cpya, ..., kde Cp4q je stied kruznice opsané troj-
thelniku ABC,,. Pro jakou polohu bodu C bude bod C,
stfedem usecky AB (takze Cp41 a dalsi body posloupnosti
nebudou definovany)? A v jakém pfipadé vyjde C, = C?

2.4 Jsou dana realna ¢isla aq, ao, ..., a, a by, by, ..., by,
ktera spliuji aspoii jednu z néasledujicich dvou podminek:
a) Jestlize a; < aj, pak b; < b;,
a;+az+...+an

b) jestlize a; < < aj, pak b; < b;.

Dokazte, ze pak plati

n(a1b1+a2b2+...+anb,,) z
g(a1+a2+...+a,,)(b1+b2+...+b,,).
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2.5 Predpokladejme, ze chceme sestrojit body My, M, ...,
M, v roviné, jestlize jsou dany jejich vzdjemné vzdalenos-
ti ri; = |M;M;| (1 £ 4,5 £ n). Lze tyto body sestrojit,
Jestlize vime, Ze libovolna pétice z uvazovanych n bodt se-
strojit jde? Nestaci pozadovat moznost sestrojeni libovolné
Ctvetice? Jaké bude nejmensi k v prostoru takové, Ze moz-
nost sestrojeni libovolné k-tice z uvazovanych n bodi zaruéi
moznost sestrojeni vSech n bodi (na zdkladé danych &isel
Tij, 1 g i, ] § n)?

2.6 V roviné jsou dany dvé prfimky m, n a bod O. Sestrojte
trojahelnik, jehoz vysky lezi na danych primkich m a n
a pro ktery je bod O stfedem kruznice opsané.

2.7 Zjistéte, pro kterd k se da Ctverec 6 x 6 zaplnit 12 platky,
z nichz k ma tvar thelniku a 12 — k pravothelniku (kazdy
obsahuje tfi ctverecky — obr. 28).

Obr. 28

3.1 Jsou déna pfirozena ¢isla 1 < k < n. Urlete nejmensi
pfirozené &islo m tak, aby platilo: Je-li na Sachovnici n x n
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rozmisténo libovolnym zptisobem m vézi, mizeme jich vy-
brat k tak, ze Zddné dvé se nebudou navzajem ohrozovat.

3.2 Pro dané r mtzeme hodnotu z® urcit pomoci tii ope-

raci: 2?2 = z -z, 2% = 22 . 22, 28 = z* . z*; podobné lze

z!5 uréit pomoci péti operaci (kdyz k uvedenym operacim

pfiddme jesté z16 = z8 . 28 215 = 216 : 2). Dokaite, 7e

a) z!990 je mozno uréit pomoci 12 operaci (nasobeni a dé-
leni),

b) pro kazdé pfFirozené n mizeme uréit ™ pomoci nejvyse
3 logy n + 1 operaci.

3.3 Oznaéme A; H; vysku a A; M; téznici ostrothlého troj-
thelniku Ay A2A3 (i = 1, 2, 3). Dokazte, ze jeden ze soucinu
IH1M1| . |A2A3|, lHQMQl . |A3A1I, IH3M3I . |A1A2| se rovna
souctu zbylych dvou. Plati toto tvrzeni 1 pro tupouhly ¢i
pravouhly trojahelnik?

3.4 Do konvexniho n-thelniku A;A,...A, je vepsan
n-thelnik B;B; ... B,, ktery ma obsah P (pfitom vrchol
Bi; lezi na strané A;A;41 proi=1,2,...,n—1avrchol B,
na strané A, A;). Zaroven je mnohothelniku A;4,... 4,
opsan n-uhelnik C;Cs...C,, jehoz obsah je @, pficemz
C1Cz ” Ble, C'QC;; || BQB;;, ce ey C,,Cl || BnBl (VI‘(:hOl
A; zase lezi na strané C;_,C; prot1 = 2, ..., n a A} na
strané C,,C). Urcete obsah S mnohothelniku A1 Az ... Ay,
popfipadé zjistéte, jaké hodnoty mize S nabyvat.

3.5 Uvnitf hran E'F a F'G krychle ABCDEFGH jsou dany
dvabody K a M tak, ze rovina K BM se dotyka koule, ktera
je dané krychli vepsana. Dokazte, ze velikost ahlu ¢ dvou
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stén Ctyfsténu HBK M se spole¢nou hranou BH nezavisi
na volbé bodi K a M. Najdéte velikost tohoto ihlu ¢.

3.6 Na dvore krale Artuse se seslo n rytifi. Néktefi z nich
jsou v nepratelském vztahu, ale kazdy z rytifa tu ma aspon
%n pratel. Dokazte, ze kouzelnik Merlin, radce kréale Artuse,
mize rozesadit rytife okolo kulatého stolu tak, aby kazdy
z nich sedél vedle pratel.

Pokud ma4 kazdy rytif stejny sudy (samoziejmé nenulovy)
pocet pratel, mize Merlin rozesadit rytife okolo nékolika
(aspon tFi) kulatych stolt tak, aby nikdo nesedél vedle svého
nepfitele (rizné velkych stold ma dostatek). Dokazte.

3.7 Najdéte hodnotu odmocniny

V0,11111...11111
N
100

s presnosti na dvé sté platnych cislic.

4.1 Najdéte kofeny ry, ro, ..., 7, TOVDICE
" +nz" 4 a " +.. . 4a,=0,

vite-li, Ze plati r1¢4+ri6+ ... +7l% = n (n je dané pfirozené
Cislo).

4.2 Dany pravothelnik R je rozdélen na koneény pocet pra-
vothelnikid R;, 1 £ ¢ £ n, které se navzajem nepfekryvaji,
pficemz strany kazdého z nich jsou rovnobézné se stranami
R a kazdy z pravothelniki R; ma aspon jednu stranu celo-
Ciselné délky. Dokazte, ze 1 R ma stranu celociselné délky.
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4.3 V roviné jsou dany body O, A,, ..., A4 takové, ze kazdy
z trojahelniki OA;Aj, 1 £ i < j < 4, mé obsah aspon 1.
Dokazte, Ze pak pro nékteré dva body A;, A; ma trojihelnik
OA;A;j obsah nejméné V2.

4.4 Predpokladejme, Ze vrchol A ostrothlého trojahelniku
ABC ma od stfedu opsané kruznice a od priseciku vysek

stejnou vzdalenost. Uréete vSechny mozné hodnoty tGhlu pfi
vrcholu A.

4.5 Dané kruznici je opsan mnohouhelnik. Body dotyku
tvofi vrcholy mnohothelniku vepsaného dané kruznici. Do-
kazte, ze soucin vzdalenosti libovolného bodu M na kruz-
nici od stran jednoho z mnohotihelnikl je roven souéinu
vzdalenosti stejného bodu od stran druhého mnohothelni-
ku. (Vzdalenosti bodu od strany mnohoiuthelniku tu rozu-
mime vzdalenost tohoto bodu od pfislusné pfimky.)

4.6 Ve mésté je jedno kruhové a n ctvercovych namésti, pfi-
cemz kazdé ze étvercovych ndmésti je spojeno ulici s kruho-

/N

Obr. 29
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vym a se dvéma Ctvercovymi (obr.29). Na kazdé z 2n ulic
mésta je zaveden jednosmérny provoz tak, Ze na kazdé na-
mésti lze pfijet a z kazdého namésti lze odjet. Dokazte, Ze
z kazdého namésti lze dojet na libovolné jiné, aniz bychom
narusili zavedena pravidla.

4.7 Oznaéme «, (3, v Ghly, které svira télesova thlopricka
AG hranolu ABCDEFGH s hranami AB, AD a AE. Do-
kazte, Ze a+ B+ v < 7.

5.1 Jsou déna redlnd ¢isla a, b a pfirozené Eislo n. Zjistéte,
jakych hodnot mize nabyvat zg, jestlize redlna cisla z,
zy, ..., T, spliuji rovnosti

n

n
2ozi=a, S z2=b.
1=0

i=0

5.2 Jsou-li Ay, A,, ..., As body na povrchu jednotkové kou-
le, jaka je nejvétsi hodnota vyrazu

min |A;A;|?
1§i<j§5| ! JI

Urcete vSechny konfigurace bodu A;, Ag, ..., As, pro néz
se uvedené maximum nabyva.

5.3 Obchodnik s koberci potfebuje urcit rozméry nového
koberce, ale nemiize najit metr. Pfi uklddani obdélnikového
koberce vsak zjistil, ze v kazdé ze dvou skladovacich mist-
nosti muze novy koberec polozit na podlahu tak, ze kazdy
roh koberce se dotyka jiné stény mistnosti. Ty maji rozméry
38 x 55 a 50 x 55 m. Jak velky je novy koberec?

183



5.4 Pro jaka pfirozend isla n 2 2 je nerovnost
24zl 4222 p(ziza 4 Torz ...+ Tao12y)

splnéna pro libovolna realna ¢isla 1, o, ..., z,, jestlize a)

p=1b)p=3%¢c)p=2¢?

5.5 Kruznice je body A;, As, ..., A, rozdélena na n stej-
nych &asti, z nichz kazda je obarvena n&akou barvou. Rek-
neme, Ze dva oblouky dané kruznice (jejich krajni body jsou
nékteré z danych bodi) jsou shodné obarveny, jestlize pfi
néjakém otoceni dané kruznice se uvazované oblouky sho-
duji veetné pFislusnych barev. Dokazte, ze plati: Jestlize ke
kazdému bodu A;, 1 £ i < n, existuji dva shodné obarve-
né oblouky se spoleénym krajnim bodem A;, pak lze celou
kruznici rozdélit na nékolik shodné obarvenych obloukd, tj.
uvazované obarveni je ,periodické.

5.6 Jsou déna &isla p > 1, ¢ > 1. Na strandch BC, CD
pravotihelniku ABC D jsou dany body P, @ tak, ze |BC| =
= p|BP| a |CD| = q|@QD]|. Pro jaky pomér stran AB a BC
bude Ghel PAQ nejvétsi?

5.7 V rohu 8achovnice n x n stoji Sachova figurka, které ob-
vykle fikdme jezdec. Prvni hrac s ni tdhne dvakrat po sobé
obvyklym zptisobem (2 pole v jednom sméru rovnobé&zném
s okrajem Sachovnice a 1 pole ve sméru kolmém), zatim-
co druhy hra¢ tdhne jednim prodlouzenym tahem (o 3 pole
v jednom sméru a 1 pole ve sméru kolmém). Oba hréci se
stfidaji, pfitom prvni se snaZi postavit jezdce do protéjsiho
rohu 3achovnice, zatimco druhy mu v tom chce zabranit.
Kdo z nich miiZe vyhrat, jestlize je n 2 47
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Reseni tiloh korespondenéniho semindie

1.1 Kral mize tdhnout bud rovnobézné s nékterym okra-
jem 8achovnice (rovné), anebo rovnobézné s nékterou th-
lopfi¢kou (8ikmo). Nejprve dokaZeme, Ze pfi své cesté musel
udélat aspon 28 rovnych tahu.

Vsimnéme si okrajovych poli Sachovnice (obr. 30, je jich
28). Pfi své cesté musel krél projit kazdym z nich. Oéislujme
je &isly 1, 2, ..., 28 v tom porfadi, jak je kral prochézel.
Tvrdime, Ze pole 1a2,2a3,3a4,...,28al jsou sousedni
(tj. maji spole¢nou hranu).

Skutecéné, nebudou-li napf. pole 1 a 2 sousedni, pak st
kralovy cesty mezi 1 a 2 rozdéli Ssachovnici na dvé casti;
kazda z nich obsahuje jedno z okrajovych poli, sousedicich
8 2 — necht jsou to pole i a j, 3 < i< j < 28.

PFi pokracovani své cesty z 2 se kral casem dostane do 7,
odtud pak do i+ 1,742, ..., az by mél posléze dojit do j.
Avsak Gsek cesty mezi i a j zfejmé musi protnout asek 1-2,
coz je spor se zadanim (cesta krale ma byt neprotinajici se
kfivka). Pole 1 a 2 tedy musi byt sousedni; podobné 2 a 3,
3a4,...,28al.

Uvazujme nyni obvyklé Cernobilé obarveni Sachovnice.
Pole 1 a 2 jsou sousedni, maji tedy rtiznou barvu. Odtud
plyne, ze béhem cesty 1-2 musel kral udélat aspon jeden
rovny tah — pfi Sikmych tazich se totiz barva policka nemé-
ni. Podobné v ¢astech 2-3, 3-4, ..., 28—1 musel kral udélat
aspon jeden rovny tah, tj. udélal celkem aspon 28 rovnych
tahu.

Oznalme r pocet rovnych, s pocet sikmych tahti. Protoze
kral proSel vsechna pole, udélal 64 tahi, tedy r + s = 64.
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Délka jeho cesty pak bude
d=(r+sV2)a = (r+(64—r)V2)a = (64v2 - (V2-1)r)a,

kde a je délka strany policka Sachovnice. Jelikoz jsmé uka-
zali, Ze r 2 28, je nutné

d < (28 + 36V2)a.

Na obr. 31 je priklad cesty, pro kterou r = 28, tj. pro kterou
nastava v poslednim vztahu rovnost.

iZjA

7
% TV V]

1
7
)
7 % 0

Obr. 30 Obr. 31

Maximialni délka tedy je (28 + 36v/2)a.

Jiné feseni. Uvazujme mfiizové body, které jsou stiedy
prislusnych 64 poli dané Sachovnice. Navic budeme pfedpo-
kladat, Ze pole této sachovnice maji jednotkovou stranu.

Pokud cesta spojuje dva sousedni mfizové body ,sikmo“,
lezi pravé polovina pfislusného ¢tverecku s thlopfickou dél-
ky V/2 uvnitf ¢asti omezené uvazovanou (uzavienou) lome-
nou é&arou (obr. 32), zatimco jeho druhd polovina lezi vné.
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Obr. 32

Pritom vSechny takto sestrojené ¢tverecky lezi uvnitf ctver-
ce 7 x 7, ktery celou uzavienou cestu obsahuje.

Obsah ¢&asti uvnitf lomené ¢ary dovedeme spocitat po-
dle zndmého Pickova vzorce: Obsahuje-li mnohothelnik
s vrcholy v mfizovych bodech h mfizovych bodd (véetné
vrchold) na hranici a ¥ mfizovych bodid uvnitf, je jeho ob-

h o .
sah S = 3 + u — 1. Obsah prislusné casti je tedy 31 a je
konstantni bez ohledu na délku odpovidajici cesty. Pro po-
et s ,,8ikmych“ taht odtud plyne 49—31 2 %, tedy s < 36.

Obr. 32 ukazuje, Ze cesta s 36 Sikmymi tahy vskutku exis-
tuje.

1.2 Pro struénost nazyvejme ,list étvereckovaného papi-
ru n x n“ Sachovnici. Snadno zjistime, ze v pfipadech b)
a c) Sachovnici pravidelné dobarvit nelze; staéi vzit n = 2
(takZe n? —2 = 2) a Sachovnici 2 x 2 obarvit jako na obr. 33
(1, 2 jsou dvé rizné barvy). Déle ukizeme, Ze v ptipadé a)
Sachovnici dobarvit lze.

Pfedpokladejme, Ze v Sachovnici n X n je pravidelné obar-
veno n? — 1 poli n barvami. Sachovnice m4 n sloupci, takze
kazda barva muize byt pouzita nejvyse n-krat (jinak by né-
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ktery sloupec obsahoval dvé pole stejné barvy). Protoze je
ale celkem obarveno n? — 1 poli, musi se kazd4 barva vysky-
tovat na Sachovnici pravé n-krat s vyjimkou jediné, ktera se
vyskytuje pouze (n — 1)-krat; oznaéme tuto barvu B. Uka-
zeme, Ze touto barvou lze (pravidelné) dobarvit zbyvajici
pole.

Oznalme S sloupec a R fadek, ve kterém se neobarvené
pole nachdzi. Staci zfejmé ukazat, Ze ani v S, ani v R se
barva B nevyskytuje. DokadZeme to pro S (pro R je dikaz
analogicky).

V kazdém sloupci je pravidelné obarveno vsech n poli n
barvami, takze kazda barva se tam vyskytuje pravé jednou
— 1 barva B. Takovych sloupct je celkem n—1, takze barva
B se v nich vyskytuje (n — 1)-krat. Pfesné tolikrat se ale B
vyskytuje na celé Sachovnici, takze ve sloupci S se uz barva
B nevyskytuje.

1 203 (4|51 |1
2(3|4|5]|86 2
1 213 [4]5(6]1 2
3[4(5]|6(1]2 2
2 LI5(|6|1]2|3 2
5(6(1(2(3]4 2
Obr. 33 Obr. 34

Kromé prikladu uvedeného v feSeni lze uvést i priklad
pro obecné n pfirozené (obr.34 pro n = 6). Samoziejmé,
Ze obecné nelze Sachovnici n x n dobarvit, ani kdyz pocet
uz obarvenych poli lezi mezi n a n? — 2. Na druhé strané
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by bylo zajimavé najit néjaké jednoduché podminky na da-
né obarveni, pfi nichz Sachovnici (pravidelné) dobarvit 1ze!
Také plati, ze pokud je pocet uz obarvenych poli mensi nez
n, lze Sachovnici vidy dobarvit (pokuste se to dokazat!).

1.3 Predpokladejme, ze existuje takovy konvexni rov-
noramenny pétiahelnik ABCDE, ktery pozadovany rov-
nostranny trojuhelnik neobsahuje. Zaroven budeme pred-
pokladat, ze |AB| = 1. Jeho vrcholy ozna¢me napf. tak,

Obr. 35

aby Ghlopficka AD byla nejvétsi (obr. 35), podle trojihel-
nikové nerovnosti pak je
|AD| < |AE|+ |ED| = 2.

Protoze v trojahelnicich ABD, ACD je strana AD nejdelsi,
musi byt Ghly proti ni vétsi nez 60°, je tedy také |JABC| >
> 60°, | BCD| > 60°.

Protoze predpoklddame, ze pétithelnik ABC DE neob-
sahuje zZadny rovnostranny trojihelnik se stranou 1, ply-
ne odtud, Ze rovnostranné trojthelniky nad AB, BC, CD
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protinaji Ghlopficku AD. Sestrojme v poloroviné, v niz lezi
i body B, C, rovnostranné trojuhelniky AB; By, C1C:2D,
kde body B, C) lezi na AD aje |AB,| = |C1D| = 1.

Za uvedeného predpokladu tedy vychdazi, Ze bod B musi
lezet uvnitf oblouku B; By jednotkové kruZnice se stfedem
A a analogicky bod C uvnitf oblouku CC5. Uvnitf licho-
bézniku ByC5B;C) ale nenajdeme zadnou tasecku délky 1
(je |B1B2| = |C1C2] = 1 a |B2Cs| < 1). Takovy pétithel-
nik tedy neexistuje. Uvedeny postup lze snadno zobecnit na
pfipad rovnostranného (2k + 1)-thelniku.

1.4 Predpoklddejme, Ze v nékterém okamziku jsme
odfizli trojihelnik ABC. Uvazujme trojihelniky BDE
a CFG, které odfizneme (obr. 36). Pro jejich obsahy pla-
ti S(BDE) = 1S(ABC), protoze |BD| = 3|AB| a vyska
ve v trojihelniku BDE je rovna jedné tfetiné vysky v,
v trojithelniku ABC, a podobné je i S(CFG) = 1S(ABC).
V n-tém kroku tedy odfezavame 2"*! trojthelniki, jejichz
obsahy davaji % sou¢tu obsahli trojihelnikii odfiznutych
v (n — 1)-nim kroku.

Obr. 36
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V prvém kroku odfezavame 4 trojihelniky o obsahu —1%.
Hledany obsah je tedy

1.5 Piedpokladejme, ze lomena cara, ktera je drahou lva,
ma krajni body X, Y alomise po fadé v bodech Ay, A,, ...,
A,,. Oznaime «; orientovany uahel otoceni lva v bodé A;.
Drahu lva nyni ,narovname“ do pfimky nasledujicim zpu-
sobem:

Proi=1,2,..., npostupné vezmeme bod A; a celou dra-
hu lva poéinaje bodem A; oto¢ime kolem stfedu A; o thel
—a;. Pf1 tomto otaceni se bude stfed S arény pohybovat po
¢asti kruznice se stfedem A;, kterd ma délku d; = |SA;| -
- |a;|. Pro jednoduchost budeme otoéenou drdhu lva znacit
stejné jako pred otolenim. Po provedeni dostaneme drahu
lva jako Gsecku XY, kterd ma délku 30 km, a lezi na ni po
fadé body X, Ay, A,, ..., A,, Y. Nas vsak bude hlavné
zajimat kfivka, kterou pfi ,narovnavani“ drahy opsal bod
S, a ta se skldda z obloukd kruznic. Jeji krajni body maji
zfejmé od bodi X, Y vzdalenosti nejvyse 10 m. Pro délku
kfivky pak srovnanim s délkou secky XY snadno zjistime,
ze

d 2 30000—2-10 = 29980,
n n n
29980 § d= Z d; = Z |SA,| - |a,~| g Z 10|a,~|,
g i=1 i=1

=1

S oy > 2998.
i=1

191



Soucet hli otoéeni lva tedy je alespon 2998 rad.

1.6 Oznacme

Podle vzorce

n + n _(n+1
k k+1)  \k+1)’
ktery plati pro libovoln4 k, n pfirozena, kdyz ovsem klade-

n
me =0 pro n < k,!) dostaneme

k

n n n n
n+b, = 1 ive =
ant (0)+(1)+((2)+(3)) I
1 1
=("+ )+<”+ )1989+...:a,,+1.
1 3
Podobné uréime soucet
n n n
1 n+ by = 1989+ ... =
989, + (0)+((1)+(2)) 989 +

- ("gl)+ (";1)1989+...=b,,+1.

') Vzhledem k tomu ma dany soucet jen koneény pocet nenulovych
séitancy, takZe je nekoneény pouze formalné.
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Nasli jsme tak rekurentni vzorce ap41 = ap+b, abyyy =
= 1989ay, + b,. Jejich Gpravou dostaneme

bnt1 = 1989a, + b, = 1988a, + a, + b, = 1988a, + ant1,

takze

Gny1 = an + b, =a, +a, +1988a,_; =

2
= 2a, + 1988a,,_;. )

Matematickou indukci dokdzeme, Ze soucet a, je délitelny
2"=1 Pro n =1 je a; = 1, coz je délitelné 2'-! = 1 a pro
n=2je az = 2, coz je délitelné 22-1 = 2. Predpokladejme,
fe 272 délf a,_; a 2"~! déli a, pro kazdé n 2> 2, tj. Ze
existuji pfirozena &isla k, I tak, Ze a,_y = 2" %k a a, =
= 2"~ Podle rekurentntho vztahu (2) pak je

Any1 = 20, + 1988a,_; = 2-2" "1 449722 . 2" 2k =
= 2"(1 + 497k).

Je tedy ap4+1 délitelné 2" pro kazdé prirozené n, ¢imz je
diikaz matematickou indukci hotov.

Jiné FeSeni. Oznaime

_(n n n 2
Sn = (1) + (3)1989+ (5)1989 +...

aa=14++1989, b=1-1+/1989. Rozvinutim podle bino-
mické véty vyjde

a" — b = 2v/1989 S,. 3)
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Daéle vyuzijeme rovnost
a™*t? — p"*?2 = (a 4 b)(a™*! — b"*1) — ab(a™ - b").

Protoze a + b = 2, ab = 1 — 1989 = —1988, plynou z (3)
rovnosti

2v1989 5,42 =2-2v19895, 41 + 1988 -2v1989.S,,
Sn+2 = 2Sn+1 + 19885, = 2Sn+1 +4-497S,,.

Pro n = 1, 2 dané tvrzeni snadno ovérime, pro vyssi n je
dokadzeme matematickou indukci stejné jako v predchozim
feSeni.

1.7 (Podle P. Hlinéného, 4. roénik GMK, Bilovec.) Ze
vzorce pro skalarni soué¢in vektoru

u-v=|ul|v|]cosa

vyplyva, ze jejich Ghel « je ostry (pravy, tupy) pravé tehdy,
kdyZ skalarni souéin je kladny (nulovy, zdporny). Zvolme
na hranéch trojhranu jednotkové vektory a, b, ¢; a+ b, b+
+ ¢, ¢+ a jsou pak zfejmé smérové vektory os jednotlivych
rovinnych ahli trojhranu. Vzajemné skalarni souéiny jsou

(a+b)-(b+c)=a-b+a-c+b-c+1,
(b+c)-(c+a)=a-b+a-c+b-c+1,
(c+a)-(a+b)=a-b+a-c+b-c+1,

jsou tedy vsSechny stejné, a proto jsou vzijemné thly os
budto vSsechny ostré, nebo pravé, nebo tupé.
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Jiné Fedeni (podle M. Zamazala, 3. roénik G, Brno, kpt.
Jarose). Je-li trojhran tvofen polopfimkami PA, PB, PC,
oznafme prislusné osy Ghli o4p, 0ac, opc. Uvazujme kol-
my priumét celé situace do roviny o4 popc (pruméty oznacu-
jeme &arkou). Obé polopfimky PA’, PB' sviraji s osou o4p
stejny ahel B (obr.37). Podobné PB’, PC’ sviraji s osou

o/
’ . OAC

Obr. 37

opc tUhel 7. Uhel os oaB,opc je p+ 7. Jeli B+7y < 3,
je |[JA'PC’| < n (jako na obr.37) a primét osy oac lezi
uvnitf Ghlu A’PC’. Uhly viech os jsou zfejmé ostré. Je-li
B+ = 3, je Ghel A’PC’ pfimy. Je-li odchylka PB od
primétu rovna —a, maji PA, PC od primétu obé stejnou
odchylku a. Proto osa os¢ je kolmici na primétnu. Tedy
ahly vSech os jsou pravé.

Ve zbyvajicim pfipadé jsou Ghly vSech os pfirozené tupé.

2.1 (Podle M. Stehlika, 2. roénik G, Brno, kpt. Jaro-
Se.) NapiSme si nejprve &isla na Sachovnici do posloupnosti
v tom poradi, v jakém vznikala. UkdZeme, ze mezi dvéma
po sobé jdoucimi vyskyty ¢isla a se vidy vyskytne éislo 7 —
—a (1 £ a £ 6). Skutecnd, uvazujme nékteré policko, na
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némz je napriklad ¢islo 1, a tdhnéme z tohoto poli¢ka napf.
doprava. Tim se dostanou ¢isla 1 a 6 na levou, resp. na pra-
vou sténu krychle. Nyni pfi libovolném poctu taht nahoru
tam ¢isla 1 a 6 zdstanou, tj. budou se otiskovat pouze &isla
2, 3, 4, 5 (v néjakém pofadi). Chceme-li jesté nékdy otisk-
nout znovu ¢islo 1, musime tdhnout aspon jednou doprava
— tim otiskneme ¢&islo 6, tj. mezi dvéma vyskyty Cisla 1 se
musi vyskytovat ¢islo 6. Podobné to dopadne, pajdeme-li
z puvodniho policka s ¢islem 1 nahoru. Stejna Gvaha plati
i pro libovoln4 jiné ¢islaa, 7—a (1 £ a £ 6).

Oznaéme p, pocet vyskyti cisla a. Z pravé dokdzaného
tvrzeni plyne, zZe Cisla p, a p7—4 se lisi nejvyse o jednicku.
Soucet vSech 99 cisel otisknutych na sachovnici bude

s =p1 + 2p2 + 3p3 + 4pa + 5ps + 6ps =
7
=5(P1+P2+pstpatps +ps) +

(5(ps — p1) + 3(ps — p2) + (P4 — p3))-

DO =

+

Avsak py + ...+ ps = 99 a rozdily ps — p1, ps — p2, P4 — P3
mohou nabyvat pouze hodnot 0, 1, —1, nutné tedy

1
sé%-99+§(5+3+1)=351

7 1
2 = —(=5—-3-1)=342.
s2 5 99+2(5 3-1)

Snadno nahlédneme, Ze téchto soucti lze skute¢né dosah-
nout. Staéi jit nejprve 49krat nahoru a pak 49krat doprava.
Bude-li na za¢4tku krychle stat na sténé s ¢islem 6, vpfedu

196



mit 5 a vpravo 4, bude s = 351, bude-li krychle stat na 1,
vpredu mit 2 a vpravo 3, bude s = 342. Hledané extrémy
tedy jsou smax = 351, Smin = 342.

2.2 Predevsim si vSimnéme, ze v n-tém kroku a pozdéji
vznikaji uz pouze isla vétsi nez n (za prvni krok tu pova-
zujeme vznik ¢&isla 2). Snadno to odvodime matematickou
indukci. To znamen4, Ze 1973 mohlo vzniknout stejné jen
v prvnich 1972 krocich. Staci tedy spocitat vsechny vy-
skyty éisla 1973 (ve vSech krocich) pfi éislovani secky. To
nam umozni nasledujici tvrzeni: Jsou-li a, b dvé nesoudél-
na pfirozena cisla, pak se pfi postupném cislovani tsecky
vyskytnou vedle sebe (v tomto pofadi) pravé jednou.

Dokazeme ho matematickou indukci podle souétu s = a+
+b. Pro s = 2 je jedinou moznosti a = b = 1, takze tvrzeni
plati. Pfedpokladejme, ze tvrzeni plati pro vSechna 2 £ s £
< N — 1, a uvazujme nesoudélnd &isla a > b se souétem
N. Pak éisla a, b budou (v tomto pofadi) v néjakém kroku
sousedni, pravé kdyz v pfedchozim kroku jsou sousedni éisla
a—b, b. Avsak (a—b)+b = a £ N—1, takze podle indukéniho
pfedpokladu dojde k takové situaci béhem c¢islovani Gsecky
pravé jednou. Tim je dokazano i celé tvrzeni.

Nyni si sta¢i uvédomit, ze ¢islo 1973 vznikne v néjakém
kroku pravé tehdy, pokud v pfedchozim kroku byla vedle
sebe &isla k a 1973 —k, 1 £ k £ 1972. Protoze 1973 je
prvocislo, jsou k a 1973 — k nesoudélna pro kazdé k od 1 do
1972. Podle pravé dokdzaného tvrzeni se tedy vyskytnou
obé &isla vedle sebe pravé jednou. Tim dostiaviame celkem
1972 vyskytt ¢isla 1973, coz je hledany vysledek.

Jiné feSeni (podle P. Mederlyho, 2. roénik GAM, Brati-
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slava). Zadani trochu pozménime: krajnim bodim pivod-
ni Gsecky pfifadime zlomky %, % a stfedu asecky, jejimz
a a+c

b b+d
Zlomky nekratime, ani kdyby to bylo mozné. Jmenovate-

le téchto zlomki tvofi pivodné konstruovanou posloupnost

Cisel. Hleddme tedy zlomky tvaru I_S;c’ﬁ’ kde 1 S k £1972.

Stejné jako v pfedchozim feSeni snadno zjistime, ze kazdy
z uvedenych jmenovateld vzniklych po n-tém kroku je vétsi
nez n, a navic kazdy z Citateld vzniklych naopak v prvnich
n krocich je nejvyse roven n.

krajnim bodim jsme pfifadili ¢isla

C .o
o pfifadime

Déle si vSimnéme, Ze lezi-li zlomek % nalevo od s—, je % <
c v~ . ’ ’ . 0 1 1
< r To ovéfime indukci: V prvnim kroku je 1 < 3<7

. a c , ;o ..
z nerovnosti — < p potom snadnym vypoctem vyplyva,

. a a+ cb c . .
ze 3 < b1 d < 7 A odtud hned plyne, Ze zlomki tvaru
1973 je v uvazované posloupnosti nejvyse 1972, pficemz
kazdy se mize vyskytnout nejvyse jednou.

Dale plati, Ze jsou-li v nékterém kroku % < % sousedni
zlomky, je bc — ad = 1. To ovéfime rovnéz indukci. Konecné

.y . . a c ,
plati nésledujici tvrzeni: Jsou-li 3 < p sousedni a 2 €

€ (%,5), pak ¢ 2 b+ d. To plyne z toho, Ze pro 5 > sje
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E—E_A,pncemzA>ltedyﬁ—-BZ—l— Podobné je
d ¢ dq = dq
1 p_¢ 2> —1— Dostaneme tak nerovnost
g b= bg
1 bc — ad 1 1
1 _tbe-ad_c_a_(c_p), (p_a)y 1 1
bd bd d b d g qg b dq bq
neboli

g2b+d.

Tim je posledni tvrzeni dokazéno.
Toto tvrzeni zaruéuje, ze po 1973. kroku Zadny z inter-

o c . . ’,
valt (E d) kde E p jsou libovolné dva dosud sestro-

k
jené sousedni zlomky, neobsahuje zlomek tvaru 173" Po

1973. kroku je totiz b+ d > 1973, protoze jeden ze zlomkid

a c .
b3 musel vzniknout v tomto kroku.

Protoze 1973 je prvocislo, nemtze zidné z Cisel 1973
(1 £ k £ 1972) splynout s nékterym dosud utvofenym
zlomkem. Proto kazdy z téchto 1972 zlomkd je ¢lenem se-
strojené posloupnosti. Protoze jsme uz ukazali, ze se vic
nez jednou vyskytnout nemiize, vyskytne se pravé jednou,
a Cislo 1973 se jakojmenovatel objevi 1972krat.

o« 8 iy

zlomky jsou vesmés v zdkladnim tvaru, snadno zjistime, ja-
k4 je odpovéd na otazku, kolikrat se v uvedené posloupnosti
objevi libovolné pfirozené cislo n.
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2.3 (Podle O. Kalendy, 4. roénik GWP, Praha.) Vsechny
body C, lezi na ose tsecky AB. Pfifadme bodu C), thel
Yn = |4 AC, B|, pficemz pro C, nad AB bereme konvexni
a pro C,, pod AB nekonvexni thel (obr. 38).

G

/\

Obr. 38

Definujme relaci a ~ S, pravé kdyz o = B + 2kn pro
k celé. Pak plati y,41 ~ 29,. To plyne néasledovné z véty
o obvodovém thlu: Je-li Cy, 1 Cr41 nad AB, je yp41 = 279y.
Je-li Cpp i Crgq pod AB, je 21 — Y41 = 2(21 — 7p), tedy
Tnt1 = 29n — 2n. Je-li C, pod a Cpy; nad AB, je 2n —
= Ynt+1 = 221 — vp), tedy Ynt1 = 29, — 2r. Je-li Cp, nad
a Cny1 pod AB, je Yn41 = 275.

To znamena, Ze je

Tn ~ 29n-1 ~227,,_2~...~2"'171, (1)
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a protoze relace ~ je tranzitivni (tj. je-lia~ f a g~ v, je
i a ~v), plyne odtud vztah

Y~ 2y neboli 2" 1y = v, + 2kn

pro néjaké celé k. C,, je pak stfedem tsecky AB, pravé kdyz
Yn = T, tj. pravé kdyz je v, € (0, ) tvaru

_ (2k+Dr

N =" k=0,1,...,2"7 ' -1 (2)

Je-i C, = C1, je y7n ~ 71, zérovei ale podle (1) je
T ~ 21y, takie 71 ~ 2"lq;. Odtud dostdvdme, Ze
2"~ly; = 1 + 2kx, neboli

2kn -
N =gy Pro k=1,2,...,2"1-2

To plati pro n > 2. Pro n = 1 vyhovuyje libovolny bod C
osy useCky AB, pro n = 2 bod C neexistuje (kdyby C, =
= C} = C, byl by polomér kruznice opsané |C,C}| = 0).

2kn
=11

2"kn 2kn

= -2—"—-__—1-_—1 = 2kﬂ+m ~ . Je tedy Cn = C,
pravé kdyz n = 1 a C je libovolny bod osy tsecky AB, ne-

2kn -
m,kdek_l,z...ﬂ -2.

Obrécené, je—li 7”1 = s pak Yn ~ 2"—171 —

bokdyzn>2a~y =

(Hodnotu k = 0 neuvaZzujeme, protoze 4; > 0.)
2.4 Nejdfive si uvédomme, ze podminka b) m4 silnéjsi
pfedpoklad nez a), ale stejné tvrzeni, proto spliiuje-li néjaka

dvojice indexii (%, j) podminku a), spliiuje i b).
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aytaz+...+a,
n
nost pak muzZeme ekvivalentné zapsat jako

Oznalme A =

, pozadovanou nerov-

bl(al—A)+b2(a2—A)+...+b,,(a,,—A);O. (1)
Oznacime-li b = max{b;; a; < A} = b;,, plati
bi(a; — A) 2 b(a; — A) pro i=1,2,...,n. (2)

To je zfejmé pro a; — A < 0, zatimco pro a; — A > 0 je
a;, < A < a;, takZze podle podminky b) dostaneme b =
= b, < b;. SeCtenim nerovnosti (2) pro viechna i = 1,
2, ..., n dostdvame

bi(ar —A)+ ... +bp(an—A) 2 b(a1 + ...+ a, —nA) =0,
tim je nerovnost (1) dokdzana.

2.5 (Podle P. Hlinéného, 4. roénik GMK, Bilovec.) Vy-
fesime tlohu nejdfive na pfimce, pak v roviné a nakonec
v prostoru. Ukdzeme, Ze nejmensi &islo k je rovno N + 3,
kde N =1, 2, 3 je dimenze prostoru.

Nejprve ukazeme, ze pro body lezici v pfimce nestaci
sestrojitelnost trojic. Méme &tyfi body A, B, C, D, kde
rap=1,rBc =%, rac=%,TaD=3%,rBD=3%,rcp = 1.
Jde o Gsecku AB a o jeji jakoby dvojnasobny stied C, D.
Vzdalenost r¢p je vzdalenost stfedu tsecky od jeho obrazu
v sdumérnosti podle A, popfipadé B (obr. 39). Celd étvefi-
ce neni sestrojitelna, ale vSechny trojice sestrojit lze. Nyni
ukdZeme, Ze sestrojitelnost Ctvefic staci.
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A B
L ~— PLE Y—_—J
Teo Teo
Obr. 39

Jsou-li dany dva rizné body na pfimce, existuje nejvyse
jeden bod, ktery ma od téchto bodi pfedem zadané vzdéle-
nosti. Jsou-li vzdalenosti danych n bodi navzajem vSechny
nulové, jsou tyto body sestrojitelné. V opaéném pripadé vy-
bereme body A, B, pro které je r4,p nenulové a sestrojime
Je kdekoli na pfimce ve vzdjemné vzdalenosti r4p. Kazdy
dalsi bod X ma predepsiny takové vzdalenosti rax, rpx,
Ze je sestrojitelny. PFitom tento bod je uréen jednoznaéné.
Sestrojme tedy jedinym moznym zpisobem vSechny dalsi
body. Ty uz budou fesenim tlohy. Kdyby totiz nékteré dva
z dalsich bodi X, Y nemély spravnou vzdélenost, nebyla
by ctverfice A, B, X, Y sestrojitelna.

Rozeberme ted Glohu v roviné — nejdfive na prikladu
ukdzeme, Ze sestrojitelnost ctvefic nestaci. PouZijeme rov-
nostranny trojihelnik ABC (obr.40) a jeho , dvojndsobny*
stfed D, E (tim jsou dany vzdéalenosti bodt D, E od vrcho-
li A, B, C). Vzdalenost rpg je pak ddna jako vzdélenost
stfedu trojihelniku ABC od jeho obrazu v soumérnosti po-
dle AB (BC, C A). Kazdou ¢tverici sestrojit lze, celou pétici
ne. Nyni ukazme, Ze sestrojitelnost pétic staéi.

Podobné jako na pfimce existuje v roviné nejvyse jeden
bod, ktery ma pfedem zadané vzdélenosti od tii danych
bodi nelezicich v pfimce (maji-li tfi kruznice dva spoleéné
priseciky, lezi jejich stfedy na primce). Jestlize kazdé tfi
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z danych n bodu lezi po sestrojeni v pfimce, Gtloha se redu-
kuje na pfimku, kde podle predeslého staci i sestrojitelnost
Ctvefic. V opacném piipadé vybereme tfi body A, B, C,
které po sestrojeni nelezi v pfimce. Sestrojme k bodim A,
B, C jednoznalné kazdy z dalsich uvazovanych bodi. Zis-
kané body jsou fesenim. Kdyby totiz nékteré z dalsich bodi
X, Y nemély spravnou vzdalenost rxy , nebyla by pétice A,
B, C, X, Y sestrojitelna.

A koneéné pripad prostoru. Dikaz je Gplné analogicky,
proto jen strucné. Sestrojitelnost pétic nestaci, protoze staci
vzit pravidelny étyfstén ABCD s ,,dvojndsobnym* stfedem
E, F, pficemz rgp bude vzdalenost stfedu od jeho obrazu
v soumérnosti podle rovin ABC (ABD, ACD, BCD). Kaz-
dou pétici sestrojit lze, ale celou Sestici ne. Sestrojitelnost
Sestic je uz postacujici, protoze pokud kazdé ctyrfi body lezi
po sestrojeni v jedné roviné, redukuje se tloha do mensi
dimenze, a jinak sestrojime néjakou étvefici A, B, C, D,
ktera nelezi v roviné, a ukidzeme, ze vSechny dalsi body jsou
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touto Ctverici jednoznacné urceny. Kazdé dva X, Y z nich
budou mit spravnou vzdalenost rxy, jinak by odpovidajici
Sestice A, B, C, D, X, Y nebyla sestrojitelna.

2.6 (Podle P. Hlinéného, 4. ro¢nik GMK, Bilovec.) Pfed-
pokladejme, ze trojihelnik ABC vyhovuje podminkam tlo-
hy a ze A lezi na pfimce m a B na pfimce n (pfimky m,
n musi byt riznobézky). Ozna¢me p osu soumérnosti bodi
B, C, ta prochazi bodem O a je rovnobézna s m. Proto-
ze B € n, musi bod C lezet na obraze n’ pfimky n podle
osy p. Podobné lezi C' na obraze m’ pfimky m podle osy gq.
Odtud plyne postup konstrukce: bod C najdeme jako prise-
¢ik primek m/, n’ a zbytek trojihelniku sestrojime snadno,
protoze zname stied O i polomér |OC| kruznice opsané.

Konstrukce pfimek m/, n’ je jednoznaénéa. Prvni zadrhel
mize nastat, kdyz jsou ptimky m’, n’ rovnobézné (obr. 41).

Obr. 41

205



Pokud bod O lezi v ostrém thlu pfimek m, n, dostdvime
pro uhel téchto pfimek vztah 2a + @ = =, tj. a = %n.
Stejny vysledek dostaneme, pokud bod O lezi v tupém Ghlu
téchto pfimek. Proto konstrukci nelze jednoznaéné provést
jen tehdy, je-li Ghel pfimek m, n roven %n. Tento pfipad
rozebereme zvlast na zavér.

Dalsi zadrhel miiZe nastat, pokud se pifimky m', n’ pro-
tnou v bodé O. To nastane, pravé kdyz je bod O priseéikem
i pfimek m, n. Pokud ndhodou pfimky m’, n’ nesplynou (to
nastane, jak snadno zjistime, opét pro thel pfimek m, n rov-
ny %n), bude bod O jejich jedinym priise¢ikem. V tom pf¥i-
padé nedostaneme trojuhelnik, protoze nemize byt C = O.

Protoze je obtizné zjistovat, kdy kruZznice se sttedem O
a polomérem |OC| protne pifimky m, n v hledanych bodech
A, B tak, abychom dostali trojihelnik, sestrojime hledané
vrcholy jinak: bod A lezi na priseciku pfimky m s pfim-
kou b, kterd prochazi vrcholem C' a je kolmé na pfimku n.
Analogicky sestrojime i bod B. Protoze je jasné, ze pfimky
m a b mohou byt rovnobézné, jen kdyz jsou m a n kolmé,
vySetfime tento pfipad zvlast. V tomto pripadé vyjde, Ze
vrchol C je prisecikem pfimek m a n, takZe iloha ma nede-
generované feseni, jen kdyz bod O nelezi na zadné z primek
m, n.

Nyni jesté vysetiime pfipad, kdy pfimky m, n sviraji (hel
%n. Snadno zjistime (obr. 42), ze pokud bod O lezi v tupém
ahlu pfimek m, n, rovnobé&zky m’, n’ nikdy nesplynou; tlo-
ha tedy nemize mit feSeni. Pro polohu bodu O v ostrém
ahlu piimek m, n splynou pfimky m’, n’, pravé kdyz VQOP
bude koso&tverec (obr. 42), neboli bod O bude lezet na ose
Ghlu pfimek m, n. Jsou-li pfimky m’, n’ totozné, lze kte-
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Obr. 42

rykoli jejich bod zvolit jako bod C' (pokud O je prisecik
m, n, pak nemize byt C = O) a podle popsané konstrukce
k nému vzdy sestrojit zbyvajici vrcholy A, B. Uloha pak
ma nekoneéné mnoho feseni.

Uloha ma tedy pravé jedno feseni, pokud jsou pfimky m,
n riznobézné (nesplyvaji) a nesviraji Ghel %n, bod O neni
jejich pruseéikem, a je-li pfimka m kolma na n, nelezi bod
O na 74dné z piimek m, n. Uloha m4 nekoneéné mnoho
feseni, pokud pfimky m, n sviraji Ghel %n a bod O lezi na
ose jejich ostrého Ghlu. V ostatnich pfipadech Gloha nema
zadné feseni.

2.7 Spravna odpovéd zni, Ze to jde pro vSechna k # 1
a k # 3. Pripady sudého k jsou jasné, trochu prekvapiva je
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existence zaplnéni pro k = 5, 7, 9, 11. Pfislusné zaplnéni je
znazornéno na obr. 43. (Obdélnik 2 x 3 je mozno vyplnit bud
dvéma pravothelniky, nebo dvéma thelniky. V zavislosti na
vyplnéni obdélnikd A, B, C tak dostdvidme pozadovany typ
zaplnéni celého Etverce.)

Obr. 43

Uvazujme k = 1. Predpoklidejme, Ze existuje zaplnéni
s pravé jednim thelnikem; bez ﬁjmy na obecnosti mizeme
predpokladat, Ze je umistén takto B] Vypliime jednotlivé
ctvereCky ve Etverci Cisly 0, 1, 2 podle obr. 44. Soucet vSech
Cisel ve Ctverci je 36, je tedy délitelny tfemi. Rovnéz soucet
&isel v kazdém pravothelniku 1 x 3 je délitelny tfemi. Z4d-
nému uhelniku typu H] vSak neodpovida souclet délitelny
tfemi, a proto zaplnéni nemiZe obsahovat pravé jen jeden
thelnik.

Uvazujme ted piipad k = 3. Pfi ocislovani podle obr. 45
davaji thelniky 5 a (] soucet 2 (mod 3) a @ihelniky { atH
soulet 1 (mod 3). Proto kazdy ze tii Ghelnikd je typu B]
nebo EB, nebo je kazdy typu Bj & EB To ovSem plati i po
otoéeni o 90°, a tedy v pivodnim étverci je kazdy thelnik

typu . & 0, nebo je kazdy thelnik typu Hy ¢ B Odtud
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112{0[1]2(0 212121222
Obr. 44 Obr. 45

plyne, ze vSechny tfi Ghelniky jsou stejného typu; bez Gjmy
na obecnosti mizeme predpokladat, ze jsou typu B:,
Vratme se k olislovani na obr.45. Kazdy pravothelnik
obsahuje po jednom z éisel 0, 1, 2, a proto mezi ahelniky
Jje pravé jeden s Cisly 0, 1, 1, pravé jeden s &isly 1, 2, 2
a pravé jeden s &isly 2, 0, 0. UvaZme polohu toho s éisly
2, 0, 0. Jeho rohovy étverecek lezi v jednom ze Etvereckiu
vyznacenych na obr. 46, pfitom vzhledem k symetrii podle

X X : 2
2 % 1 AE

% 87
% 10

- N W s~ 0o
\
[e2]
(8]

a b c de f
Obr. 46 Obr. 47

diagondly al — f6 staci uvazovat jen polovinu ¢tverce nad
touto thlopfickou. Z vyznaéenych poli vSak nelze pouzit
pole ¢6, f6 (ihelnik by &nél ven ze &tverce) a db (Ctverecek
6 by pak neslo pokryt). Na obr. 47 je vyznaleno, pro¢ nelze
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pouzit ani EtvereCek ab (pouziti pravothelniki je pak totiz
vynuceno, a to v pofadi uvedeném na obrazku). Podobné
se ukaze, ze 1 pfipady ctverecki a2, b4, ¢3 vedou ke sporu.

Poznamka. Uvédomte si, Ze pro diikaz pfipadu k = 1 jsme
stejné dobfe mohli pouzit i obr. 42.

Pripad k = 3 plyne (po provedeni prvni Gvahy) z nésle-
dujiciho tvrzeni: Obdélnik velikosti 3n x 3m nelze zaplnit
pravouhelniky 1 x 3 a helniky B:, Zkuste toto tvrzeni do-
kazat nebo vyvratit.

3.1 (Podle P. Ruzicky, 2. roénik G, Brno, kpt. Jarose,
a A. Kubény, 3. roénik GMK, Bilovec.) Nejmensi hledany
pocet vézi je m(n, k) = n(k — 1) + 1. Pfedné, pokud je vézi
méné nez m(n, k), lze je umistit do k — 1 fad Sachovnice.
Potom z nich ovSem nelze pozadovanym zptsobem vybrat
k vézi. Ukazme déle, ze pro alespon m(n, k) vézi to jiz lze.

Ocislujme Fadky a sloupce Sachovnice Cisly 1 az n. Jed-
notlivd pole Sachovnice odislujme tak, ze poli v i-té radé
a j-tém sloupci pfifadime &islo i — j (modn) (tedy cislo
mezi 0 a n — 1). Nyni si sta¢i uvédomit nasledujici jedno-
duché skutecnosti:
1. Kazdym ¢éislem mezi 0 a n — 1 je oznaceno pravé n poli.
2. Véze na polich oznacenych tymz ¢islem se neohrozuji.
3. Pokud je vézi alesponr m(n, k), existuje podle Dirichleto-

va principu k vézi, které jsou na polich oznacenych tymz
Cislem, a proto se neohrozuji.

Jind moinost je pouzit matematickou indukci. Nejsnazsi
je postupovat indukci podle k.

Pro k = 1 je tvrzeni trivialni.

Necht & £ n — 1 a tvrzeni plati pro k — 1. Pak podle
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Dirichletova principu existuje fddek r, ve kterém je alespon
k vézi (zaroven samozfejmé nejvyse n). V ostatnich Fadcich
je potom alespoir n(k — 1)+ 1—n = n(k —2) + 1 véii
alze z nich tedy podle indukéniho predpokladu vybrat k — 1
vézi, které se neohrozuji. Téchto k — 1 vézi lezi v k — 1
sloupcich. Proto v fadku r existuje véz, ktera se ani s jednou
z nich neohrozuje. Dohromady tedy mame k vézi, které se
navzajem neohrozuji, a dikaz je hotov.

3.2 Cést a) je trividlni, napf.
r-z=z% z?.2%=12"
gtz =28, ..., 512,512 = g1024

2?1024 . 1:16 — :Bl 008, :L'l 008 . 1:8 - 131 000.

Pro ¢ast b) uvedeme dvé feseni.

1. FeSeni (podle O. Sucha, 4. roénik GAM, Bratislava).
Napisme ¢islo n v dvojkové soustavé; protoze mozné Cislice
Jjsou pouze 0 a 1, je to vlastné totéz co rozklad

n=2a1+202+---+2a", a1>ag>...>ak§0.

2 %2z

Uvazujme naésledujici dva zptisoby vytvoreni cisla z™.

1. Pomoci z - z = z%, 2% - 2% = z* atd. vytvofime viech-
ny mocniny z2* pro 0 < i < ay; to zabere a; operaci. Mezi
témito Cisly jsou i &isla 2/ pro j = 291,292, ... 2%; vynaso-
bime-li je postupné mezi sebou, spotfebujeme na to dalsich
k — 1 operaci. Tim dostaneme 2™ pomoci a; +k — 1 operaci.

2. NejdFive pouzijeme (stejnym zpisobem) a; + 1 operaci
na vytvofeni &isel z2° pro 0 £ i < a; + 1. Déle posledni
z téchto Cisel vydélime z, ¢imz ziskdme

zZ“"“-—l — z2“1+2“1“+...+4+2+1
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Toto &islo délime vsemi &isly 22’ pro j € {0,1,2,...,a1} \
\{ai,ay,...,ai}; téchto &isel je dohromady (a; +1)—k a po
vydéleni dostaneme zfejmé &islo ™. Na déleni je tfeba (a1 +
+1) — k operaci; celkem jsme 2" vytvofili pomoci (a3 + 1)+
+ 1+ (a1 +1—k)=2a; —k + 3 operaci.

Nyni ukdzeme, Ze pfi aspoii jednom zpiisobu je poéet ope-
raci nejvyse %log2 n + 1. Kdyby tomu tak nebylo, muselo
by zaroven platit

a1+k—1>glog2n+1

3
201 —k+3> -2-log2n+ 1.
Sectenim a Gpravami dostaneme
a; > logyn,
291 > n =29 429 4 4 2%,

coz je spor, a diikaz je hotov.

2. fedeni (podle S. Kasala, 3. roénik GWP, Praha.) Pro
1 £ n £ 11 se pfesvéd&ime pFimo, ze tvrzeni plati. Pron 2
> 12 ukazeme, Ze dokonce sta&i 3 log,(n—1) operaci. Dikaz

provedeme indukci. Pron = 12,13, .. ., 45 toto tvrzeni plati
podle nasledujici tabulky:
n 1213141516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

pocet operaci 4 555 455605686605 66 76
[3logy(n—1)] 5 5 5556666666666 77

n 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45
pocet operaci 76 656 6767776778738
[(Blogy(n—1)] 7 7777777777778

8 8
Méjme nyni n 2 46 a predpokladejme, ze pro 12 S m <
< n — 1 tvrzeni plati. Rozlisime dvé moznosti:
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a) n je sudé, n = 2k. Pak z" vyjadfime jedinou operaci
z zF (z" = z¥ . z*); na z* podle indukéniho predpokladu
staci %logz(k — 1) operaci. Celkem ndm tedy pro z" sta&i

3 3
5 logz(k - 1) +1< E(logz(k - 1) + 1) =
= glog2(2k -2)< glogz(n -1)
operaci.

b) n je liché; pak lze n psit ve tvaru n = 4k + 1. Pfitom
z" lze vyjadfit z «¥ tfemi operacemi

Celkem tedy umime vytvofit £™ pomoci

;logz(k —1)+3=-(logy(k—-1)+2) =

LN

= 2 logy(4k — 4) < glogz(n ~1)

operaci.

Tim je diikaz hotov.

Poznamka. Poznamenejme, ze obéma zptsoby lze Fesit
i nepatrné tézsi verzi Glohy, kdy jsou povoleny pouze ope-
race
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(Potfebny poéet operaci je opét nejvyse %logz n+ 1.) Do-
dejme jesté, zZe zadny z uvedenych odhadi neni optimalni.
Napf. pro z!7° staci pouze 9 operaci!

3.3 Oznalme a = |A243|, b = |A143], ¢ = |A142]|.
Z Pythagorovy véty pro trojahelniky Ay H3Az, A2 H3A3 do-
staneme

|A3Hs|? = |A1 43| — | A1 H3|? = |A2A45]% — |H3As |2
Odectenim odtud plyne

b2 — (12 = |A1A3|2 - |A2A3|2 = |A1H3|2 = |H3A2|2 -
= (|A1Hs| + |H3A2|)(| A1 H3| — |H3As|).

(1)
Vyuzijeme-li rovnosti |A; M3| = |M3A2|, snadno uréime
Jednotlivé Cinitele
| A1 H3| + |H3Az2| = |A1 A2, @
||A1H3| = |H3A2|I — 2|H3M3|
a dosazenim do (1) pak dostaneme
bZ _ a2
|A1As| - |HsM3| = |—2—|
Analogicky dokdzZeme i rovnosti
a?-c? c? - b?
PWRRTATAR =i VW YN iLi}

Bez Gjmy na obecnosti mizeme déle predpoklidat, ze
a £ b < c. Pak hned dostaneme pozadovanou rovnost

|A1As| - |[HoMa| = |A1Ag| - |HaMs| + |A2As| - |Hi M,y |.
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Podivejme se ted, jak se zménf situace pro pravouhly &i
tupothly trojahelnik. Platnost (1) se samozfejmé zachova.
Jedind potiz nastane, kdyZ bod Hj3 neleZi na tsecce A;A,.
Potom se (2) zméni na

‘A1H3| + |A3H2| = 2|H3M3|,
[|A1Hs| — |H3As|| = |A1 4.

To v8ak znamend, Ze se jen prohodily hodnoty &initeld
v souéinu (1), takZe tvrzeni zlistdvd v platnosti i pro pra-
votihly a tupoihly trojihelnik.

Poznamka. Uvedené FeSeni je zcela elementarni, zato tro-
chu umélé. Pomoci kosinové véty lze snadno vypocéitat
| H; M;| pfimo, v podstaté jde ale o totéz. Vyuzitim vzorec-
ki pro délky téznic trojihelniku bylo mozno ziskat tvrzeni
rovnou pro libovolny trojihelnik (avsak feSeni je technicky
néaro¢néjsi). Podobné pro libovolny trojihelnik funguje fe-
Seni pomoci zékladnich operaci s vektory (s¢itani a skaldrni
souéin).

3.4 Spravna odpovéd zni: bud S = P = Q, anebo S lezi
v intervalu /PQ £ S < Q.

Nejprve dokazeme, ze libovolné takové hodnoty S, P, @
se skuteéné mohou nabyvat. Pfipad S = P = Q@ je jasny
(vSechny tfi mnohothelniky splynou, tj. A; = B; = Cj);
méjme tedy déna kladna &isla P, @, S tak, Ze

VPRLS<Q.

Zvolme v roviné dvé rovnobézky o vzdélenosti 2 a néjakou
jejich pficku B3Cs (obr.48), dile body Bs, C tak, aby
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Obr. 48

bylo |Bs B3| = S— P, |C2C3| = Q — S. Obsahy trojahelnikid
B3B3C3 a B;C2C3 jsou tedy S — P, resp. @ — S.

Pokud bude |ByBs| 2 |C2Cs), neboli S > 222 pak se
polopfimky C3 B3 a C B, neprotnou; mizeme na nich zvolit
body A4 = By = C4 a Ay = By = C) tak, aby ¢tyfahel-
nik B; B, B3 B4 mél obsah P. Zbyva vzit Ay = By, A3 = Cj3
a jsme hotovi (obr. 49). Pokud |B2 B3| < |C2C3], neboli S <
< #, pak se polopfimky CsB3 a C3Bs protnou v bodé
W, pravé popsanou konstrukci miZeme tedy zopakovat, jen
kdyz bude P £ S(B3;BsW) (symbolem S(-) budeme i na-
déle znagdit obsah pFislusného Gtvaru). VyuZitim podobnosti
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¥ BM Ci+1

Obr. 49

trojihelniki W By B3 ~ W5C2C3 lze spoéitat, ze je

(S—-P)?
P+Q-2S
Nasi konstrukei lze tedy pouzit, bude-li

ps 5=P" :

=P+Q-25
coz je pro S < % ekvivalentni nerovnosti PQ < S?,
kterd plati. MlZeme tedy opét zvolit body A; = By = C;
a Ay = By = C4 (popf. pouze A; = B; = Cy = W, pokud
S = /PQ) a jsme hotovi.

Zbyvé tézka &ast Glohy — dokazat, ze vidy plati S 2
2 /PQ. Dokazeme vlastné silnéjsi tvrzeni:

Jsou-li B1B,...B, C C,C;...C, dva konvexni n-ihel-
niky takové, Ze B;Biy:1 || CiCit1 (takovym dvéma mno-
hothelnikim budeme dile Fikat ,rovnobézné“) a body A;

S(ByBsW) =
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lezi na stranach C;_1C;, A, na strané C,C, pak pro obsa-
hy P, Q n-thelniktt ByBy...B, a C;C,...C, a obsah S
2n-ihelniku A1B1A3B; ... A, B, plati S 2 \/PQ.

Nejprve vyfesime pfipad, kdy mnohothelniky B, B,. . .B,,
a C1C;...Cy, jsou stejnolehlé (tak je tomu napt. vidy pro
|C1Cs|
| B1B2|
stejnolehlosti. Je-li h; vzdélenost pfimek B;B;y; a C;Ciyq,
bude platit (obr.49)

koeficient uvedené

n = 3). Ozna¢me U stfed a k =

S(Bi Biy14i41) _
S(BiCiAit1) + S(Bi14i+1Ciy1)
_ | Bi Biy1|hi _
" |CiAig1|hi + |Cig1Aigr|hi

_ |BiBiya| _ 1

T |CiCiga| K’

takze
k- S(B;iBit14it+1) = S(BiBi41Ci41C;) — S(Bi Biy14i41)-
Seétenim pro vSechna i, 1 £ i < n, vyjde
k(S-P)=Q-S.

Zaroven ale je Q = k%P, takie (vylou¢ime-li trivialni pfipad
S=P)

Q-5 _Q

S-P) P’
a po tpravé vyjde S? = PQ, coi jsme chtéli dokazat.
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Obr. 50

Nyni vyfeSime pfipad, kdy n = 4 a C1C2C35C4 je rov-
nobéznik. V situaci na obr.50 mame @ = absina, P =
= cdsin a. Obsahy dvou vyznacenych trojahelniki daji do-
hromady 3d(a — c)sin a; podobné druhé (analogickd) dvo-
Jjice d& %c(b —d)sina. Odtud plyne

ad + be

1
S=P+§d(a-c)sina+%c(b-—d)sina: sina

a podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym pri-
meérem vyjde
S 2 Vad - besina = \/PQ.

Prejdéme ted koneéné k obecnému ptipadu; dikaz pro-
vedeme indukci. Pro n = 3 nerovnost S 2 /PQ plati (do-
konce s rovnosti). Pfedpokladejme platnost tohoto tvrzeni
pro n — 1 2 3; dokdZeme je pro n.

Uvazujme tedy pfislusné n-thelniky popsané v zada-
ni. Je-li n = 4 a C1C2C3C4 je rovnobéznik, je nerov-
nost dokazana v pfedchozim odstavci. V opaéném pripa-
dé existuji v mnohothelniku C,C;...C, tfi po sobé jdou-
ci strany (zvolme oznaceni takové, aby to byly napf. stra-

ny C1C2, C2C3 a C3C4) tak, ze polopfimky C1C; a CsCj3
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se protinaji (obr.51); dikaz tohoto tvrzenitka pfenecha-

Obr, 51

vadme &tendfi (ndpovéda: dle Dirichletova principu existu-
ji dva sousedni vnitfni Ghly, jejichZ soulet je vétdi nei
180°). Oznaéme X, resp. Y priseéfk polopfimek C,C,
a C4Cs, resp. By By a B4Bg. Trojlhelniky B; B3Y a C3C3X
jsou podobné s koeficientem k; oznaéme a = |B;Bs|, tak-
te |C2Cs| = ka. Déle oznaime Py a Qo obsahy (n —
— 1)-thelnikd B1Y B4Bs...Bp a C1XC4Cs...Cp a Sy ob-
sah 2(ﬂ o 1)-l'lhelnfku AlBlAQYAqB4 .o .Aan. Koneéné
bud h vzdalenost pfimek B;Bs a C3C3 a R obsah troj-
ahelnfku B B3Y .
Ziejmé platf Pp= P+ R, Qo =Q +k’R a

So=8~- S(BzBsAs) + S(BzAzY) + S(BsAqY) + R.

Nynf je S(ByA3Y) = S(B3;C3Y) a (podobné jsme to pro-
vedli uz v dikazu pro n = 3)
S(BAY) S(B2CaY) 1
S(B2C2XY) ~ S(BaCyY) + S(CoYX) k41
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Podobné pro S(B3A4Y); sectenim pak vyjde

1
S(BzAgY) + S(B;-;A4Y) = mS(BzYBaC;;XCz).

Obsah na pravé strané je roven

S(BgYB303X02) =
= S(CzCaX) + S(BzBaCaCz) - S(BzBaY) =

=k2R+%(a+ka)h——R.—_(k+1) ((k—l)R+ 5;-)

Koneéné S(B; B3 As) = %ah. Dosadime-li ve do vztahu pro
So, vyjde

So=S—%ah+(k—l)R+%ah+R=S+kR.

Podle indukéniho predpokladu plati Sy 2 /PoQo, a my
chceme dokézat nerovnost S > /P@, neboli

(So — kR)? 2 (Po — R)(Qo — k*R). (1)
Jeji Gpravou dostaneme nerovnost
S2 — 2kRSy — PoQo + k2 RPy + RQo 2 0,
ktera je kvadratickd v k a pro jeji diskriminant D plati

D = 4R*S} — 4RPy(RQo + S5 — PoQo) =
= 4R(S2 — PoQo)(R — Po) < 0.

221



Odtud vidime, Ze nerovnost (1) opravdu plati, a podle prin-
cipu matematické indukce je diikaz uvedeného tvrzeni ho-
tov.

Jiné FeSeni (struén€). Oznaéme |B; Bi+1| = b, |CiCiy1| =
= ¢; (bereme Cp41 = C1, Bpy1 = By) a vzdélenost pfimek
B;Biy1 a C;Ci4+1 budiz h;. Pak plati

n n
=Y S(BiBiz14iy1) = Y 3bihi,
i=1 i=1

a podobné

Oznaéme déle

=

Il

N

|

'O

&

Il
[V]a
ol
5)

|

Q'
\Sf

Jetedy S= P+ Ra@ = P+ T. Chceme dokazat, Ze
S? 2 PQ, neboli (P + R)? 2 P(P +T), coz je ekvivalentn{
vztahu

R?2 PK.

Pfedstavme si nyni nasledujici situaci: V roviné je déno

n bodi, které se pohybuji rovnomérnym pfimocarym po-
hybem tak, ze v Case t = 0 se nachézeji v bodech B, Bs,
.., By, zatimco v Case t = 1 v bodech Cy, Cs, ..., Cy.
Snadno se lze presvédéit (provedte!), Ze v libovolném Case
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t € (0,1) tvofi uvazované body n-tihelnik, ktery je ,rovno-
béiny“ s B1 B, ...B,, a ma obsah

P(t) =P+ Z %(b, + (1 - t)b,' +tc.~)th,~ = (2)
i=1
= P+ 2Rt + Kt%.

Diskriminant této kvadratické funkce je roven 4(R? —
— PK). Nerovnost S? 2 PQ je tedy ekvivalentni tomu,
ze tento diskriminant je neziporny, tj. Ze existuje takové
realné cislo to, Ze P(to) = 0. (Upozoriiujeme, Ze pro t ¢
¢ (0, 1) uZ nelze obecné P(t) interpretovat jako obsah né&ja-
kého mnohothelniku — miZe dochézet k rtiznému , kfiZeni“
ap.) Existenci takového ¢, dokdZeme indukei.

Nejprve (stejné jako v predchozim feSeni) vyfesime
»2zvlastni pripady“, kdyz n = 3 nebo kdyz n = 4 a
C1C2C3C4 je rovnobéznik. Pro rovnobéznik provedeme di-
kaz Gplné stejné jako v predeSlém fFeSeni (tj. pfimo, bez
pouziti funkce P(t)). Pro n = 3 je vidét, Ze vechny troj-
thelniky M, t € (0,1), jsou stejnolehlé; odtud plyne rov-
nost

P(t) = c(t = T)?

pro jisté ¢ > 0 a redlné éislo T'; nyni staéi vzit to = T,
a bude P(to) = 0.

Pfedpokladejme nyni, Ze jsme uz tvrzeni dokazali pro
(n — 1)-Ghelniky, n 2 4; dokaZeme je pro n-Ghelniky. Uva-
zujme tedy dva ,rovnobézné“ n-thelniky B1B;...B, C
C C1C;...C, a predpoklddejme, ze C1C5 ...Cy, neni rov-
nobéznik. Stejné jako v prfedchozim feSeni najdeme tFi
po sobé jdouci strany (napf. C1C2,C2C3 a C3Cy) tak,
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Obr. 52

ze polopifimky C1C,; a C4Cs se protinaji (obr.52). Pro
mnohothelniky C1C,...C, a B1B;...B, ozna¢me P,(t)
pfislusnou kvadratickou funkci. Protoze mnohothelniky
C1XC4Cs...C, a BiY B4Bs ... B, jsou rovnéz ,rovnobéz-
né“, miZeme i pro né sestrojit odpovidajici kvadratickou
funkci P,_1(t). Takovou funkci Pa (t) miizeme koneéné se-
strojit i pro ,rovnobé&zné“ trojihelniky CoC3X a By B3Y.
Z pfipadu n = 3 vime, ze
Pa(t) = c(t —T)?
pro néjakd ¢ > 0 a T. Podle definice jsou vsak pro t €
€ (0,1) funkce P,,P,_1 a Pa rovny obsahim pfislus-
nych mnohothelnikd M; vzniklych ,smrstovanim“ z M; =
=C1Cs...Cp na My =B1B;...By, resp. z C1XC4...Cy,
na B1YBs...B,, resp. z C2C3X na By;B3Y; plati tedy
P, = P,_; — Py, dili
Pa(t) = Pa_y(t) — c(t = T)?

pro vSechna t € (0,1). PonévadZ na obou stranich stoji
kvadratické funkce, musi tato rovnost platit dokonce pro
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vSechna redln4 ¢&isla t. Avsak podle indukéniho pfedpokladu
existuje to takové, Ze P,_1(to) = 0. Potom ale je

Pa(to) = Pa-1(to) = c(to ~T)* £ Pa-a(to) = 0,

coz zaruluje existenci kofene funkce P,, protoZe koeficient
K kvadratického ¢lenu ve vztahu (2) je vidy kladny (mno-
hothelnik C1Cy...C, mé vétsi obvod nez B;B;...By,).
Tim je dikaz hotov.

Na zavér poznamenejme, ze z obou FeSeni lze po chvilce
pfemysleni zjistit, kdy nastane rovnost S? = PQ: je to pra-
vé tehdy, jsou-li mnohothelniky CyC;...C, a BB, ...B,
podobné.

3.5 Predpokladejme, Ze se rovina BKM dotyka vepsané
koule v bodé P, a ozna¢me X prusecik pfimek BD a KM

H G
| M
E ! S
KA\ F
I\
-\ A
VAN
\
P N\ ——C
///
//
A B
Obr. 53
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(obr.53). Predpokliddejme, Ze K lezi uvniti EF a M uvnitf
FG. Ukazeme, ze roviny H EB a H X B jsou soumérné podle
roviny HK B.

Pfimka BK je prisecnici dvou teénych rovin ke kouli —
EKB a XKB. Pfitom roviny HEB, HX B prochézeji do-
tykovymi body, stfedem koule a bodem B. Analogicky jsou
roviny HXB a HGB soumérné podle HM B. Uhel rovin
HMB, HKB je proto roven poloviné uhlu rovin HEB,
HGB. Tento thel je %n, protoze uvedené roviny splynou
pfi otoceni o %n kolem osy BH. Proto je thel ¢ vidy tyz

a je roven %n.

3.6 Jedna se o dvé tézké alohy z teorie grafi. Pfeformulo-
vani do feci grafi je nasnadé — vrcholy grafu budou rytifi,
hrany spojuji rytife, ktefi se prateli (zde predpokladame,
ze relace pratelstvi je symetrickd, déle Ze relace pratelstvi
a nepratelstvi jsou komplementarni, tedy pokud dva ryti-
Fi jsou pfatelé, pak nejsou nepfatelé). Kruznice v daném
grafu je posloupnost navzdjem riznych vrchold vy, v, ...,
vk (k 2 3) takova, Ze dvojice viva, vavs, ..., Vk—1Vk, UkV1
jsou hrany grafu. KruZnice, kterd prochéazi vSemi vrcholy
grafu (kazdym pravé jednou), se nazyva hamiltonovska. Sy-
stém navzajem disjunktnich kruznic, ktery pokryva vsech-
ny vrcholy grafu (kazdy pravé jednou kruznici) se nazyva
2-faktor. (Jinymi slovy, 2-faktor je podgraf, jehoZ vSechny
vrcholy maji stupen 2 a ktery obsahuje viechny vrcholy pu-
vodniho grafu). Uloha 3.6 tak sestava ze dvou &ésti:

Uloha 3.6.1 Dokazte, ze graf o n vrcholech, jehoz kaz-
dy vrchol mé stupen aspoii n/2, obsahuje hamiltonovskou
kruznici.
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Uloha 3.6.2 Dokaite, e 2k-regularni graf (k 2 1 pfiroze-
né) obsahuje 2-faktor. (Stupen vrcholu je pocet hran, které
z néj vychdazeji; graf se nazyva d-regularni, jestlize vSechny
jeho vrcholy maji stupen d.)

Reseni tlohy 3.6.1 (sporem). Pfedpokladejme, Ze existuje
graf o n vrcholech, ktery mé vSechny vrcholy stupné aspon
n/2 a neobsahuje hamiltonovskou kruznici. Pfiddvejme mu
po jedné hrané. Protoze Gplny graf hamiltonovskou kruznici
obsahuje, existuje graf G a hrana ab takovd, ze G ma vsech-
ny hrany stupné aspon n/2 a neobsahuje hamiltonovskou
kruznici, zatimco graf G s pfidanou hranou ab jiz hamilto-
novskou kruznici obsahuje. Kazda takova kruznice pak nut-
né obsahuje hranu ab (jinak by to byla kruznice i v grafu
G), necht tedy a = vy, vs, ..., vy = b je poradi vrchold na
hamiltonovské kruznici. Polozme A = {i; av; je hrana G},
B = {i; v;—1b je hrana G}. Potom 1 nepatii do AUB, takze

AUB| £ n—1. Pfitom |A| 2 2, B|>2 podle predpokladu
= =2 =2

o stupnich, a proto |JANB| = |A|+ |B| - |[AUB| 2 1. Exi-
stuje tedy io takové, Ze av;, i vi,—1b jsou hrany G. Potom
ale a = vy, v2, ..., Vig—1, b = vp, Vp_1,..., Vi, je hamilto-
novska kruznice v grafu G. To je spor. (Povsimnéte si, Ze
toto je vlastné dikaz indukci podle poctu hran. Rozmyslete

si, ktery je prvni krok indukce a zformulujte pfesné znéni
indukéniho kroku.)

Jiné Fedeni (stru¢né podle M. Badidy, 4. ro¢nik G Kosice,
gmeralova). Nejprve dokdzeme, ze kdyz n rytifd sedi na
lavici tak, Ze spolu sousedi jen pratelé a krajni maji mezi
sedicimi aspon n/2 pratel, pak je lze posadit kolem kulatého
stolu.
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Oznaéme uvedené rytife ry, rq, ..., r, v pofadi, v jakém
sedi na lavici. Pokud 7, a r,, nejsou prateli, staci uvazit ty
z rytifa, ktefi se prateli s rq, a ty, jez sousedi zprava s pfateli
rytife r,. Téch ¢i onéch je aspon n/2, ale dohromady jich je
nejvySe n — 1. Snadno nahlédnete, Ze rytife lze pak ke stolu
posadit v pofadi rj_y...7r17j ...y, kde r; je rytif spolecny
obéma zminénym mnoZzinim.

Déle pak postupujeme induktivné: Z n rytiid vybereme
dva préatele, jez posadime na lavici a postupné k nim pfi-
sazujeme na jeden ¢&i druhy kraj lavice dalsi, dokud to jde
(aby vedle sebe sedéli jen ptatelé). Jakmile jiz nelze déle
pokracovat, znamena to, Ze kazdy krajni rytif ma uz vsech
svych aspon n/2 pfatel usazenych na lavici, takZe na lavici

sedi k 2 g + 1 rytifd. Podle predchoziho tvrzeni lze tyto

rytife rozesadit u kulatého stolu. Pokud jesté néjaky rytif
u stolu nesed{, najdeme mu mezi sedicimi jisté pfitele (nese-
di jich méné nez n/2), potinaje timto pfitelem je posadime
zase na lavici a rytife k nim pfisadime, atd.

Reseni tlohy 3.6.2. Diikaz tlohy 3.6.2 ve v3i obecnosti se
opira o nésledujici netrividlni vétu:

Véta o manZelstvi. Necht D (resp. H) je mnoZina divek
(resp. hochii). Pro divku d € D oznaéme H(d) C H mnoZinu
hocht, které je ochotna pojmout za muze. Chceme vSechny
divky najednou provdat (za rizné hochy, bigamie dosud
neni povolena) tak, aby 7adna divka nemusela pojmout za
muzZe nékoho, koho nechce. Toto je moZno provést, pravé
kdyZ% je splnéna podminka

D"CD=>|D*|§| U H(d)|. (1)
deD+*
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Jinymi slovy, pravé kdyz kazdych k divek (k < n) ma do-
hromady alespori k napadniki!

Méjme 2k-regularni graf. Opét stali uvazovat sou-
visly graf, a ten lze nakreslit jednim tahem. Vezmé-
me jeden takovy tah a pamatujme si, v jakém poradi
jsme vrcholy grafu prochézeli (do kazdého vrcholu jsme
k-krat vesli a k-krat z néj odesli). Vrcholy tohoto gra-
fu oznaéme vy, vz, ..., v,. Sestrojme mnoziny D =
= {di,...,dn} a H = {hy,...,h,} a polozme H(d;) =
= {h;; hranu v;v; jsme prochézeli ve sméru v; — v;}. Po-
tom |H(d)| = k pro kazdé d € D a téz kazdy hoch h € H
nalezi do k mnozin H(d).

Pravé popsany systém spliiuje podminku (1) a podle véty
o manzelstvi lze vSechny divky provdat (tj. vSechny divky
a chlapce lze vzédjemné jednoznacné sparovat).

Pro kazdé i tedy existuje j(i) (pro riznd i jsou j(7) téz
riiznd) tak, ze h;;) € H(d;). Protoze |[H| = |D|, plyne od-
tud, Ze i pro kazdé j existuje pravé jedno i(j) tak, ze h; €
€ H(d;(j)). Polozime-li E = {v;v;j); ¢ = 1,2,...,n}, patfi
kazdy vrchol v; dvéma hrandm z E (jednou hrané v;v;(;),
podruhé hrané wviv; pro ¢ = j(k)). Tedy nas 2k-regularni
graf obsahuje 2-faktor E.

3.7 (Podle P. Hlinéného, 4. roénik GMK, Bilovec.) Dané
¢islo pod odmocninou miizeme zapsat jako

0,11111...11111 =
N e

100

(1-1071%9).

O =

P . . s : .
Na vypocet uvedené odmocniny proto pouzijeme binomic-
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kou fadu

\/0,11111...11111:%(1 107190)3 =
100 - 1)
1 1 _ (
= 52—0: (Z> (—107200)"

Protoze pro n 2 2 je
2L

(}) M) Gone ) L

1-2-...-n
nemaji ¢leny binomické fady (1) poéinaje tfetim na prvnich
200 desetinnych mist vliv (pEislusna fada m4a jako majoran-
tu geometrickou Fadu s mensim souétem). Proto s pfesnosti
na 200 platnych mist plati

\/0,11111...11111=‘%_é.w-m:
R ——

100
1 1 1
= (2_21. q0-100 2.10-100)
(3 310 )+(6 0 )

Cislo v prvni zavorce mé na prvnich 100 desetinnych mis-
tech samé trojky a pak samé nuly, zatimco ¢islo v druhé
zdvorce ma na 101. desetinném misté jednicku a pak dal
samé Sestky. Na 200 platnych ¢islic tedy je

V0,11111...11111=10,333...3331666...666. ...

e

100 100 99

4.1 Hledame reélné kofeny rovnice s redlnymi koeficienty.
Vyuzijeme bud specidlniho pfipadu Cauchyovy nerovnosti

(£a) snfia W

=1
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ve které nastava rovnost, pravé kdyz z; = 2z, = ... = z,,
anebo nerovnosti mezi mocninnym a aritmetickym primeé-
rem

COE o) > L5 Il 2

ve které nastava rovnost, pravé kdyz £, = zo = ... = z,,.
Podle Vietovych vztaht plati

n
2 ri=-n, 3)
i=1
odtud pak podle (1) plyne
6 n 16
= r; n
() =(
< nl? (n r,~8)

Ve vsech nerovnostech nastava rovnost, je tedy ry = r, =
=...=rpapodle(3)ri=rp=...=r, = -1
Ve druhém pfipadé podle (2) dostaneme

IIA

2
i

II/\

rfé w5

15 ,.16 —

N-.
A EM’

i~

I=nl_,

n

1z 75 n 1
=(FZInl) 2 i X Il 2 -
ni=1 1 n

1=

n
Zril =
i=1

Opét tedy v obou nerovnostech plati rovnost. Z té prvni

mame, ze |r1| = |r2] = ... = |ra|, a z druhé vidime, Ze
vSechna r; maji stejné znaménko, takze ry = ro = ... =
= r, = —1. Dana rovnice ma tvar

(z+1)"=0.

231



H_J o]
X
Obr. 54

4.2 Dany pravouhelnik si predstavime tak jako na obr. 54;
Jje jasné, co myslime slovy vlevo, dole, vodorovny, svisly,
atd. (napfiklad strana a je vodorovnd, strana b svisla). Bez
Ujmy na obecnosti lze pfedpokladat, ze kazdy pravouhelnik
R; ma aspon jednu stranu délky 1 (jinak rozsekdme kazdy
R; rozmért k x z (k pfirozené) na k pravothelniki 1 x z).
Pravouhelniky, jejichz svisld strana ma délku 1, nazveme
svislymi, ostatni (musi mit nutné vodorovnou stranu dél-
ky 1) vodorovnyma.

Pro z € (0,a) ozname f(z) soucet ,vysek* viech vodo-
rovnych pravoahelniki R;, jejichz levé strany lezi na svislé
pfimce L. lezici ve vzdélenosti £ napravo od b (obr.54).
Uvazujme néjaké z z intervalu (1, a). Oznagime-li z;(z) sou-
Cet vysek vSech svislych pravoihelniki, jejichz leva strana
lezi na L., bude

f(z) + z1(2)

rovno souétu vysek vsech pravothelniki, jejichz leva strana
lezi na L. Podobnou tivahou zjistime, ze souéet vysek vsech
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pravouhelniki, jejichZ prava strana lezi na L, je

f(z = 1) + 29(2),

kde z3(z) je soulet vysek vSech svislych pravoihelnikd, je-
JichZ prava strana lezi na L,. Tyto dva posledni vyrazy si
vsak musi byt rovny, takze

f(@) = f(z = 1) + 22(z) - 21(2).

ProtoZe svislé pravotihelniky maji vysku 1, jsou 21(z), z2(z)
cela &isla, tedy i f(z)— f(z —1) je celé Eislo. Provedme tuto
avahuproz =1, 2, ..., N, kde N je nejvétsi pfirozené ¢islo
mensi nez a, vidime, ze f(N) — f(0) je celé &islo.

Z predchozich Gvah nyni vyplyva, ze

£(0) + z1(0) = b.

Pfedpokladdejme, ze délka strany b neni celé ¢islo. Jak uz by-
lo Fe€eno, 21(z) je vidy celé, tedy ani f(0) neni celé, a proto
ani f(N) neni celé &islo. Specidlné f(N) # 0, takze pifimky
Ly se dotyka zleva aspon jeden vodorovny pravothelnik.
ProtoZe je vodorovny a lezi cely v R, musi byt délka strany
a aspoi N + 1. Ale N bylo definovino jako nejvétsi celé
Cislo mensi nez a, je tedy nutné a = N + 1, tj. a je celé.

Dokazali jsme, zZe pokud b neni celé, musi byt celociselné
a; tim je dikaz hotov.

Jiné ¥eSeni. Oznaime A, B, C, D vrcholy daného pravo-
ahelniku R a zavedme kartézskou soustavu soufadnic s po-
catkem v bodé A as osamiz = AB, y = AD. Mnozinu téch
bodd, jez jsou vrcholy nékterého z pravothelniki R; a maji
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obé souradnice celoliselné, oznaéme S. Kazdému z vrcholi
E v uvazovaném rozkladu pravothelniku R pfifadme funkci
ng, oznacujici pocet pravouhelniki R;, jichZ je E vrcholem.
Jetedyng = np =n¢c =np =1, jinak ng = 0, nebong =
= 2, nebo ng = 4. Pfitom

n
Z ng = E f(R:),
Ees i=1

kde f(R;) oznaduje poéet vrchold, jez patii do S (maji obé
soufadnice celoéiselné). Vzhledem k tomu, Ze aspoii jedna
dvojice stran pravothelniku R; je celodiselnd, je f(R;) €
€ {0,2,4}, takze

n
Yng=3 f(R)=0 (mod 2).
EE€S i=1

Protoze ale A € S a ny = 1, patii jesté aspon jeden
z vrcholi B, C, D rovnéz do S. Tim je tvrzeni alohy doka-
zano.

4.3 (Podle S. Kasala, 3. roénik GWP, Praha.) Pfedpo-
kladejme, Ze obsahy S(OA;Aj) vsech trojihelniki OA;A;,
1 £i<j£4,leii v intervalu (1, v2), a z tohoto predpo-
kladu vyvodime spor.

Ztejmé zadné tfi z danych péti bodi nejsou kolinedrni.
Sestrojme rovnobézky p1, ps, q1, ¢2 s pfimkou OA,, jez lezi

2 2\/5
ve vzdalenostech —— od OA; (obr.55
0A,] * Toay °¢ O (obr-59)
Uvazujme nyni body A, k = 2, 3, 4. Protoze obsah troj-
Ghelniku OA; A je aspoit 1 a méné nez /2, musi Ay le-

Zet v pasu vymezeném pfimkami p;, p2 (p1 do pasu patfi,
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Obr. 55

p2 nikoliv) nebo v obdobném pésu mezi pfimkami ¢; a ¢s.
Obsah Zadného z trojihelnikd OA;Aj, 1 £ i < j < 4, se
vSak nezméni, nahradime-li nékteré body Ax body A} s ni-
mi soumérné sdruzenymi podle O. Bez Gjmy na obecnosti
miZeme tedy pfedpoklddat, Ze vSechny body Ax (k = 2,
3, 4) lezi v pasu mezi p; a py. Déle miZeme pfedpokladat,
ze polopfimka OAg nélezi ihlu A20A4 (staci body vhodné
pfejmenovat).

Oznaime P prisecik této polopfimky s tseékou AzA4.
Protoze Az, A4 leZi v pasu mezi p;, ps, lezi v ném i P;
proto

|OAs| < V2|OP|.
Nyni plati
S(A20A4) = S(A20P) + S(A4OP) =

opP
|' of ll (S(A2043) + S(A4043)) >

>ﬁ'(l+l)=‘/§’
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coz je spor s pfedpokladem, ze S(OA;A4;) € (l,\/i) pro
viechna 1S i< j <4

Obr. 56

Jiné FeSeni. Pfedpokladejme, ze body A, ..., A, jsou
oznaleny ve sméru hodinovych rucicek a vzdjemné hly po-
lopfimek OA;, OA;41 jsou po Fadé a, 3, v (obr. 56). Pro ob-
sahy uvaZovanych trojahelniki pak plati (Si; = S(OA;A;))

Sia = %|0A1| |OA||sina|

Sia = 1041] |04 | sin(a + B)
Sia = 310411044l [sin(a + 8+ )]
Spa = %IOA2| 045 | sin 4]

Saa = 1045|1044 [sin(8 + )]

S = 510451 [0As] | sin].
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Jednoduchym vypoétem vsak vyjde

sin(a + f+ v)sin f + sinasiny =

= sin(a + () cosysin g +
+ sin #siny cos(a + B) + sinasiny =

= sin(a + B) cos v sin B + sin Bsin vy cos a cos f —
—sin? Bsinysina + sinasiny =

= sin(a + f) cosysin 3 +
+ sin v cos f(sin B cos a + sin a cos ) =

= sin(a + B) sin(8 +7),

takze pro vhodnou kombinaci znamének + dostaneme
514523 & S12534 £ 513524 = 0.

Pro vhodnou kombinaci {z, 3, k, 1} = {1, 2, 3,4} tedy bude

2
.Y >6.6. —G.G. G >
(1§I?<a;(§45|1) = St]Skl SlkSJI + SlIS]k = 2,

neboli
max Sij 2 V2.

4.4 (S. Hrinko, A. Kubéna, J. Mensik.) Ozna¢me V pri-
selik vysek, O stfed kruZnice opsané, P patu vysky spus-
téné z bodu B na stranu AC, S stfed strany AB (obr. 57).
Trojahelnik APV je pravoihly a velikost thlu AVP je «.
Podle véty o obvodovém a stfedovém thlu mé Ghel AOB
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Obr. 57

velikost 2y. Trojihelnik AOB je rovnoramenny, takze ve-
likost hlu AOS je v. Trojihelnik ASO je také pravouhly
a podle pfedpokladu |AV| = |AO|, takze trojahelniky APV
a ASO jsou shodné. Je tedy
|AP| = |4S| = 5|AB|.

Odtud plyne, ze a = § (napf. cosa = ).

Obracenim sledu predchéazejicich Gvah dostaneme, Zze
|AV| = |AO|, pravé kdyz a = §.

Poznamka. Velmi kratké feseni obdrzime pouzitim vzorce
pro obvod kruZnice opsané. Je

_ |AB|

_|AP| _ |AB|cosa
2siny’ B - ’

sin y sin 7y

|AO| |AV|

Odtud okamzité plyne Feseni.

4.5 Dokadzeme nasledujici tvrzeni, z néhoz tvrzeni ulohy
snadno plyne. Oznaéme a;, as teény kruznice k£ v bodech

238



Ay, Az a uvazujme bod X kruznice k. Jsou-li Py, P, P (po
fadé€) paty kolmic spusténych z bodu X na pfimky ai, a;
a A1A2, je IP)(I2 = |P1X”P2X|

Podle véty o obvodovém a tisekovém thlu je thel A7 X A,
roven Ghlu a pfi vrcholu A; (kdo toto tvrzeni nezné, mize je
snadno nahlédnout ze zndmé véty o stfedovém a obvodovém
Ghlu). Déle je snadno vidét, Ze i Ghel PXP, je roven a.
Proto se thly PX P, a A} X Ay rovnaji a rovnaji se i Ghly
A1 XP a Ay X P,, takze trojihelniky Ay PX a A P, X jsou
podobné. Odtud

|PX| _ |PX]

42X A1 X|
a symetricky také

PX] _ |PX]

A1 X]  [A2X]

Uvedené rovnosti plati i v pfipadé, kdy A, X & A; X je
primérem kruznice k (obr. 58). Vynasobenim obou vztaht
dostaneme pozadovanou rovnost

|PLX||PX| = |PX|?,

ktera plati, i kdyz |4; X| = 0 nebo |42X| = 0, protoze pak

Uvedené tvrzeni lze také snadno dokazat analyticky.

4.6 Jesté nez uvedeme Feseni této tlohy, je tfeba pozna-
menat, Ze obrazek je soucasti podminek alohy. Jinak exis-
tuje protipfiklad (obr.59), pro ktery tvrzeni alohy neplati.
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Obr. 59

Kruhové nameésti oznaéme O, ulici z A do B oznalme
A — B. Dokazeme, Ze

a) z libovolného ndmésti A # O se dostaneme na O,

b) z O se dostaneme na libovolné &tvercové namésti.
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Z a) a b) pak snadno plyne tvrzeni Glohy.

Nejprve dokdzeme, ze z ndmésti A # O se dostaneme
na O. Jestlize A — O, neni co dokazovat, jinak z A ve-
de cesta na néjaké ¢tvercové namésti. Pokracujme z A po
ctvercovych nameéstich, dokud je to mozné, anebo dokud se
nevratime zpatky do A.

Jestlize prijdeme na néjaké namésti B, odkud nemtzeme
pokracovat po obvodé, je podle zadani B — O, ¢imZ jsme
se dostali z A na O. Pokud jsme se nikde nezastavili, pak
se vratime na A, protoze namésti je konecny pocet. Pred-
pokladame-li, ze plan mésta odpovida obrazku, museli jsme
projit vSechna Ctvercovd namésti a podle zadani pak exis-
tuje namésti B takové, ze B — O. Z A tedy pujdeme do B
a odtud do O.

Tvrzeni b) dostaneme, jestlize zménime orientaci ulic;
podminky zadani se zachovaji a podle a) se (v novém més-
té) dostaneme z A na O, to znamend, ze v daném mésté se
lze dostat z O na A.

Poznamka. Uloha se d4 zobecnit takto: Pfedpokladejme,
ze se v mésté da oznacit smér jednotlivych ulic tak, aby se
dalo z kazdého nameésti odjet a na kazdé namésti prijet. Pak
se da z kazdého namésti dojet na libovolné jiné, pravé kdyz
kazda ,kruhova“ trasa po jednotlivych ndméstich (bez ohle-
du na zvolené sméry) prochézi jednim pevnym nadméstim.

Pokuste se to dokazat.

4.7 (Podle V. Skalského, 4. roénik G, Presov, T. Seven-
ka.) Ozna¢me O stfed télesové Ghlopficky AG a O; stfed
sténové Ghlopticky AH (obr.60). Pak OO je stfedni pficka
trojuhelniku GHA, a proto OO;, GH, AB jsou navzijem
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Obr. 60

rovnobézné. Podle véty o stfidavych dhlech je |[JAOO,| =
= |JOAB| = a. Protoze OO, je kolma na AH (nebot je
kolma na boéni sténu ADHE), je trojahelnik AOH rov-
noramenny, takze |JAOH| = |JAOO;| + | HOO,| = 2.
Analogicky dostaneme, ze |JHOC| = 28, |JCOA| = 2y
(velmi nazorné je to vidét i na obr.61). Trojhran OAHC
mé tedy rovinné thly 2«, 23, 2v. Ale soucet ahli v kazdém
trojhranu, ktery nelezi v roviné, je mensi nez 2rn. V naSem
pripadé jisté O nelezi v roviné AHC, jinak bychom lehko
dokazali, ze v ni lezi vSsechny vrcholy kvadru. Proto a + 8+
+y<m.

Tvrzeni o souctu Ghlia v trojhranu dokazeme pomoci kosi-
nové véty: Oznaéme O’ kolmy primét bodu O, ktery nelezi
v roviné AHC, do této roviny. Ziejmé plati

[SAO'H| + |[JHO'C| + |[ICO'A| = 2=
aje |0'A| = |O'H| = |0'C| < |0OA| = |OH| = |0OC|. Z kosi-
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Obr. 61

nové véty plyne
|AH|? — |O'A]> - |O'H|* _
2|0'A||O'H| -
_ |AH? = 2j0ap
- 2|0'A)?
|AH? - |OAP = [OH* _
2|0A||OH | -
= cos [JAOH|.
Protoze velikosti thld AO'H, AOH lezi v intervalu (0, ),
plyne odtud |[JAOH| < |JAO'H|. Podobné dokizeme, ze
[JCOH| < [JCO'H|, |SCOA| < |ACO'A|. Po seiteni vyjde
[JAOH|+ |SCOH| + |[3COA| < 2r.

cos |[JAO'H| =

5.1 Pro n = 1 dostavame

b=z} +z? =2+ (a—20)? = 222 — 2azo + a?,
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takze zg je kofenem kvadratické rovnice
2z% — 2az + (a® — b) = 0,

jejiz diskriminant 4(2b — a?) je zfejmé nezaporny, a plati

tedy
{a:t\/2b-—a2}
2

o €

)

pricemz obé hodnoty se mohou nabyvat.
Dale predpokladejme, ze n > 1. Pouzijeme-li Cauchyovu
nerovnost
n 2 n n
(L) sTase
i=1 1
na lisla a; = 1 b; = yi (1 £ 1 £ n), jez spliuji rovnosti

Z yi = A, E y? = B, dostaneme nerovnost A% < nB;

- nB — A% |
pfitom pro ¢ = | —— a {isla
2n
4 A e g oA
yl—n (N y?*n ) y3—y4—°"—yn—'n

(na tomto misté pouzivime pfedpoklad n > 1) obracené
plati

du=4,

i=1

- A N (4 Y A2
2 _ _
iz:;y,- = (;—c) +(—5+c> +(n—2)n—2-_

2
A—+2c2:B.
n
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Protoze cisla zg, ..., , spliuji rovnosti
n

n
3oy =y Yozt =b,
i=0 1=0

musi analogicky podle Cauchyovy nerovnosti platit a? <
< (n + 1)b. Za tohoto predpokladu hleddme tedy vSechna

zg, pro néz existuji =y, ..., =, tak, aby
n n 9 9
Y.z =a—zo, Yoxi=b—zf.
i=1 i=1
Podle predchozi Gvahy takova Cisla x, . . ., z,, existuji, pravé
kdyz

(a—z0)* < n(b—zf),

neboli
(n+ 1)z2 — 2azo + (a®> — nb) L0.

Protoze a? < (n+1)b, je diskriminant kvadratického troj-
clenu na levé strané nezaporny,

D = 4a* — 4(n + 1)(a* — nb) = 4n((n + 1)b —a?) 2 0.
UvaZzovana nerovnice je tedy ekvivalentni podmince

x0€<2a—\/5 2a+\/5>

2(n+1)" 2(n+1)

neboli
c a—+/n(n+1)b—na? a++/n(n+1)b— na?
o n+1 ’ n+1 ’
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coz je odpovéd na nasi Glohu.

5.2 Misto s eukleidovskymi vzdéalenostmi budeme radéji
pocitat s velikostmi Ghld 4;0A;, kde O je stfed dané ku-
lové plochy. Pro jednodussi vyjadfovani budeme pouzivat
zemépisnou terminologii.

Vezmeme-li napf. pét vrcholi pravidelného osmisténu, vi-

dime, Ze existuji body A;, A,, ..., As takové, Ze
3
i ; A > =
min |34:04;] 2 5. (1)

UvaZujme mnozinu bodt {4y, ..., As}, jez spliuji (1). Uk4-
Zeme, Ze aspon dva z nich tvofi primér dané kulové plochy.

Pfedstavme si napf. bod As jako ,severni pdl“ a pred-
pokladejme, Ze zddné dva z bodli A;, ..., As netvofi pri-
mér. Body Aj, ..., A4 musi tedy lezet na ,jizni polokouli“
s vyjimkou jizniho pélu. Uvazujme libovolny kvadrant té-
to polokoule ohranieny &tvrtinou rovniku (obr. 62). Pokud

<~

X
h N
N

Obr. 62
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obsahuje dva z bodt Ay, ..., A4, musi kazdy leZet na jiném
poledniku, protoze jejich ,,délky“ se lisi aspon o 7. Odtud
plyne, Ze body A, ..., A4 leZi na polednicich, jez rozdéluji
sféru na &tyfi shodné &asti (kvadranty). Pokud by ovsem
néktery z nich neleZel na rovniku, musf tam lezet oba jeho
sousedé, jez jsou stfedové soumérni podle stiedu O dané
kulové plochy.

Odtud plyne, Ze je vidy r’_r;ip|A,~OAj| < 3, pfi¢emz rov-
nost nastane, pravé kdyz dvan bodid Aj, ..., As jsou stfe-
dové soumérné (tvofi ,poly“) a ostatni lezi na odpovidaji-
cim ,rovniku“ ve vrcholech trojihelniku s vnitinimi ahly
aspoii 3.

Pro nejmensi vzdalenost bodii A4;, A;j tak dostaneme hra-
nici v/2.

5.3 (Podle A. Kubény, 3. roénik GMK, Bilovec.) Oznac-

me a, b délky stran koberce a pfedpokliddejme, Ze koberec
ma tvar pravotihelniku. Jestlize v mistnosti 55 x 38 svira

55

38

Obr. 63
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strana délky a se sténou délky 55 thel @ < n/2, pak pro
ahly, které sviraji strany koberce s pruniky stén a podla-
hy mistnosti, plati to, co je vyznaleno na obr. 63 (plyne to
z toho, Ze jde pouze o pravohlé trojihelniky a obdélnik).
Plati tedy

asina + bcosa = 38

bsina 4+ acosa = 5H5.

Po umocnéni, seCteni a vzdjemném vynasobeni téchto
dvou rovnic dostavame

a? + b? + 2absin 20 = 382 + 552
(a? 4 b?)sin 2a 4 2ab = 38 - 55 - 2.

Polozime-li z = a? + b2, y = 2ab, bude z, y > 0 a

382+55°—z 2-38-55—y
y B z ’
tedy
(382 4+ 55%)z — 2% = 2-38 - 55y — 32,

a podobné v druhé mistnosti zjistime, ze
(502 + 55%)z — 2% = 2-50 - 55y — y°.

Jediné kladné feseni soustavy poslednich dvou rovnic je
(z,y) = (3125,2500). Jim odpovidajici kladna a, b jsou
jediné (a,b) = (50, 25).

Zkousku, ze koberec rozméru 25 x 50 lze skute¢né do skla-
dovacich mistnosti ulozit uvedenym zpisobem, prenechava-
me tém, ktefi obchodnikovi nedavéruji.
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5.4 (Podle P. Novotného, 2. roénik GWP, Praha.)
a) Jestlize p = 1, pak nerovnost plati pro vsechna n 2 2,
nebot

:cf+x§+...+:cf, —(z1z2+ 2223+ ...+ Tp_12p) =
I 1
= 51‘?-}- —2-(1‘1 —22)2+...+
+l(:c -z )2+—1-:c2>0
2 n—1 n 9¥%n = :
b) Necht p = g—. Upravme rozdil levé a pravé strany ne-
rovnosti (zatim formalné) nasledujicim zpisobem:

4
z'{"+z§+...+:cf,—g(:clzg+x2x3+...+x,,_1:cn)=

2 N 2V
=a <.’l?1—:—3-(-l—1-222) + ay (1‘2—-3(1—2-1:3) + ...+

2
2 T +a z2
3an_1 n nen-

+ an-1 (zn—l -

Pfedné a; = 1. Porovnénim koeficientdi u 3, dostaneme
pro 1 £ k £ n— 1 rekurentni vztah

4
94 +ap41 =1,
_ 9ar -4
Ak 41 = gak .
(Vsimnéte si, ze Cisla ay, asz, ... nezavisi na n!) Mizeme
tedy snadno vypoéitat ay = 3, a3 = %, a4 = =& To

znamena, zZe pro n = 2, 3 jsme uvazovany rozdil upravili na
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soucet ¢tvercl a nerovnost tedy pro tato n plati. Dosazenim
21 =1, 2p41 = %akzk (k=2,3,4), 25 = ... =2, =0
naopak dostavime, Ze pro n 2 4 nerovnost neplati.

¢) Necht p = g. Postupujeme obdobné jako v pfipadé b).
Porovnanim koeficient v rovnosti

6
Z¥+£§+...+2,2‘—5(221272-{-.’822:3-}-...-*-17"_12"):

3\’ 3\
=a (Il—azz) +02<$2—5—a;1€3) +...+

3 z 2-{~a z?
5(1"_1 n nen

+an-1 (mn—l -

dostaneme pro 1 £ k £ n — 1 rekurentni vztah

a = 1;
25a; — 9
it = g
a konkrétn{ hodnoty a; = 3¢, a3 = {5, a1 = 5, a5 = — 2.

Stejnou ivahou jako v b) pak nahlédneme, ze nerovnost
plati pravé pro n = 2, 3, 4.

Vsimnéte si, ze tento zplsob FeSeni v podstaté nezdvi-
sel na hodnoté p. Pro konkrétni hodnoty (p = %, %) bylo
samozfejmé mozné napsat rovnou, jak se nerovnost upravi
— a to co nejrychleji a nejjednoduseji — na soucet Etverci
a jak najdeme protipfiklad, pro ktery nerovnost neplati.

Poznamka. Je dobré si vSimnout, ze pokud uvedend ne-
rovnost pro dané p a pro néjaké n plati pro vSechna redlna
Cisla z1, z9, ..., z,, pak plati i pro vSechna k < n. Staci
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polozit 441 = ... = 2, = 0. To znamen4, ze pro kazdé p
existuje prirozené Cislo N(p) 2 2 takové, Ze nerovnost (1)
plati pro kazdé n < N(p) a neplati pro n 2 N(p) (tj. exis-
tuji redlna Cisla 2y, 22, ..., ¢, takova, ze ...). Z vysledku
a) vime, ze mizeme klast N(1) = oo, a déle jsme zjistili, ze
N(3)=4,N(§)=5.

D4 se dokazat, Ze nerovnost (1) plati pravé pro p <

lIA

1 . T 1
—, tj. N(p) = [——T].Propz — pak
cos Ay arccos cos iy

nastane rovnost pro &isla zy = sin £ , 1Sk <n.
n+l1 = =

5.5 (Pouzita myslenka A. Kubény, 3. ro¢nik GMK, Bi-
lovec.) Podminku , ke kazdému bodu A; existuji dva shod-
né obarvené oblouky ...“ budeme nazyvat podminkou (1).
V zadani mélo byt presné&ji fFeceno, Ze to musi byt rizné
oblouky (jinak by uvedend podminka byla trividlné splnéna
pro ,oblouky“ délky celé kruznice a pro libovolné obarvenj).

Pro libovolné i ozna¢me p; nejmensi ¢islo, pro které jsou
oblouky A;_,, Ai, AiAit+p, shodné. Nejprve si viimnéme, Ze
nemiize byt p; > n/2. Je-li totiz 3 prinik obloukid A;_,, A;,
A;Aitp, (obr.64), plyne z jejich shodnosti, ze A; je spo-
le¢nym krajnim bodem dvou obloukid shodnych s f, coz
odporuje minimalité p;.

Budiz nyni p = Iréliag(" pi. Zvolme oéislovani tak, aby bylo

P = Pn, tedy An_p,An = AnAnyp, = a (obarvené oblou-
ky budeme oznacovat malymi feckymi pismeny). Jestlize
z kruznice ,vynechame® oblouk A,_p,k A,, nova ,kruznice”
(s body Af, ..., A;_,) bude opét spliovat podminku (1)
a pro pfislusné &islo p’ bude p’ < p.
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n-p A

pel

&

Obr. 64

To je jasné pro bod A, = An_p a pro body 4; = Aj,
p < j S n—p (obr.65, kde € je oblouk pfislusny A,_, a By
je oblouk pfislusny A;). Pfipad n — p = p je rovnéz jasny
— zde neni co dokazovat.

An=Aln—p

Any

Obr. 65

Uvazujme ted bod A; pro 1 £ ¢ £ p. Vzhledem k to-
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mu, Ze si body A;, An_p4i navzajem odpovidaji, mizeme
dokonce predpokladat, ze je i < p/2. Vezméme nejprve ten
pripad, kdy nejmensi oblouky pfislusné bodu A; (na pivod-
nf kruZnici) neobsahuji bod A, a prvni z nich je bodem A,
rozdélen na oblouky S a « (obr. 66). Jestlize analogicky bo-

Obr. 66

du An_p4i odpovidaji shodné oblouky ya, musi byt jeden
z oblouki ya, fa obsazen v druhém: Bude-li napf. § = %€,

6 g 1 a” i |
|
3 .
73 0 i
An
r 55y
a/
Obr. 67
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pak je také a = £a’ (obr.67), takze bodu A, odpovida
kratsi oblouk ¢! To ale znamen4, Ze je 8 = 7.

Podobné si poradime i s pfipadem, kde jeden z oblou-
ki odpovidajicich bodu A; obsahuje bod A, (obr. 68). Je-li

Obr. 68

jeden z obloukt opét rozdélen bodem A, na oblouky
a a, vyjde postupné, ze a = o’ = €2 = ... = pt¥ =
= pp€F—1 takze zase bodu A, odpovidaji kratsi oblouky
¢y (obr.69). To je opét spor s nasim pfedpokladem.
Tvrzeni Glohy uZ ted snadno dokdzeme matematickou in-
dukei (a navic dokdzeme i to, ze perioda je rovna &islu p).
Pro n = 2 musi byt podle podminky (1) obarveny dva
oblouky stejnou barvou, obarveni je tedy periodické s perio-
dou 1. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro kazdé k < n.
Danou kruZnici zredukujeme popsanym zptsobem na kruz-
nici s body Aj, ..., An_p. Pro &islo p/, jez odpovida této
nové kruznici, plati p’ £ p £ n — p, nebot p < n/2. Pokud
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Obr. 69
P’ = n —p, je p = n/2 a obarveni je periodické s perio-

dou n/2. Pokud p’ < n — p, je obarveni redukované kruzni-
ce periodické s periodou p’ podle indukéniho predpokladu.
Kdyby ted bylo p = kp’ +r pro 0 < r < p’, bude me-
zi App a Ap lezet ,zbytkovy“ oblouk a délky r (obr.70).
Diky periodé p’ najdeme oblouk « i mezi A, a A, a di-

Obr. 70
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ky shodnosti oblouki A,_,An, AnAp leii o téz mezi A,_,
a A,. To je ale ve sporu s definici éisla p, = p. Proto je
p = kp', takie snadno nahlédneme, Ze i pivodni kruzni-
ce musela mit periodu p’, takze je dokonce p’ = p. Tim je
tvrzeni Glohy dokazéano.

D Q C
. P
n
14 (%%
A a B
Obr. 71

b
5.6 Necht |AB| = a, |AD| = b, takze |BP| = > |DQ| =

= E, a dale polozme % = k (obr.71). Pro obsahy pfislus-
q
nych trojahelnikd plati
b b
2P(ABP) = “;, 2P(ADQ) = “?

2P(PCQ) = ab(l - %) (1 - ;)
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2
Protoze |AP|? = a? + |AQ|2 = b2 + 3—2-, dostaneme
pro ¢ = |[JPAQ)| rovnost

2

4PY(APQ) = (a2 + Z—Z) (b2 + 27) sin® ¢ =

= a??(1 - ;15)2,

t).
(Hk; )(H’g;)smap:(l_;%)?

Ma4-li byt ¢ maximdlni, musi byt hodnota funkce

f(k) = (1+;21—p5)(1+§-22-)

minimdlni. Ale podle Cauchyovy nerovnosti je

1 & 1
k le-{-——:l'f‘_y
1) 2 kp ¢ Pq

pfiCemz rovnost nastava, pravé kdyz

2
=2 peboli k=L a4 k=2= /1
P b

5.7 Prvni hra¢ ma vyhravajici strategii: Predpoklddejme,
ze jeho cilem je pfemistit se z pole (1,1) na (n,n). Z tahi
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Obr. 72

druhého hréace, jez jsou soumérné podle Ghlopficky, budeme
rozebirat vZdy jen jednu moZnost.

Prvni tah prvniho hrace bude (1,1) — (2, 3) — (4,4).

Piedpoklddejme ted, Ze po tahu prvniho hrie jsme na
poli (h,h), h 2 4 (podminka h 2 4 zaruéuje, zZe existuje
platny tah druhého, napfiklad (h — 1, h — 3)).

Jestlize h = n, prvni vyhrél, jinak (h < n) ma druhy tyto
moznosti (obr. 72):

tah druhého hrace odpovéd prvniho hréiée

a) (h,h) — (h—1,h—3) —[(h,h—1) — (h+ 1, h+1)],
b) (h,h) — (h+1,h—3) —[(h,h—1) — (h+ 1,h + 1)],
¢) (hyh) = (h+3,h—1) =[(h+2,h+1) — (h+3,h+3)],

jelih<n-—3
d) (h,h) = (h+3,h+1)—>[(h+1,h+2)— (h+3,h+3)],
jelih<n-3

Pokazdé tedy postoupi prvni hrad¢ po Ghlopficce alespon
o jedno policko bliZe ke svému cili. PFitom moznosti, ze by se
pro h = n—1 nemohl po tahu soupefe dostat do rohu (n,n),
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se nemusi obavat, protoze pole oznafend * (v tabulce tahy
¢) a d)) uZ nejsou v takovém piipadé pro soupefe dostupna.

Zaginé-li druhy hra&, m4a jenom moznost d) a po tahu prv-
niho se dostaneme na pole (4,4), tedy i v tomto pfipadé ma
prvni hra¢ vyhravajici strategii. Protoze délka. ihlopficky
je kone¢né, dosdhne prvni hrd¢ po koneéném poétu kroku
cilového pole (n,n).
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