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Kategorie A

Texty tuloh

A-1-1

Urcete nejmensi prirozené ¢islo n, pro které v prostoru
existuje konvexni mnohostén K s nasledujicimi vlastnostmi:

a) K ma alespon 10 vrchold,

b) kazdé jeho dva rizné vrcholy lze po hranach spojit ales-
pon ctyfmi ruznymi cestami, z nichz zddné dvé uz ne-
maji dalsi spole¢ny vrchol,

¢) K mé n hran.

A-1-2

Ukazte, ze existuje nekonecné mnoho prirozenych cisel n
s touto vlastnosti: Cisla 0, 0, 1, 1, ..., n, n lze sefadit do
posloupnosti tak, ze mezi dvéma vyskyty cisla k je praveé k
jejich ¢lent (0 £ k < n).

A-1-3

Je déan ctyfstén ABCD, stiedy dvou jeho protilehlych
hran oznac¢me K a L. Dokazte, Ze kazda rovina prochazejici
body K, L déli dany ctyFstén na dvé casti stejného objemu.
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A-1-4

Predpokladejme, ze délky a, b, ¢ stran trojuhelniku a dél-
ky jeho téznic jsou cela cisla. Dokazte, ze pak a, b, ¢ jsou
sudd a pro délky téznic plati: Bud jsou vSechny délitelné
tfemi, anebo zadna z nich neni délitelna tfemi.

A-1-5

Je-li G graf takovy, ze z kazdého jeho vrcholu vychazi
nejméné 2m — 1 hran, lze vrcholy grafu rozdélit do dvou
disjunktnich mnozin A a B tak, ze z kazdého vrcholu v A
vychézi nejméné m hran do vrcholi v B a z kazdého vrcholu
v B vychéazi nejméné m hran do vrcholi v A. Dokazte.

A-1-6

Najdéte vsechna redlnd ¢isla a s vlastnosti: Jsou-li z, y,
z délky stran trojahelniku, pak

224+ y? 4+ 22 < a(ey + yz + 22).

A-S-1

Jsou dany posloupnosti (an)s%;, (bn)s%;, kde

N —

an

(@+v3)y +@-Vv3r),

m=%((2+\/§)"—(2—\/§)").
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Najdéte cisla ¢, d a p, ¢ tak, aby pro kazdé prirozené n
platily nasledujici vztahy

Any2 = Canyy + day,

pa’ +qbZ = 1.

A-S-2

V roviné je ddno n 2 3 bodi, z nichz zadné tii nelezi

v pfimce. Pak existuje agpoﬁ én(n—l) trojuhelniki s vrcho-
ly v danych bodech, které neobsahuji zadny dalsi z danych
bodi. Dokazte.

A-S-3

Spomedzi stvorstenov ABC' D s danymi dizkami a, ¢ hran
AB, CD a danou vzdialenostou d stredov hran AB, CD
najdite ten, ktory ma najvacsi objem, a tento objem urcte.

A-11-1
Postupnost (a,)i%, je dana vztahmi
ay =1, ap =4,
agkyj = —a; pre 1<j<2k=1,2,...

Vypoéitajte sicet a; + az + ...+ aj ggo-

A-11-2

Spomedzi stvorstenov ABC'D s danymi dizkami a, ¢ hran
AB, CD a danou vzdialenostou d stredov hran AB, C'D
najdite ten, ktory ma najvacsi povrch, a tento povrch urcte.
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A-11-3

Najdéte neymensi ¢, pro které plati: Je-li T ostrothly troj-
thelnik s Ghly «, 8, v, pak existuje rovnoramenny nebo
pravouhly trojthelnik s Ghly o/, 3, v’ takovy, ze

la—o'|Se 1B-F|Se Iv—7|Ze

A-1l1-4
Zjistéte, kolik existuje poradi (a1,as,...,a10) Cisel 1,
2, ..., 10 takovych, Ze a; > a3 (1 £ ¢ £ 5) aa; > azjq
(1<j<a).
A-1ll-1

Postupnost (a,)5%; je dana vztahmi

01:1,

asktj = —a; prel <j<26k=0,1,2,...
Dokazte, ze dand postupnost nie je periodicka.

A-IlIl-2

Néajdite vsetky redlne Cisla «, pre ktoré ma kazdé kladné
rieSenie (z,y, z) nerovnice

22 +y? + 22 < a(zy + yz + 22)

tha vlastnost, Ze existuje trojuholnik so stranami dizok z,
Y, 2.
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A-1lIl-3

Je dana krychle ABCDEFGH. Najdéte vSechna cisla
P> %n, pro kterd existuje rovina, jejiz prinik se étyfsténem
ABDE je tupouhly trojahelnik s tupym thlem ¢.

A-1lI1-4
Urcete nejvétsi Cislo k 2 0 takové, ze pro vSechny n-tice
T, Ta, ..., £ (n 2 2) nezdpornych &isel plati

(z1+Ta+ ...+ 2.) (2122 4 ToZs 4 ...+ T 1T + Tpzy) 2

2> k(zf:c% + z%zg +... 4 1'721—11'3; + :cf,:z:f .

A-1lIl-5

V zemi jsou kazdd dvé mésta spojena pravé jednou sil-
nici. Kazda z nich je jednosmérnd a je uréena bud jen pro
motorova vozidla, anebo jen pro cyklisty. Silnice se kfizuji
pouze ve méstech (jinde maji mimotroviiové kfizeni). Do-
kazte, ze existuje mésto, z néhoz lze do libovolného jiného
mésta dojet bez zmény dopravniho prostfedku.

A-1l1-6

Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo k existuje systém S
dvouprvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,2k} takovy,
ze plati: Jsou-li My, My, ..., Ms libovolné mnoziny takové,
Ze

M;NM; #0 & {i,j} €S,

pak mnozina M; UM, U. ..UMy, obsahuje aspon k? prvki.
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Reseni tloh
A-1-1

Aby byla splnéna podminka b) alohy, musi zfejmé z kaz-
dého vrcholu vychéazet aspon 4 hrany. Oznacime-li v pocet
vrchold takového mnohosténu, plati podle a) pro jeho pocet
hran n nerovnost n 2 2v 2 20 (s¢{tdme-li pocet hran pro
v8echny vrcholy, pocitdme kazdou hranu dvakrat).

Mnohostén K na obr. 16 méa pravé 10 vrchold, 20 hran
a z kazdého vrcholu vychazeji pravé 4 hrany. Zbyva ovérit,
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Obr. 16

ze skutecné kazdé dva vrcholy mnohosténu K maji pozado-
vanou vlastnost. Vzhledem k soumérnosti uvedeného mno-
hosténu staci spoéitat, kolik riznych cest vede mezi dvoji-
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cemi vrcholi A, B; A, C; A, D; A, E; A, F; A, G; A, H
aH,G.

Nejmensi hledané n s uvedenymi vlastnostmi je tedy
n = 20.

A-1-2

Pomérné snadno zjistime, ze pro n = 1, 2 takova posloup-
nost neexistuje. Pron = 3 vyhovuje nap¥. posloupnost (0, 0,
3, 1,2, 1, 3, 2). Tézko se podafi najit néjaky obecny pred-
pis, ktery by daval pozadovanou posloupnost pro pfirozené
n jistého tvaru. Ukazeme nékolik navodnych pozorovani:
1. Ze sudych ¢isel 0, 0, 2, 2, ..., 2k, 2k snadno sestavime

posloupnost s pozadovanou vlastnosti:

2%, ..., 4,20, 0, 2, 4, ..., 2k.

2. Prolichacislal,1,3,3,...,2k+1, 2k +1 to jde, kdyz
jedno misto vynechdme:

2k+1, ..., 3,1, %, 1,3, ..., 2k+1.
3. Z posloupnosti ay, as, ..., dap41, @242 pro n dostaneme

yroztazenim“ Cast jiné posloupnosti (s lichymi ¢isly 1,
3, ..., 2n+ 1) takto:

2&1+1, *, 202+1, ¥, ..., k¥, 202n+1+1, *, 2&2n+2+1
Méjme posloupnost (aj, as, ..., aspt2), kterd vyhovuje
pro néjaké n 2 3 (obsahuje ¢&isla 0, 0, 1, 1, ..., n, n). Se-

strojime néasledujici posloupnost, kterd bude vyhovovat pro
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n' =4n+3:

2n, 2n—2, ..., 2, 0,0, 2, ..., 2n— 2, 2n,

n+3, 2a,+1, 4n+2, 2a2+ 1, 4n+1, ...,
2n+ 2, 2asn42+ 1,

dn+3, 4n+2, 4n+1, ..., 2n+3, 2n+ 2

(nejprve podle 1. uspordddme vsechna suda éisla 0, 2, ...,
2n, pak podle 3. roztdhneme danou posloupnost (ay, ...,
@2n+2) a do prislusnych mezer umistime postupné vsechna
Cisladn+3,4n+2, ..., 2n+2 a ta pak jesté jednou zopaku-
Jjeme na konci posloupnosti. Je zfejmé, Ze nova posloupnost
obsahuje kazdé z ¢isel 0, 1, ..., 4n+3 pravé dvakrat, a snad-
no se presvédcime, ze je splnéna i1 podminka Glohy.

Pron = 4-3+ 3 = 16 tak dostaneme posloupnost (6,
4,2,0,0,2,4,6,15,1, 14,1, 13, 7, 12, 3, 11, 5, 10, 3, 9,
7, 8, 5, 15, 14, 13, 12, 11, 10, 9, 8). Z uvedené konstrukce
plyne, ze kazdé prirozené éislo tvaru 4n + 3 pro n 2 3 méa
pozadovanou vlastnost.

A-1-3

Pro rovinu ABL je tvrzeni zfejmé, protoze body C, D
maji od roviny ABL stejnou vzdalenost.

Uvazujme rovinu, ktera protne hranu BD vbodé X a hra-
nu AC v bodé Y (obr. 17). Nyni si sta¢i uvédomit, ze téleso
KXLYAD vznikne z étyfsténu ABLD pridanim ctyfsténu
AKLY aubranim ¢tyfsténu K BLX . Jejich podstavy AK L
a K BL maji stejny obsah, sta¢i tedy dokazat, ze oba Ctyf-
stény maji 1 stejnou vysku, tj. body X a Y jsou od roviny
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Obr. 17

ABL stejné vzdaleny. To je nejlépe vidét, kdyz promitne-
me dany Etyfstén do roviny kolmé na pfimku K L (obr. 18).
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Protoze |AK| = |BK| a |CL| = |DL|, je uvedenym pru-
métem rovnobéznik A’C’B’D’ a rovina KLX se promitne
do pfimky XY’ prochdzejici jeho stfedem K’ = L', pfi-
cemz vzdalenosti bodi X, Y od roviny ABL se promitnou
ve skutecné velikosti. Stejné postupujeme i v pripadé, kdy
uvazovand rovina protind hrany BC a AD. Tim je tvrzeni
dokazano.

Poznamka. Tvrzeni Glohy lze zobecnit na pripad, kdy bo-
dy K a L déli pfislusné hrany v daném poméru. Ve stejném
pomeéru jsou pak i objemy pfislusnych ¢asti ctyfsténu, jez
vzniknou fezem néjakou rovinou prochazejici body K a L.

A-1-4

K feseni potfebujeme vyjadrit délky téznic pomoci délek
stran trojihelniku. Je-li napt. A; stfed strany BC, vyjadri-
me v trojihelniku ABA; délku t, = |AA;| a v trojahelniku
ABC zase délku b pomoci kosinové véty. Vylouéenim cos 3
vyjde vzorec

4t = 2(b* 4+ ¢?) — a® (1)
(dalsi dva dostaneme cyklickou zdménou a — b — ¢ — a).
Odtud hned plyne, ze a? (a tedy i b2, ¢?) jsou suda &isla,
tudiz 1 a, b, ¢ musi byt suda.

Druhé tvrzeni tlohy dostaneme se¢tenim vzorci (1) pro
vSechny tFfi téznice,

4(t2 + 12 +t2) = 3(a® + b% + ¢2).

Vyslednd rovnost fika, ze t2 +¢2 + 2 je ¢islo délitelné tfemi
(protoze ¢isla 3 a 4 jsou nesoudélnd). Nyni si staci uvédo-
mit, ze druhd mocnina kazdého celého ¢isla dava prfi déleni
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tfemi zbytek 0 nebo 1 (podle toho, zda je zdklad sam dé-
litelny tfemi, ¢i nikoli). Odtud plyne, Ze soucet tifi ctverct
je délitelny tfemi, jen kdyZz jsou vsechna tfi ¢isla délitelna
tfemi, anebo zadné z nich neni tfemi délitelné.

Poznamka. Posledni ivahu lze nahradit 1 dalsim vyuzitim
vzorcl (1). Odectenim dvou z nich vyjde napf.

A(t; — 1) = 3(* — a?),

takze hned vidime, ze &isla t2, tZ (a tedy i &islo t2) davaji
stejny zbytek (mod 3), a tedy vSechna tfi &isla t2, ¢2, ¢2
maji stejny zbytek (mod 3).

A-1-5

Hleddme vlastné takovy disjunktni rozklad V = AUB
(AN B = 0) mnoziny V vrcholi daného grafu G, aby mezi
mnozinami A a B bylo ,mnoho hran“. Vezméme proto ze
vSech moznych rozkladi ten, pro ktery je prislusny pocet
hran co nejvétsi. Takovy rozklad ma uz pozadovanou vlast-
nost, protoze kdyby z néjakého vrcholu v € A vedlo do B
nejvyse m — 1 hran, dostali bychom pfemisténim v z A do
B novy rozklad A\ {v}, BU{v}, ktery bude mit mezi obé-
ma mnoZinami vice hran, protoze v je podle predpokladu
s ostatnimi vrcholy v A spojen asponi m hranami.

A-1-6

Predpoklad, ze z, y, z jsou délky stran trojuhelniku, zna-
mena, ze plati

z4+y—2>0, z—y+2z>0, —-z+y+2>0 (1)
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Nerovnost, kterd nas zajima, ma jednu charakteristickou
vlastnost: je symetrickou funkei proménnych z, y, 2 (tj. pfi
jejich libovolné permutaci se nezméni). Z (1) dostaneme sy-
metrickou nerovnost tak, ze se¢teme souciny kazdych dvou
vyraza v (1), takze

(z+y—2)(z-—y+2)+(ez+y—-2)(-z+y+2)+
tE-y+2)(-z+y+2)=
=2zy+yz+22)— (22 + >+ 2%) > 0,

tj. uvazovana nerovnost plati pro kazdé a 2 2.
Podivejme se, co se stane pro ¢ = y = 1 (pak musi byt
0 < z < 2). Vyjde nerovnost

22— 2z-a+2Z£0, (2)

ktera pro a < 2 jisté nebude platit, vezmeme-li z > 0 do-
state¢né malé. Kvadraticky trojélen (2) ma totiz pro a < 1
zaporny diskriminant (tj. je vidy 22 — 2az — a + 2 > 0)
apro 1 £ a < 2 jeho kofeny 21, z2 splnuji nerovnosti 0 <
< 71 < a < 73 (takze pro 0 < z < z; bude zase 2% — 2az —
—a+2>0).

Resenim tlohy jsou viechna « 2 2.

Jiné FeSeni. Polozme
2a=xz—y+z2, 2b=zx+y—=z, 2c=-z+y+z,

neboli
z=a+b, y=b+ec, z=c+a.
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Podle predpokladu jsou x, y, z délky stran trojahelniku,
takze a, b, ¢ > 0. Dosazenim do dané nerovnosti dostaneme
po Gpravé nerovnost

(2 —a)(a® +b>+c*) 4+ (2 —-3a)(ab+ bc+ca) £0, (3)

ktera zfejmé plati pro kazdé a 2 2.
Uvazujme ted o < 2 a polozme a = b = 1; pak
(2 —a)(a® 4+ b2 + ¢?) + (2 — 3a)(ab + be + ca) =
=(2—a)c? +2(2-3a)c+6 - 5a.

Protoze 2 — a > 0, vime z vlastnosti kvadratické funkce, ze
existuje kladné ¢islo ¢o takové, ze

(2 — a)c 4+ 2(2 = 3a)co + 6 — 5a > 0.

Cislaa = b =1, ¢ = ¢o tedy nespliiji nerovnost (3), a proto
ani Cislaxz = 2,y = z = 1+c¢o, Jez vyhovuji trojihelnikovym
nerovnostem, nespliuji pozadovanou nerovnost.

A-S-1

Dosazenim do pozadovaného rekurentniho vztahu (a po
vydéleni 1) dostaneme rovnost

(T+4V3)(2+V3)" + (T-4V3)(2 - V3)" =
=2+ V3)2+ V3" +c(2-V3)(2- V3" +

+d2+V3)" +d(2 - V3)" =

=(2c+d+cV3)(24 V3" + (2¢ +d—cV3)(2 - V3)".
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Porovnanim obou stran ziskaného vztahu dostaneme, Ze:
predpokladana rovnost je splnéna proc =4, d = —1.
Protoze

((2+\/§)"+(2—\/§)") (7+4V3)" +(T— 4/3)" +
= (@+v3yr-(- \/_)

plyne odtud rovnost

4a2 - 3b2 =4, . ai—%bi:L

Druhému pozadavku tlohy tedy vyhovuji ¢isla p = 1,
¢=-5

Jiné FeSeni dostaneme, pokud mdame zékladni znalosti
z teorie diferenc¢nich rovnic. Odtud plyne, Ze posloupnos-
ti (an) odpovid4 charakteristickd rovnice A2 —4X +1 =0
(jeji kofeny jsou A; o = 2 ++/3), takie pislusny rekurentnf
vztah, ktery uvedena posloupnost spliiuje, je

Any2 = 4an+l — Qn,

tj.c=4,d=—-1.

Rovnéz je mozno spocitat prvni étyfi cleny posloupnosti
a; = 2, a3 = 7, a3 = 26, ag = 97 a pro neznama dcisla
sestavit dvé linearni rovnice. Jejich fesenim dostaneme ¢ =
=4, d = —1. Zbyva ovSem dokazat (nejlépe matematickou
indukci), ze uvaZovana posloupnost spliiuje ziskany vztah
pro kazdé prirozené n. Podobné miizeme vyfesit 1 druhou
Cast tlohy. Pro n = 1 a n = 2 dostaneme dvé linearni
rovnice.
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A-S-2

Z danych n bodu vezméme libovolné dva body X, Y.
K nim z danych bodt uréime treti bod Z tak, aby vyska
trojihelniku XYZ na stranu XY byla co nejmensi. V tako-
vém pripadé uz nebude trojuhelnik XYZ obsahovat zadny

Jiny z danych bodi. Ke kazdé z (g dvojic danych bo-

di jsme tak nasli jeden ,,prazdny“ trojahelnik, pfitom jsme
ale mohli kazdy takovy trojuhelnik pocitat nejvyse tfikrat

. :f & 1
(pro kazdou stranu jednou). Existuje tedy aspon g(;) =

1 - e y P
= = n(n — 1) trojahelniki s pozadovanou vlastnosti, coz

Jjsme méli dokazat.

A-S-3

Oznacme K, L stfedy hran AB, C'D uvazovaného ctyft-
sténu. Objem ctyfsténu ABC D pak muzeme spocitat tak,
ze ho rozdélime rovinou ABL na dva ctyistény ABLC
a ABLD (obr.19). Pro objem V(ABC D) uvazovaného Ctyi-
sténu pak zfejmé plati

V(ABCD) <

1 1
- JAKL|- D] = -
5 |AB|-|KL|-|CD| 5 ade

QO =

s rovnosti, pravé kdyz KL je vyskou trojihelniku ABC
a CD je kolm4 na rovinu ABL, coz je pravé tehdy, jsou-li
obé mimobézné hrany AB a C'D navzajem kolmé a zaroven
obé kolmé na spojnici svych stfedi. Objem odpovidajiciho
CtyFsténu pak bude éacd.
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A-I1l-1

Z¥eymé je azg = —1, aqy = —4, takze plati a; + as + az +
4+ a4 = 0. Z toho, jak je uvedena posloupnost definovana,
snadno plyne, Ze soucet prvnich 4n ¢lent posloupnosti je
pro libovolné prirozené n nulovy: pro kazdé cislo n tvaru
n = 2% (k > 0) to zfejmé plati, nebot

a1+ ...+a4.2k:
:(11+(lg+...+a2k+x-+—(12k+1+1+...+(12k+2:
:a1+a2+...+a2k+1—(a1+a2+...+a2k+1):0.

Predpokladejme navic, ze soucet a; +as+. . .+as,, je nulovy
pro libovolné m < n (tj. i pro m = 0, kterému odpovida
prazdny soucet). Pro kazdé n 2 1 a pro vhodné k 2 2 pak
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miizeme psat 4n = 2¥ + 4m, kde 0 £ m < n, takze
aitasz+.. .+as, = ar+az+. . +agk —(a1+az+. . .+a4m) =0

podle indukéniho pfedpokladu. Podle definice dané po-
sloupnosti tedy plati

ay+az+...+ajgo =

= aj989 + @1 990 = —Ages5 — G966 = A453 + Aa54 =
= —aj197 — @198 = Ggg + G790 = —A5 — Gg = A1 + a2 = 5.

Oznaéme K a L stfedy hran AB, C'D uvazovaného &tyf-
sténu ABCD. Pro obsah stén ABC a ABD zfejmé plati
(obr.20) S(ABC) < laty, S(ABD) < iaty, kde t; =
= |KC|, t = |KD| jsou délky pfislusnych téZnic. Rovnost

90



v obou nerovnostech nastane, pravé kdyz obé téznice CK,
DK budou kolmé na hranu AB, tj. pravé kdyz bude ro-
vina CDK kolméa na AB. Pro &ast povrchu uvazovaného
Ctyfsténu tak dostavame odhad

S(ABC) + S(ABD) < %(tl + ). (1)

Z kosinové véty pro trojihelniky CKL a DKL plynou
rovnosti

2

i = T +d* — cdcos |3 K LC|,

2

i = T +d? + cdcos|3KLC)|,
takze podle znamé nerovnosti (z + y)? = 2% + y + 22y <
< 2(2? + y?) dostavame nerovnost

(t +t2)? < 2(t2 +12) = % + 4d?,

v niZz nastane rovnost, pravé kdyz t; = t,. Ze vztahu (1)
tak vychazi odhad

Ve 4 4d2.

V nerovnosti (1) zfejmé nastane rovnost, pravé kdyz jsou
obé téznice t; 1ty kolmé na AB, tj. pravé kdyz je rovina
CDK, a tedy 1 hrana C'D kolma na AB. Z rovnosti t; = t,
pak navic plyne, ze je KL L CD.

Zcela analogicky odvodime nerovnost

vVa? + 4d2.

S(ABC) + S(ABD) <

N

S(CDA) + S(CDB) £ %
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Podle predchozich ivah nastane v obou poslednich ne-
rovnostech rovnost, pravé kdyz jsou obé hrany AB, CD
navzajem kolmé a zaroven jsou obé kolmé na svoji stfedni
pficku K L. Takovy ctyfstén ABC D pak ma povrch

g\/ﬁ + 4d? + gx/«ﬂ + 4d2.
A-11-3

Uvazujme ostrothly trojihelnik s Ghly a < # < v a &islo
€ > 0 takové, ze zménou libovolného z Ghlu «, 3, v o nejvyse
€ nedostaneme ani pravouhly, ani rovnoramenny trojahel-
nik. Pak soucasné plati

¥y<90°—¢, B—a>2, v—p0>2.
Odtud plyne
B<y—2<90° -3¢, a<f—2<90° -5,
a protoze a + 8 + v = 180°, vychazi
180° < 90° — 5e + 90° — 3¢ + 90° — ¢,

tedy 9¢ < 90°, € < 10°.

To znamen4, ze pro kazdé € 2 10° uz mame zarucenu exi-
stenci pravotihlého ¢i rovnoramenného trojihelniku, jehoz
odpovidajici Ghly se od danych lisi nejvyse o €. A ¢ = 10°
je skutecné nejmensi éislo s touto vlastnosti, jak je vidét
z trojahelniku s Ghly o = 40°, 8 = 60°, v = 80°.
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A-1I1l-4

Predpokladejme, ze pofadi (ai,az,...,a10) spliuje uve-
dené nerovnosti. Cisla ay,as, ..., a0 pak mizeme uspora-
dat do nésledujiciho schématu

a
' N
a as
7N 7N\
ay as ae ar

7N N\

as ag ajo

v némz a; — a; znamena, ze a; > a; (relace > je ovsem
tranzitivni).

Je jasné, ze musi byt a; = 10. Déle uvazujme jednu z (g)
moznosti, jak zbylych devét cisel 1, 2, ..., 9 rozdélit na
dvé disjunktni mnoziny Sesti a tii ¢isel. Pro kazdé takové
rozdéleni jsou hodnoty as a az jednoznaéné urceny jako
maximalni prvky pfislusnych podmnozin, pro volbu hodnot,
ag, a7 pak mame dvé moznosti, zatimco &isla ay, as, ag, ag,
ajo musime jesté rozdélit do dvou disjunktnich mnozin se
tfemi a dvéma prvky (to jde (g) zplsoby). Pro kazdé takové
rozdéleni ndm pak zbyvaji pravé dvé moznosti jak urcit ag
a ag (prvky as, as, a tedy 1 ajo jsou takovym rozdélenim uz
jednoznacné urceny!).

Celkem tedy existuje

() () o-om

riznych poradi, kterd splnuji pozadované podminky.
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Jiné FeSeni (podle P. Tomana, 4. roénik GWP, Praha,
a R. Kubackiho, 3. roénik GMK, Bilovec). Uvazujme vSe-
chna mozna potadi (aj, as, ..., a10) deseti &isel 1,2, ..., 10,
kterych je 10!. Téch, kterd maji na prvnim misté nejvétsi
islo 10, je 9! = 11—0 10!. Ze vsech poradi s a; = 10 jich je
zfejmé % = 5!/6! takovych, zZe a, je mezi &isly aq, as, as, ag,
ag, ajp nejvétsi. Podobné uvazujeme i pro aq > as, ag (tyto
dvé nerovnosti spliuje praveé % vsech vyhovujicich pofadi),
pro as > ajo (% dosud vyclenénych potadi) a koneéné pro
asz > ag, ay (% dosud vyclenénych poradi). Celkem tedy je
takovych poradi

1 1111
... = .
0633 3 10! = 3360
A-Illl-1
Pro j = 2% dostdvdme, Ze agy1 = —agx, tedy age =

= (—1)*. Pfedpokladejme, ze dana posloupnost ma periodu
p, tj. ze pro kazdé pfirozené m plati a;nqp = ay,. Vezméme
k takové, ze 2F > p. Potom

a2k+p = Qgk = (—1)k, a2k+1+p = Qgok+1 = ('—1)k+1,

tedy asky, # agx+14,. Piitom ale podle definice posloup-
nosti je pro p < 2F

a2k+p = —G,p = azk+1+p.

Uvedend posloupnost tudiz nemize byt periodicka.
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A-1Il -2

Polozime-li z =y = 1 a z = 2, vyjde 6 < 5a, takze dand
nerovnost bude splnéna pro vsechna redlnd &isla o 2 g.
Aby kazdé kladné feseni uvazZované nerovnice davalo strany
trojihelniku, musi proto platit o < g.

UkéaZeme, ze pro a < g ma kazdé kladné feseni uvede-
né nerovnice pozadovanou vlastnost. Kdyby nerovnice méla
takové kladné feseni (z, y, z), které by nespliiovalo trojihel-
nikové nerovnosti, mizeme bez ztraty obecnosti pfedpokla-
dat, Ze je t = z — (z + y) 2 0 (nerovnice je symetricka
v proménnych z, y, z). Dosazenim do ptivodni nerovnosti
postupné pro a < g dostaneme

6
24y +(z+y+t)? < 5(xy+y(x+y+t)+z(x+y+t)),

4 4 8 4
t2+g:v2+gy2—g:cy+gt(x+y)<0,

t2+§(x—y)2+ %t(:c+y) <0,
coz nemize platit, nebot na levé strané nerovnosti je kladné
Cislo.

Pozadovanou vlastnost tedy maji vSechna ¢isla a < g.

Jiné FeSeni (podle M. Kubecka, 3. roénik GWP, Praha).
Pokud a 2 £, ma uvaZovana nerovnice kladné feseni z =
=y =1, z = 2, pro které trojihelnik zfeymé neexistuje.

Na druhé strané, pokud pro néjaka kladna cisla z, y, z
neexistuje trojihelnik se stranami délek z, y, z, mizeme
predpokladat, ze je ¢ £ y £ z, a pfitom z +y — 2z £ 0.
Umocnénim této nerovnosti dostaneme

22422 4+ y? 2 2z2 4 2yz — 22y,
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zaroven ale plati

427 2 42(z + y),
4(z* + %) 2 4- 2y,

coz dohromady dava nerovnost
5(z2 + y? + 22) 2 6(zy + yz + 22).

Odtud vidime, ze takova &isla z, y, z nejsou fesenim uvazo-
vané nerovnice pro a < g.

A-1lIl-3

Protoze zadna ze stén ctyfsténu ABDE neni tupouhly
trojihelnik, mizeme predpokladdat, Ze rovina fezu g neni
s zaddnou jeho sténou rovnobézna. PFitom dvé rovnobéz-
né roviny ¢ || ¢/, pokud pfislusny pas neobsahuje zadny
z vrcholii uvazovaného Ctyfsténu, davaji v fezu podobné
Gtvary, takze bez Gjmy na obecnosti mizeme dale predpo-
kladat, Ze rovina fezu p prochéazi nékterym z vrcholi A nebo
B (vrcholy B, D, E jsou zaménitelné).

Budeme vyuzivat nasledujicich vlastnosti kolmého promi-
tani Ghld, jez se snadno odvodi pomoci kosinové véty (obé
vlastnosti jsou struéné dokdzany v poznamce).

Pfi promitani do roviny obsahujici jen jedno rameno thlu
se tupy uhel zvétsi a ostry thel se zmensi.

Tupy thel se pfi promitani do roviny protinajici obé jeho
ramena zvetsi.

Uvazujme tedy rovinu g prochazejici vrcholem A a proti-
najici podstavu BDE v tseéce XY (obr.21). Protoze thel
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XAB je ostry, je ostry i hel XAY. Bez (ijmy na obecnosti
muzZeme zfejmé predpokladat, ze |AX| 2 |AY|. Z uvede-
nych vlastnosti promitani nyni plyne, ze Ghel AYX je tu-
py, jen kdyz je tupy i Ghel AYB, pfi¢emz |JAYB| < %n.
Ze spojitosti snadno uvazime, ze pro kazdé ¢ z intervalu
%n < p < %n existuje rovina g prochdzejici vrcholem A,
jejiz prinik se ¢tyisténem ABDE je tupothly trojihelnik
s thlem ¢. (Je-1i Y vnitfni bod ase¢ky BE a bod X’ uvnitf
AB takovy, ze |JAYX'| = %n, pak pro odpovidajici bod X
na BD, jehoz je bod X’ primétem do roviny ABE, bude
rovnéz |[JAYX| = in. Pro body Z uvnitf XB bude tupy
Ghel AYZ nabyvat libovolné hodnoty mensi nez |4 AYB|.)

A

Obr. 22

Uvazujme ted rovinu p prochazejici vrcholem B. Pokud
rovina ¢ protind obé kratsi hrany uvazovaného Ctyfsténu
(obr.22), dostaneme v Fezu ostrothly trojthelnik, proto-
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ze pruméty uvazovanych hli do roviny ABD jsou vesmés
ostré nebo pravé.
Protina-li rovina ¢ napf. hrany AD a DE v bodech X
a Y, oznaéme Y’ kolmy primét bodu Y do roviny ABD
(Y’ lezi na hrané AD). V kazdém pripadé ale je (obr.23)
jak [§Y'XB| < 3r, tak i [ XY'B| < 2r, takie i pfipadny
3

tupy thel fezu BXY je mensi nez §m.

Obr. 23

Poznamka. Dokazeme jesté vlastnosti kolmého promitani
Ghld pouzité v predchozim feseni. Podle kosinové véty pro

trojahelniky ABC, A’ B'C" plati (obr. 24)

c? = a? + b? — 2abcosy,
2 +d*=a?+d*+ b2 — 2b\/a? + d?cos ',

takze

acosy = Va2 +d?cosy’.

98



Odtud plyne, ze

1. jelli0<y< 3n, pak cosy >cosy >0a0<y<y <
< -;-n,

2. jeliy = %n, pak v/ = %n,

3. jelli n <y <, pak |cosy| > |cosy|a in<y <y <

< |

Obr. 24 Obr. 25
Podobné pro situaci na obr. 25 dostaneme
¢? = a? + b% — 2abcosy

a zaroven

=a?+d>+ 6> +d> —2va? + d2 /b2 + d2 cos v,

takze

abcosy = Va2 + d2 \/b2+d2cos7’ —d

To znamen4, Ze pro in < 7' je

—abcosy = Va2 + d2 /b2 + d? | cosy'| + d* > ab| cosv'|,
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neboli

T /
7> 3 a | cosy| > | cosv'|,

tj.y > 7.

Jiné Feseni. Kazdému trojihelnikovému fezu uvazované-
ho ctyfsténu odpovida trojboky jehlan. Je-li jeho vrcholem
bod A, je jeho podstavou (fezem) ostrothly trojihelnik,
protoze kolmym primétem kazdého jeho ihlu je pravy thel.
Zbyva tedy moznost, ze vrcholem odfiznutého jehlanu je je-
den z vrcholi B, D, E. Tento pripad vysetiime obdobné
jako v pfedchozim feseni.

A-1ll-4

Vzhledem k tomu, Ze uvazovana nerovnost se nezmeéni,
.y

kdyz misto kazdého z; piseme — (1 < ¢ £ n) pro né&jaké

1
a
kladné a, mizeme pfedpokladat, ze je ¢y +zo+.. .+ 2, = 1.

Pro n = 2 pak bude mit uvazovana nerovnost tvar

. 1
z1z2(1 — kzy29) 20, t]. r1zy S %

(pokud zj;z2 > 0). A protoze pro nezdporna Cisla z1,z
takova, ze 1 + z2 = 1, plati

1 1
Vaizs < 5(1‘1 +zy) = 5

jevzdy z1ze < % s rovnosti pro £; = x5 = % Odtud plyne,
ze je k £ 4.

Stejny odhad ovsem dostaneme i pro libovolné n 2 2,
kdyz polozime z3 = ... =z, = 0.
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Ukéazeme ted, Ze uvazovana nerovnost plati pro k = 4
a pro libovolné n > 2. Protoze

via; < (e +29) € (3 tzat . ten) =

je 1 —4zxiz; 2 0, takze je také
r1z2(1—-4z129)+xoz3(1—4z023)+. . +zpz(1—42,21) 2 0.

A to je nerovnost, kterd je pro £ = 4 s danou nerovnosti
ekvivalentni.

A-1lIl-5

Oznacime-li n pocet mést v zemi, je tvrzeni pro n =
= 2 zfejmé. Predpokladejme tedy, Ze uvedené tvrzeni plati
pro vSechna pfirozend cisla mensi nez n, a uvazujme zemi
s n mésty uy, us, ..., U,. Méstu s pozadovanou vlastnosti
budeme fikat ,hlavni“. Oznac¢me jako v hlavni mésto mést
Uy, Uz, ..., Up—1 a uvazujme mnozinu A téch mést, do nichz
se da z v dojet motorovym vozidlem, a mnozinu B mést, do
nichz se d4 z v dojet na kole. Navic mizeme pfedpokladat,
ze u, nepatii do zddné z mnozin A, B (jinak bychom byli
hotovi), takze z u,, do v vede jednosmérn4 silnice (bez ztraty
obecnosti muzeme predpokladat, Ze je to napf. cesta pro
cyklisty).

Oznaéme nyni w hlavni mésto mnoziny (A \ B) U {u,},
v niz je nejvyse n — 1 mést. Pokud w = u,, jsme hotovi,
protoze z u, se lze dostat i do libovolného mésta mnoziny
B. Pokud w # u, a z w se lze do u, dostat na kole, jsme
rovnéz hotovi, protoze pak je w hlavni mésto i1 vSech mést
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v B. Pokud ovsem vede z w do u, cesta jen motorovym
vozidlem, Ize se do u,, dostat motorovym vozidlemi z mésta
v (pfes w), takZe v je hlavni mésto vSech mést uy, u,, ...,
Up.

Jiné FeSeni (podle V. Bira, 1. ro¢énik GAM, Bratislava).
Oznacime-li n pocet mést v zemi, jsou pfipady n =2 an =
= 3 jasné (bud z jednoho mésta vedou cesty do zbylych
dvou, nebo jsou cesty mezi tfemi mésty usporadany cyklicky
a pak aspon dvé z nich jsou stejného druhu).

Predpokladejme, ze tvrzeni Glohy plati pro libovolné k <
< n—1, a uvazujme n mést my, mo, ..., m,. Vynechdme-li
mésto m; (1 £ i < n), bude mezi zbylymi n — 1 mésty exis-
tovat jedno ,hlavni mésto“ h;. Pokud pro néjaké dva indexy
i # j dostaneme h; = h;, jsme hotovi, protoze takové mésto
je hlavnim méstem vSech uvazovanych mést.

Budeme tedy déle predpokladat, ze vsechna ,hlavni®
meésta hy, hy, ..., h, Jsou vesmés rizna a jsou pritom ozna-
cena tak, Ze hy je hlavni mésto, kdyz vynechame h,, hs je
hlavni mésto, kdyz vynechame h,, atd. az nam vyjde, ze hy
je hlavni mésto, kdyZ vynechdme néjaké h,, (3 £ m < n).
Dostaneme tak ,cyklus“, v némz neexistuje jednosmérna
silnice z h; do h;_; (jinak bychom byli hotovi), ale naopak.

Bez Gjmy na obecnosti miizeme ted predpokladat, ze sil-
nice vedouci z h; do hj je uréena pro cyklisty. Z hy do hy,
pak musi vést cesta pro motoristy (jinak by existovala cesta
z hy do h,, a byli bychom hotovi) a ze stejného divodu je
existujici silnice z h,, do h; uréena pro cyklisty (obr. 26).
Tuto Gvahu nyni zopakujeme (z hy do k-1 musi vést cesta
pro motoristy, protoze jinak by h,, bylo hlavnim méstem,
takze z h,,—1 do h; vede cesta pro cyklisty, atd.) celkem
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(m — 3)-krat a zjistime (pokud jsme nenasli hlavni mésto
Jiz dfive), ze hs je hlavnim méstem vSech uvazovanych n
mést.

Jiné Feseni (podle M. Konecného, 3. ro¢nik G, Brno, kpt.
Jarose). Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro libovolné k <
< n—1 a uvaZujme situaci s n mésty. Stejné jako v predcho-
zim FeSeni pfifadime kazdému méstu ,hlavni mésto“ zby-
lych n — 1 mést (indukéni predpoklad). Kdyby toto zobra-
zeni mnoziny {1,2,...,n} do mnoziny {1,2,...,n} nebylo
permutaci, pak zfejmé najdeme hlavni mésto véech n mést.

Je-li uvedené pfirazeni permutaci, existuje v ném cyklus
hy = hy — ... = hy — hy, ve kterém je h; hlavnim
méstem vSech n — 1 mést vyjma hj_; a v némz tedy vidy
existuje jednosmérna silnice z h; do hj4;. Kdyby vsechny
uvedené silnice byly stejného druhu, je jasné, Ze libovolné
z mést hy, hy, ..., hy, by bylo hlavni. MiZeme tedy pfedpo-
kladat, ze existuji tFi mésta h;, hit1, hiy2 (indexy poéitime
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mod m) takovd, ze napf. z h; do h;4, vede silnice pro cyk-
listy a z hiy1 do hit2 pro motoristy (obr.27). Z h;4o pak
existuje néjaka cesta do h; — je-li priijezdnd pro cyklisty, je
hlavnim méstem h; 42, je-li urena pro motoristy, je hlavnim
méstem h; .

Obr. 27

A-1ll1-6

Uvazujme 2k bodi Ay, A, ..., Aox v roviné, z nichz zad-
né tfi nelezi v piimce. Pro kazdou dvojici {7, j} € S spojme
odpovidajici body tseckou. Pokud takto nedostaneme zad-
ny trojihelnik, budou mit libovolné tfi mnoziny M;, M;,
Mj prazdny prinik (jinak by odpovidajici body musely byt
spojeny UseCkami). Mizeme tedy kazdé dvojici {i,j} € S
prifadit prvek m;; € M; N M;, ktery uz v Zadné jiné z mno-
zin My, My, ..., My nelezi. Sjednoceni My UMy U ...UMy
tedy obsahuje alespon tolik prvkl co mnozina S.

Vezmeme-li nyni za mnozinu S mnozinu téch dvojic
{1,7} C {1,2,...,2k}, pro néz je soulet i + j lichy, bude
mit S pravé k? prvki, pfi¢emz odpovidajici tisecky nebu-
dou tvorfit zadny trojahelnik. Tim je dikaz hotov.
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Jiné FeSeni (podle P. Hlinéného, 4. roénik GMK, Bilovec).
Hledany systém je napf. mnoZina

S={{i,j}: 1<i<k, k+1<j< 2}

V takovém pripadé jsou mnoziny M;, Ms, ..., My po
dvou disjunktni a totéz platii o mnozinach Mgy, ..., Mag.
Pfitom kazda z mnozin My, M, ..., My ma neprazdny pra-
nik s kazdou z mnozin Mgy, ..., Mg, a protoZe mnoziny
Mi41, - .., Mo jsou navzdjem disjunktni, musi byt |M;| 2 k
pro vSechna 1 £ i < k. Celkem tedy je

M UM U...UMg| 2 IMjUMaU...UMg| =
= M|+ Mo +.. . 4+ M| 2 k- k=K%
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