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Kategorie B

Texty uloh

B-1-1

Je dano liché pfirozené ¢islo n. Najdéte aspon jednu dvo-
Jici pfirozenych &isel z, y tak, aby nejvétsim spoleénym dé-
litelem ¢éisel z, y bylo Cislo n a aby nejvétsim spoleCnym
délitelem cisel zy + z, zy + y bylo éislo 2n.

B-1-2
Realné nezdporna &isla x, y spliuji nerovnosti z +y < 1,
n R e -
z 2 1 kde n je pfirozené cislo. Dokazte, ze
n

2™(1-2) 2 y(1 - y)".

B-1-3

Trojthelnik ABC' s obsahem 10 je téznici C'D a tseckou
AFE rozdélen na Ctyfi Casti (bod E lezi uvnitf strany BC,
D je stied strany AB). Obsah trojihelniku AFC je 4, F je
prisecik CD a AE. Urcete obsahy trojuhelniki ADF',CEF
a ctyfahelniku BDFE.
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B-1-4

Urcete nejvétsi prirozené Cislo, které se neda vyjadrit ja-
ko soulet dvou pFirozenych &isel, z nichz mé kazdé ciferny
soucet aspon 10.

B-1-5

Pro reélnd éisla z4, z2, ..., z, (n 2 3) plati z; 2 z3 +n,
12222 ...22,, 21+ T2+ ...+ 2, = n? Dokaite, ze

z1 + z2 2 3n — 2. Kdy plati rovnost z; + z5 = 3n — 27

B-1-6

V roviné je dana Gsecka AB. Najdéte mnozinu vSech
vrcholi Z pravotihlych trojahelniki XY Z, jejichz pfepo-
na je Casti usecky AB a |AX|=|XZ|, |BY|=|YZ]|.

B-S-1

Je dano prirozené Cislo n. Najdéte aspon jednu dvojici
pfirozenych &isel z, y tak, aby D(z,y) = D(zy + z,zy +
+ y) = n. D(a,b) znali nejvétsiho spoleéného délitele éisel
a,b.

B-S-2

V trojihelniku ABC je D stied strany AB, E je bod
usecky BC, F je priselik Gse¢ek AE a CD. Obsah troj-
uhelniku ABC je 15, obsah trojihelniku CFE je 4. Urcete
obsahy trojihelniki AFC, ADF a ¢tyiihelniku DBEF .
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B-§-3

Najdéte vSechny uspofadané dvojice (n, k) celych Eisel n,
k, které spliiuji rovnici k3 — 3k?n + 3kn? — 61 = 0.

B-1l-1

Je dano prirozené Cislo n. Najdéte aspon jednu dvojici
pfirozenych Cisel z, y tak, aby to byla Cisla nesoudélna a aby
nejvétsim spolecnym délitelem cisel zy + =, zy + y bylo
&islo n.

B-I1l-2

Je dana kruznice k. Sestrojte trojahelnik ABC se stfe-
dem D strany BC tak, aby byl trojihelnik ABD kruznici k
vepsan, pfimka AC byla tenou kruznice k a |AC| = 2|AD|.

B-1-3

Pro nezdpornd &isla z1, z2, ..., zioplatizy 2 222 ... 2

2 210, 21— 6 2 3, 22+ 22 +. ..+ 2%, = 25. Jakou nejmensi
hodnotu mtize mit soucet z? + 22 + z2 + z3 + z2?

B-I1l-4

V konvexnim &tyfihelniku ABCD ozname E prisecik
uhlopficek a S stfed kruznice opsané trojuhelniku ABE.
Potom jsou pfimky CD a SE kolmé, pravé kdyz je Ctyi-
thelnik ABCD tétivovy. Dokazte.
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Reseni aloh

B-1-1

Ulohu vyfesime nejdiive pro néktera konkrétni n. Napfi-
klad pro n = 15 mizeme vzit z = 15, y = 45. Pfi obecném
n zkusime ¢ = n, y = kn. Snadno zjistime, ze Cislo k¥ musi
byt liché. Zvolme k = 3, pak je zy + & = n(3n + 1), zy +
+y=n(3n+3). Cisla 3n + 1, 3n + 3 jsou sud4 a kromé
jednicky a dvojky nemaji spole¢ného délitele. Ten by totiz
musel délit jejich rozdil, tj. ¢islo 2. Odtud plyne, Ze nejvét-
$im spole¢nym délitelem cisel zy + z, zy + y je Cislo 2n.

B-1-2

n
Polozme z = 1 — y. Potom —— < z £ 2z a mame
n+1 — =

dokazat nerovnost 2" (1—z) 2 z"(1—2z). Jinymislovy méme

n
n+1
klesajici. To lze snadno dokazat pomoci derivace uvazované
funkce, neodpovida to vsak osnovam 2. ro¢niku stfednich
skol. Bez uziti derivace mizeme postupovat takto:

dokéazat, ze funkce f(z) = z"(1 — z) je pro z 2

n
Proz>z 2 ] méme dokéazat, ze z" (1 —z) > z"(1 -
—2), tj. 2" —z" < 2"t — g+l Vydélenim nezdpornym

éislem 2z — x dostaneme ekvivalentni nerovnost

D A W L b P

-1 1
<"+ 2"z 4. 422" 42"
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tj.
A—z)" 42" 224 . 422" 242" ) < 2"

Pro > 1 to zfejmé plati, nebot leva strana je pak zadporna.

. . , P n
Je-liz £ 1,je 1—z nezéporné. Jelikoz z 2

1,je1—:c§

é nL-}-l Dale je

2T 4 24 22" 4 2" <

takze

nzn—l

n+1

Q=-2)("" 142" 2z 4+.. 422" 242" ) < <2

)
coz jsme méli dokazat.

B-1-3
Oznaéme a, b, ¢, d obsahy trojihelniki ADF, EFC,
BDF, BFE (obr.11). Potom a +4 = 5, b+ ¢+
+d =5, dile je a = ¢, nebot |[AD| = |BD|. Koneéné plati
b:d=(b+4):(a+c+d)=|CE|:|BE|. Jetedya=c=1,
b+d=4,b2+d)=(b+4)d, takie b = 2d, odkud d = 3,
b= %. Hledané obsahy jsou 1, %, %

B-1-4

D4-li se ¢islo N napsat jako soucet dvou prirozenych &isel
A, B, z nichz ma kazdé ciferny soucet aspon 10, jsou éisla A,
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A D B
Obr. 11

B aspon dvojciferna a vétsi nebo rovna 19, takze N je vétsi
nez 37. Pro A = B = 99 dostaneme ¢islo 198. Avsak ¢islo
199 se nedd napsat pozadovanym zpusobem. Kdyby totiz
bylo 199 = (100 + 10a + b) + (10c + d), muselo by platit
soucasné b+d =9, a+c = 9, takze soucet cifernych souctu
obou séitancti by byl 19, a tudiz by nemohly byt oba ciferné
souéty rovny aspon 10. Zkusmo zjistime, ze ndhodné zvo-
lena cisla vétsi nez 199 se pozadovanym zpusobem zapsat
daji. Pokusime se tedy dokdzat, ze kazdé ¢islo N 2 200 se
da napsat jako soucet A + B, kde A, B mayji ciferny sou-
Cet vétsi nez 9. V nésledujici tabulce je uvedeno, jak zvolit
posledni &islice y, z ¢isel A, B, je-li posledni &islice ¢isla N
rovna z:

z|001 2 3 4 5 6 7 8 9 |u
y|5 5 6 6 7 7 8 8 9 5 |v
2|5 6 6 7 7 8 8 9 9 4 |w
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V dalsi tabulce je uvedeno, jak zvolit pfedposledni ¢islice
v, w Cisel A, B, je-li pfedposledni cislice ¢isla N rovna u

ar#9:

|01 2 3 45 6 7 8 9
v|(b 5 5 6 6 7T 7 8 8 9
w|4 5 6 6 7 7 8 8 9 9

Je-liz = 9, zvolime pfi daném u hodnoty v, w podle prvni
tabulky. Vidime, Ze jiZ soucet poslednich dvou &islic ¢isla A
i ¢isla B je aspon 10, kromé pfipadi, kdy N konéi nékterym
z dvojéisli 00, 09 nebo 99. Pak mizeme vzdy zvolit A = 145
a B tak, aby koncilo dvojcislim 55, resp. 64, resp. 54, kon¢i-li
N dvojcislim 00, resp. 09, resp. 99. V poslednim pfipadé je
vsak ¢&islo B aspon trojciferné, protoze A + B 2 200. Takze
v kazdém piipadé je ciferny soucet cisla A 1 ¢isla B vétsi
nez 9.

B-1-5

Je i¢elné pokusit se fesit Glohu nejprve tsudkem. Pri
pevné zvoleném z3 je z, + , aspon 2z3 + n, nebot z; >

2 z3+n a xy 2 z3. Plitom z; + z2 = 2z3 + n pravé
tehdy, kdyz =y = z3 + n, 22 = z3. Vzhledem k tomu, ze
soucet &isel z1, 9, ..., T, je pevny, rovna se n?, je r1 + o

nejmensi, kdyZ je souéet z3+ x4 + ...+ z, nejvétsi. Avsak
z3+ ...+ z, £ (n — 2)z3, rovnost plati pravé tehdy, kdyz
Tp = Tpo1 = ... = T4 = r3. Mizeme tedy Fici, ze =, +
+ x4 nabyva nejmensi hodnoty 2z3 + n, kdyz z; = z3 + n,
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Ty =3 =...= . Pak ale musi platit z3 + n+ 23+ (n —
—Dzz=n?tedyza=n—1,223+n=3n—2.

Jiny postup: Sectenim nerovnosti z; 2 z3+ n, zo
dostaneme z; + 23 2 223 + n. UZitim nerovnosti z;
prot =3, 4, ..., n dostaneme

nZ::cl+:c2+...+zn:_<_:cl+xz+(n—-2)x3,

takze je 21 + 22 2 n? — (n — 2)z3. Seétenim s nerovnosti

dostaneme

n
z1+ 23 2 223+ n vynasobenou faktorem

pozadovanou nerovnost.

B-1-6

Necht trojihelnik XYZ m4 pozadované vlastnosti. Pak
je (obr. 12)

Obr. 12

9ZAX|=|4AZX|=«a, |IZBY|=|IBZY|=p,
2a + 26 + 90° = 180°,

takie o + B = 45°, [JAZB| = a + B+ 90° = 135°. Proto
lezi bod Z nutné na jednom ze dvou kruhovych oblouki,
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Jez jsou tvofeny vSemi body, z nichz je vidét Gsecka AB
pod thlem 135°. Jsou to mensi kruhové oblouky ohrani-
cené body A, B (bez bodd A, B) na kruZznicich se stfedy
Sy, Sa, pticemz | AS1B| = |9 AS2B| = 90°. Je-li obrace-
né Z bod nékterého z téchto obloukd, je |YAZB| = 135°,
osy useCek AZ, BZ prochézeji bodem S; nebo S; a pro-
tinaji Gise¢ku AB v bodech X, Y. Oznaéme [{XZY| = v,
[9ZAX| = |9AZX]| = a,|dZBY| = |4BZY| = 8. Je tedy
a+v+0 =135° a2a+28+v = 180°, odkud y = 90°. Hle-
danou mnozinou je mnozina vSech bodl uvazovanych dvou
obloukd.

B-S-1

Staéi polozit z = n, y = 2n. Je pak D(z,y) = n, zy +
+z=n2n+1), zy+y =n(2n+2). Cisla 2n + 1, 2n + 2
jsou nesoudélna, jejich spolecny délitel by musel délit i jejich
rozdil, tj. Cislo 1. Je tedy téz D(zy + z,zy +y) = n.

B-S-2

Oznacme obsahy trojuhelnikit ADF, BDF, AFC, BFE
po fadé a, b, z, y (obr.13). Jeb=a,a+2 =75, b+y =
=35,y:4=(2a+y): (z+4). Upravou posledni rovnice
mame zy = 8a, po dosazeni za z, y dostaneme rovnici a? —
—19a + 14& = 0. Kofen a = 17,5 nevyhovuje, pro a = 1,5 je
z = 6, y = 2. Tyto hodnoty vyhovuji, hledané obsahy jsou
6, 1,5 a 3,5.
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E
a b
A D B
Obr. 13
B-S-3

Je k(k? — 3kn + 3n?) = 61. Cislo 61 je prvoéislo, takze se
k mize rovnat pouze nékterému z &isel 1, —1, 61, —61, pro
n pak dostaneme vidy kvadratickou rovnici. Ta ma pouze
v pfipadé k = 1 nezdporny diskriminant a kofeny 5, —4.
Uloha ma4 proto pravé dvé feseni: (5,1) a (—4,1).

B-1l-1

Jezy+z=z(y+1),zy+y=y(z+1). Cisla z, y maji
byt nesoudélnd, nejvétsim spolenym délitelem &isel z + 1,
y + 1 musi byt ¢islo n. Polozime-liz+1 =n, y+1 = 2n,
Jje tato podminka splnéna a ¢isla z = n — 1, y = 2n —
— 1 jsou nesoudélnd (jejich spoleény délitel by musel délit
1 ¢islo y — 2z = 1). Pouze v pfipadé n = 1. nenf &slo n — 1
pfirozené, mizeme vSak pron =1 zvolit c = 1, y = 2.
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B-1l-2

Z mocnosti bodu C ke kruznici k plyne |AC|? = 2|CD|?,
takze |AC| : |CD| : |AD| = 2 : v/2 : 1. V libovolném bodé
A kruznice k (obr. 14) sestrojime teénu, na ni bod C’ tak,
aby |AC’| = 2. Body A, C’ doplnime na trojahelnik AC’' D’
tak, aby |AD'| = 1, |C'D’| = V2. Bod B’ zvolime tak,
aby byl bod D’ stfedem tusec¢ky C’B’. Kruznice k' opsana
trojahelniku AD’ B’ se pak v bodé A dotyka primky AC’.
To vyplyva z mocnosti bodu ke kruznici. Stejnolehlost se

Obr. 14

stfedem v bodé A zobrazujici k' na kruznici k zobrazuje
body C’, D', B’ na hledané body C, D, B. Az na shodnost
ma Gloha pravé jedno feSeni.

B-11-3

Postupujeme podobné jako v tiloze B-1-5, hledanou nej-
mensi hodnotu dostaneme v pfipadé z; = z¢+3, 2 = z3 =
=...==z0, kdy jex; =4, 2o = ... = 210 = 1. Hledana
nejmensi hodnota je 20.
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B-1l1-4

Trojthelniky ABS, AES, BES (obr.15) jsou rovnora-
menné, jejich vnitini Ghly pfi zdkladné oznacme 7, «a, S,
déle oznatme ¢ = |JCDE|, ¥ = |{DFE|, kde F je prise-
¢ik CD a SE. Z trojahelniku ABE plyne a + 3 — v = 90°.
Je v = 180° — ¢ — B, a tedy ¥ = 90° pravé tehdy, kdyz
je ¢ = 90° — f = a —v. Podminka ¢ = o — v je podle
véty o obvodovych thlech ekvivalentni s tim, ze ¢tyrahelnik
ABCD je tétivovy. Podobné bychom postupovali v pfipadé,
kdyby byl bod S bodem trojihelniku ABE.

Obr. 15
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