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Kategorie C

Texty uloh

C-1-1

Ctverec 100 x 100 je rozdélen na 10000 jednotkovych
ctvercti. Do nich jsou libovolnym zplisobem vepsana cisla
1 az 10000 (do raznych Etverci rizné Eisla). Dokazte, ze
pak existuji dva sousedni ¢tverce, v nichz jsou éisla lisici se
aspofi 0 51. Ctverce povazujeme za sousedni, maji-li spolec-
nou stranu.

C-1-2

Necht n je pfirozené éislo a a, = 888...8 je n-mistné
pfirozené Cislo zapsané v desitkové soustavé n osmickami.
Dokazte, ze pro poéty d(n), d(a,) délitela &isel n, a, plati
d(a,) 2 8d(n) — 8.

C-1-3

Na kruznici je napsano 108 prirozenych ¢isel, pric¢emz sou-
cet libovolnych dvaceti vedle sebe stojicich Cisel se rovna
1990. Déle vime, ze na 37. misté stoji ¢islo 158, na 66. misté

~ ¥/

Cislo 1 a na 83. misté é&islo 200. Jaké ¢islo stoji na 40. misté?
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C-1-4
Je dan rovnostranny trojihelnik ABC se stranou délky a.
Na strané AC je dan bod L tak, 7e |AL| < -‘21. Na stranich

AB, BC, CA sestrojime po fadé body M, N, P tak, aby
LM || BC, MN || AC, NP || AB. Vypocitejte obvod a ob-
sah Ctyfahelniku LM N P. Pfi které volbé bodu L je jeho
obsah nejvétsi?

C-1-5

V roviné jsou dany shodné kruznice ki(P,r), k2(@, )
a délka d, pri¢emz kruznice k;, k2 nemaji spoleény bod.
Najdéte vSechny dvojice bodid X, Y takové, ze |XY| = d,
bod X lezi na kruznici k;, bod Y lezi na kruznici ko a pfim-
ka XY prochazi stfedem tsecky PQ.

C-1-6
Je dano prirozené Cislo s lichym poctem éislic. Dokazte, Ze

jednu z jeho é&islic 1ze skrtnout tak, aby cislo, které vznikne,
mélo na sudych i na lichych mistech stejny pocet sedmicek.

C-§-1

Najdéte nejmensi piirozené &islo k, pro které maji souciny
384 -k, 2592 - k stejny pocet délitelu.
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C-§-2

Urcete Cislice a, b tak, aby (islo, jez je v desitkové soustavé
zapsano ve tvaru a 005, bylo druhou mocninou pfirozeného
Cisla.

C-§-3

Na dahlopficce obdélniku se stranami délek 4cm a 3cm
Je zvolen bod X. Pfi které poloze bodu X (obr. 1) je obsah
vysrafované ¢asti nejvétsi? Svou odpovéd zdivodnéte.

%

N

Obr. 1

cC-n-1

Najdéte vSechna pfirozena &isla n, pro kterd ma &islo n
v mnoziné prirozenych ¢isel pravé tfi délitele a ¢islo n + 32
pravé pét déliteld.
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C-11-2

Na thlopfi¢ce BD étverce ABCD je zvolen bod X. Pri
které poloze bodu X je obsah vysrafované ¢asti na obr.2
nejvétsi? Svou odpovéd zdivodnéte.

Obr. 2

cC-1n-3
Dokazte, ze ¢islo 111...1222...225, ve kterém se Cislice 1
vyskytuje k-krat a ¢islice 2 (k+1)-krat, je druhou mocninou
prirozeného cisla. Urcete toto Eislo.

C-1-4

Je déna étvercova sit se stranou délky 1, pfirozené ¢islo r
a v roviné sité kruznice k o poloméru r se stfedem ve vrcholu
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nékterého Ctverce sité. Dokaite, ze kruznice k neprochézi
stfedem zadného &tverce sité.

ReSeni uloh

C-1-1

V nékterém policku je napsdno éislo 1, v jiném ¢&islo
10000. Od prvniho k druhému policku se dostaneme na-
priklad tak, Ze ptijdeme nejdfive svisle (nahoru nebo doli),
aZ se dostaneme do stejného tfadku, v jakém je druhé pole
(obr.3). Pak pfejdeme vodorovné do tohoto druhého pole.

Obr. 3

Jsou-li obé uvazovana pole v témze radku, jdeme jen vo-
dorovné. Jsou-li obé policka v témze sloupci, jdeme pouze
svisle. V kazdém pripadé obsahuje naSe cesta nejvyse 100
policek z téhoz sloupce a nejvyse dalsich 99 policek v fadé.
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Pfejdeme tedy nejvyse 198krat z jednoho policka do polié-
ka sousedniho. Kdyby byl rozdil ¢isel v sousednich polickach
vzdy nejvyse 50, mohlo by se éislo v poslednim policku nasi
cesty rovnat nejvyse ¢islu 1+ 198 -50 = 9901. Protoze tam
vsak stoji ¢islo 10000, musi se na nasi cesté objevit aspon
Jjednou prirtstek vétsi nez 50.

C-1-2

Je zfejmé a, = 8 - 111...11, kde je b, = 111...11
n-mistné Cislo zapsané n jednickami. Je to ¢islo liché, takze
neni délitelné dvéma, tim méné ctyfmi nebo osmi. Proto
ma éislo a,, pravé ctyfikrat vice délitelt nez &islo by,. Je-li
totiz Cislo p délitelem cisla b,, jsou déliteli ¢isla a,, cisla p,
2p, 4p a 8p. A také plati, ze kazdy délitel ¢isla a,, se rovna
nékterému z Cisel p, 2p, 4p, 8p, kde p je délitel &isla b,,. Staci
tedy zabyvat se poltem délitelt éisla b,. Jestlize pFirozené
cislo k déli ¢islo n, je

bp=111...11=11...111...1...11...1=
S————— S S~ o s’
n k k k
=11...1- (14 10F 4 ... 4+ 10" %) = by - 4,

kde je ¢y pfirozené &islo. Je-lik = 1,je by = 1, ¢ = b,. PHi
k=njec, =1 Jelil <k < n, kondi ¢islo ¢, dvojcislim
01 a nerovnéa se tedy zadnému z &isel b,. Vidime tudiz, ze
déliteli &isla b, jsou &isla 1, b, a téz Cisla by, cx pro ta Cisla
k, kterd déli ¢islo n. M4-li tedy cislo n kromé 1 a n jeSté
d(n) — 2 netrividlnich déliteld, ma ¢islo b, kromé 1 a b,
jesté aspon 2[d(n) — 2] dalsich déliteld, celkem tudiz aspon

50



2d(n) — 2 déliteld. Cislo a, pak mé aspoii 4[2d(n) — 2] =
= 8d(n) — 8 déliteld, coz jsme méli dokazat. Tvrzeni plati
ipron =1, kdy je b, = 1.

Poznamenejme, Ze Slo o ilohu naroénou, kterd vyzadovala
od fesiteld nejdfive rozbor nékolika konkrétnich pfipadd.

cC-1-3

Soucet kazdych 20 vedle sebe stojicich &isel je vidy 1990.
Také soucet kazdych 108 vedle sebe stojicich Cisel je stejny,
rovnd se prosté souctu p vSech ¢isel umisténych na kruznici.
Zvolme nyni osm vedle sebe stojicich ¢isel. Ostatnich 100
Cisel tvori pét skupin po dvaceti vedle sebe stojicich éislech,
proto se soucet zvolenych osmi &isel rovnd p — 5 - 1990,
je tedy také stejny pro kazdych osm C&isel stojicich vedle
sebe. To pak plati také pro 16 ¢isel. A kdyzZ je stejny soucet
kazdych dvaceti a rovnéz kazdych Sestnicti vidy vedle sebe
stojicich éisel, plati to i pro kazda ¢tyfi vedle sebe stojici
Cisla. Pak to vSak znamend, Ze se Cisla vidy po é&tyfech
opakuji, paté se rovné prvnimu, Sesté druhému atd. Soucet
kazdych ctyf vedle sebe stojicich éisel je 1990 : 5 = 398.
Na 37. misté stoji Cislo 158, na 38. misté sto)i stejné cislo
jako na 66. misté, nebot 66 = 38 + 7 - 4, tedy ¢&islo 1. Déle
je 39 = 83 — 11 - 4, takZe na 39. misté stoji &slo 200. Proto
na 40. misté stoji ¢islo 398 — 158:— 1 — 200 = 39.

C-1-4

Oznacme z = |AL|. Trojihelniky AML, MBN a PNC
jsou rovnostranné (obr.4) se stranami délek z, a — z, z.
Proto je |PL| = a— 2z a obvod lichobé&zniku MNPL je a—
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Obr. 4

—2z+z+a—z+2z = 2a—=z, jeho obsah je %(a—-:c+a—2z)v
kde v je jeho vyska. Ta se rovna téz vysce v trojuhelniku

AML, takze v = ;\/g Obsah lichobézniku je \/Tg:c@a -
. ) V3 a\? a?

—3z), vysledek upravime na tvar e [—3(1’ - §) + ?]

Vidime, Ze tento obsah je nejvétsi pro z = E, kdy se rovna

3
a*V3
12

C-1-5

Oznaéme S stfed Gsecky PQ a predpoklddejme, ze body
X, Y spliiuji podminky tlohy. Pak jsou mozZné pouze dva
ptipady, bud jsou body X, Y soumérné sdruzené podle bodu
S (obr.5), nebo tomu tak neni (obr. 6).
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Obr. 5

Obr. 6
Uvazujme nejdfive prvni piipad. Je pak |XS| = |Y S| =
d . d
=3 takze bod X lezi na priniku kruZnic k; a Ic(S, 5)

Je-li obracené X spole¢nym bodem téchto kruznic, lezi bod
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Y k nému soumérné sdruzeny podle bodu S na kruznici k-
a dvojice X, Y je feSenim ulohy. Pocet feSeni je v tom-
to pfipadé 2, 1 nebo 0 podle toho, maji-li kruznice kq, k
dva, jeden nebo zadny spoleény bod. Pfitom dva spoleéné
priseciky maji uvazované kruznice praveé tehdy, je-li |SP|—

d :
—r < g5 <|SPl+r 4. [PQ|-2r < d < |PQ|+2r.

Jeden spolecny bod maji kruznice k, k; pravé tehdy, je-li
d = |PQ| - 2r nebo d = |PQ| + 2r. V ostatnich pfipadech
nemaji tyto kruznice zadny spoleény bod.

Piejdéme k druhé moznosti. Body P, @ vedme kolmice
k pfimce XY, jejich paty oznaéme U, V. Ze stfedové sou-
mérnosti plyne |YV| = |UX]|, takze |XY| = |UV| = d,
ISU| = g.
Thaletové kruznici [/ nad primérem SP, nebot thel SUP je
pravy. Pfitom je bod U bodem vnitini oblasti kruznice k&,
protoze pfimka XY je se¢nou kruznice ki (md s kruznici
spolecny bod X a nemize byt tecnou, v tom pfipadé by
byly body X, Y soumérné sdruzené podle bodu S). Je-li

Bod U lezi tedy na kruznici k£ a soucasné na

. d
obréacené bod U prisecikem kruznic k a [, je 3 S|SPlaU

je bodem vnitini oblasti kruznice k; pravé tehdy, kdyz je

d2
|PU| < r, kde |PU| = {[|SP|? - T Ke kazdému takové-

mu bodu U sestrojime dvé dvojice bodu X, Y, které jsou
feSenim tlohy, bod X je jednim nebo druhym prisecikem
pfimky SU s kruznici ky. Je-li 0 < \/|PQ|? — d? < 2r, do-
staneme dva takové body U, a tedy Ctyfi feSeni alohy. Pro
d = |PQ| je U = P a tloha ma kromé nalezenych feSeni
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v prvni Casti jesté dvé feSeni, pro kterd neni bod S stfe-
dem tsecky XY . Celkovy pocet FeSeni v zavislosti na délce
d mizeme prehledné vycist z této tabulky:

d<|PQ|-2r ... O feSeni

d=|PQ|-2r ... 1 feSeni

|PQ|—2r <d<\/|PQ?—4r? ... 2 feSeni
VIPQ2—4r2 <d < |PQ| ... 6 feseni

d=|PQ| ... 4 feSeni

|PQ| < d < |PQ|+2r ... 2 feSeni

d=|PQ|+2r ... 1 feSeni

d>|PQ|+2r ... 0 feSeni
C-1-6

2 %7

Vezméme libovolné ¢islo s lichym poctem ¢Eislic a oznacme
p pocet jeho sedmicek na lichych mistech a ¢ pocet sedmi-
ek na sudych mistech v jeho zdpisu v desitkové soustavé.
Ubranim dvou sedmicek stojicich vedle sebe nebo obréce-
né jejich pfidanim se nezméni rozdil p — q. Totéz plati pfi
ubrani nebo pfidani dvou dislic stojicich vedle sebe, jestli-
Ze z4dné z nich neni sedmicka. Budeme-li takto stale podle
moznosti ubirat, dojdeme opét k &islu s lichym poctem cis-
lic, v némz se budou stfidat sedmicky s cislicemi riznymi
od sedmicky. Mize se ovSem stat, ze na jeho prvnim misté
bude stat éislice 0. V takto ziskaném C&isle pak staéi skrt-
nout prostfedni &islici (je to sedmicka, mélo-li pivodni ¢islo
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lichy pocet sedmicek, jinak je to éislice riizné od sedmicky),
abychom dostali ¢islo se stejnym poctem sedmicek na li-
chych a na sudych mistech. K nému pak vratime ty dvojice
Cisel, které jsme predtim ubrali. Tim dostaneme vzdy Cis-
lo pozadovanych vlastnosti. UkdZeme si popsany postup na
prikladé ¢isla 12 375 707 727. Vynechanim dvojic 12, 77, pak
02 a pak opét 77 dostaneme cislo 375, z néhoz vynechame
prostredni ¢islici 7. K vysledku 35 pfidame zpét ty dvojice,
které jsme predtim vynechali. Kone¢nym vysledkem je ¢islo
1235707 727.

Uvedeme jesté aspon strucné jiny postup, ktery by si vsak
vyzadal podrobnéjsi diskusi. Obsahuje-li dané ¢islo lichy po-
Cet sedmicek, je zfejmé, ze bude tfeba vynechat nékterou
sedmicku. Zacnéme prvni sedmickou zleva. Nejdiive ukaze-
me, Ze pokud po jejim vynechani je vice sedmicek na sudych
mistech, nebude tomu tak pfi vynechdni posledni sedmicky.
Pak jesté ukaZeme, ze pocet sedmicek na sudych mistech
po vynechani nékteré sedmicky se nezméni, nebo se zvétsi
o 1, nebo se zmensi o 1, jestlize misto ni vynechdme hned
sedmicku dalsi. Jinymi slovy, poéet sedmiéek na sudych mis-
tech po vyskrtnuti nékteré sedmicky se zméni nejvyse o jed-
nu, Skrtneme-li misto ni tu, ktera je k ni nejbliz. Z toho pak
plyne, Ze pro jednu sedmiéku zbude po jejim vynechani stej-
ny pocet sedmicek na sudych a na lichych mistech. Podobné
bychom postupovali pfi sudém poétu sedmiéek, kdy musime
vynechat nékterou ¢islici riznou od sedmicky.
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C-S-1
Je 384 = 27 .3, 2592 = 25 . 3%, Polozme k = 2% -3 - ¢,

kde c neni délitelné dvéma ani tfemi. Pak je 384 -k = 29+7.
- 3b+1 . ¢ poéet délitel tohoto &isla je (a + 8)(b + 2)d, kde
d je pocet déliteli cisla c¢. Pocet déliteld druhého souéinu
je (a+ 6)(b + 5)d. Jelikoz k ma byt nejmensi, jec=d =1
a pro a, b mé platit (a + 8)(b+2) = (a + 6)(b+ 5), tedy
2b = 3a + 14. Nejmensi k dostaneme pfia = 0, b = 7, je
tedy k = 37 = 2187.

C=-5~2

Konéi-li druhd mocnina pfirozeného ¢&isla pétkou, kon-
¢i 1 zdklad pétkou. Druhd mocnina &isla konéictho pétkou
konéi dvojéislim 25, je tedy nutné b = 2. Kromé toho je
(10n+5)% = 25+ 100n(n+1). Hleddme tedy pfirozené &islo
n tak, aby ¢islo n(n+1) bylo dvojmistné a ndsobkem deseti.
Jedina feseni jsou n = 4, 5 nebo 9, tedy a = 2, 3 nebo 9.
Resenim idlohy jsou pravé tyto dvojice (a,b): (2,2), (3,2)
a (9,2).

C-§-3

Oznaéme ¢ = |AY|, y = |DZ| (obr.7). Je y : z = 3 : 4,
obsah vySrafované ¢asti je z(3 — y) + y(4 — z). Po dosazeni
za y a Gpravé dostaneme vyraz 6 — g(:c —2)2. Proto je obsah
nejvétsi pri ¢ = 2, kdy je bod X stfedem uhlopricky.

Uloha navazovala na tlohu C-I1-4, aviak zcela jiny, velmi
jednoduchy postup zvolil zak Michal Kruzhak z 1. rocniku
gymnazia v Namestove. Podal toto jednoduché feSeni:
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Obr. 7

Je-li X stfedem uhlopficky, rovna se obsah vysrafova-
né &asti poloviné obsahu obdélniku. Neni-li bod X stfedem
thlopficky, rovnd se obsah vySrafované ¢asti nejdfive obsa-

hu vysrafované ¢4sti na obr. 8 a ten pak obsahu vySrafované
¢asti na obr. 9, ktery je mensi nez polovina obsahu obdélni-

Obr. 8 Obr.9
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C-1-1

Cislo 22-3%.5¢ ... m4 pravé (a+1)(b+1)(c+1). .. déliteld.
Ma-li &slo n pravé tii délitele, je nutné n = p? pro néjaké
prvoéislo p. Jelikoz éislo n + 32 ma mit pravé 5 délitelq,
musi byt n + 32 = ¢*, kde ¢ je rovnéi prvocislo. Pak je
32 = ¢* — p? = (¢* — p)(¢% + p). Rozlozime proto &islo 32 na
soufin dvou pfirozenych &isel. Rozklady 32 =1-32 a 32 =
= 4.8 nevedou k z4dnému vysledku. Polozime-li ¢> —p = 2,
¢*+p = 16, dostaneme ¢ = 3, p = 7. Jediné feSeni je n = 49.

C-1-2

Oznaéime-li z vzdalenost bodu X od pfimky AD, je ob-
sah vysrafované ésti 2z(a — ) + §(a— z)? = 2a? — 3(z -
— 1a)?. Obsah je tedy nejvétsi pro z = ia, kde a je stra-
na &tverce. Bod X je dan napfiklad podminkou |BX| =

= 2|DX]|.

c-n-3

Jelikoz 1225 = 352, 112225 = 3352, dochazime k do-
mnénce, Ze hledanym &islem je ¢islo 333. . .35, ve kterém se
pocet trojek rovnd éislu k. Domnénku dokdzeme uzitim zné-
mého vztahu z Glohy C-S-2 (10n +5)? = 100n(n + 1) + 25.
Staéi ukazat, ze souéin &isla 333...3 (k trojek) s Cislem o 1
vétsim se rovnd Cislu 111...1222...2, které obsahuje k jed-
nicek a stejny pocet dvojek. To vSak plyne ihned z rovnosti
333...34-3=1000...02.

Velmi pékné a zcela korektni FeSeni podal zak I. roéniku
gymnazia v Dolnim Kubiné FrantiSek Mala. Ukazal, Ze se
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dané ¢islo d4 napsat ve tvaru

k k
10 1 ega, 104411

9 5 -2-10+5,

coz po jednoduchych algebraickych Gpravach dava

10F+1 4 542
(=)
10k+1

3
¢islo 10¥+! 4 5 délitelné tiemi. To vsak plyne ihned z toho,
ze jeho ciferny soucet je 6, a tudiz délitelny tfemi. A cislo
Je délitelné tfemi, pravé kdyz je délitelny tfemi jeho ciferny
soucet.

Staci nyni ukazat, ze Je pfirozené Cislo, tedy ze je

C-1-4

Podle Pythagorovy véty se vzdalenost stfedu nékterého
ctverce sité od vrcholu libovolného &tverce sité rovna

\/ 1\2 12

+ ‘) + ( + _) )
(v 2 AT
kde p, ¢ jsou cela ¢isla. MizZeme si totiz predstavit, ze jsme
pocatek soustavy soufadnic zvolili v uvazovaném vrcholu
(obr. 10) ¢Etverce sité a osy soustavy soufadnic jsou pro-
dlouZenim stran tohoto ctverce. Uvazovany stfed pak ma
soufadnice [p+ %,q+ %], kde p, ¢ jsou cela ¢isla. Druha
mocnina zkoumané vzdalenosti, a tedy ani vzdalenost sama
neni celé &islo, nemize se tudiz rovnat pfirozenému cislu 7.
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