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Kategorie Z8

ULOHY I. KOLA

(Reseni tloh na str, 37 az 50)

Z8-1-1

Je ddn trojihelnik ABC. Body Ri, Rz, které déli stranu BC
na tfetiny, vedte rovnobézky se stranou AC. Jejich praseciky
se stranou AB oznalte postupné Si, S» a sestrojte usecky
Si1C a S;C. Timto zpusobem rozdélite trojihelnik ABC
na 6 &asti. Urcete jejich obsahy, jestliZe vite, Ze obsah troj-
thelniku ABC je 18 cm?2.

Z8-1-2

V kleci tvaru krychle ABCDEFGH s délkou strany 48 cm
jsou umistény dv€ dfevéné pricky BG a KE (K je stied
hrany HD). Z jedné z nich vzlétl kandrek a preletél nejkratsi
cestou na druhou, z ni se vrdtil zase nejkratsi cestou na prvni
a z ni opét na druhou atd.
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Popiste, jak sestrojite bod X3, do kterého se dostal ka-
ndrek z vychoziho bodu X po tfetim preletu.

Najdéte na tseéce BG takovy bod X, ze kterého musi
kandrek vzlétnout, aby se do n€ho po nékolika preletech zase
vratil.

Uicete vzddlenost bodu X od pfimky CG.

Z8-1-3

Je dédn ostrouhly trojihelnik ABC (4B > BC). Na strané
AB je vyznalen bod X, pro ktery plati AX ~ CX. Dokazte,
Ze stfed O kruZznice vepsané trojuhelniku XCB leZi na pfim-
ce p, kterd je rovnobéznd se stranou AC a prochdzi bodem X.

Z8-1-4

Pythagorejsky trojuhelnik je pravouhly trojuhelnik s celo-
¢iselnymi délkami stran. UkaZte, Ze kazdy pythagorejsky
trojihelnik md obsah délitelny &islem 3.

Z8-1-5

Na $achovnici na poli al (obr. 1) stoji hraci kostka. Piekld-
pénim pievedte kostku na pole h8. MuzZete ménit drdhy
putujici kostky tak, aby se na poli h8 vystfidaly vSechny jeji
stény (tj. vSechny pocty ok)? Udejte pro kazdou moZnost
pfislu$nou drihu kostky.
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Z8-1-6

Jsou ddny dva body A4, B. Sestrojte pravidelny osmidhelnik,
ktery md v bodech A, B stifedy nékterych dvou stran. Vy-
Setite vSechny mozZnosti.

Dvé poznamky k tloham I. kola:

Pozndmka 1. Pii feSeni Glohy Z8-1-2 je mozno pouzit nasledu-
jici vétu 1, kterd byla v soutéznim letdku téZ uvedena,

Véta 1. Necht je din pravy ihel, jehog jedno rameno je
rovnobdiné s rovinou podstavy krychle a druhé k ni neni kolmé.
Potom pri pohledu smérem kolmym k podstavé vidime tento
pravy tihel jako pravy uhel. JestliZe jsou obé ramena tohoto
whlu riznobéind s rovinou podstavy, pak to neplati.

Vétu 1 zde nebudeme dokazovat, ale ovéfime ji na dvou
prikladech:



a) Necht je ddna krychle ABCDEFGH (obr. 2a). Za jedno
rameno pravého uhlu zvolme polopfimku EH. Pak druhé
rameno musi leZet v roviné boc¢ni stény ABFE. Pii pohledu
shora splyne tento pravy thel s thlem BAD (nebo s tihlem
vedlej$im k dhlu BAD), ktery je pravy.

b) Necht je dén &tyfboky hranol ABCDEFGH (obr. 2b),
pro ktery plati

|AB| = |2, |BC| = |CG| = 1.

\T
Y AN

Obr. 2a

Potom jeho uhlopfi¢ny fez ABGH je (tverec, takZe jeho
uhlopricky AG a BH jsou navzajem kolmé. Pfi pohledu
shora splynou tyto uhlopficky s thlopfickami AC a BD,
které ziejmé& nejsou kolmé. Pfi tomto pohledu vidime pravy
thel ASB jako tupy uhel a pravy thel BSG jako ostry uhel.

Pozndmka 2. Pti feSeni tlohy Z8-1-4 je moZné — i kdyz ne
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nutné — pouzit nasledujici véty 2 a 3, které byly rovnéz v sou-
téznim letdku uvedeny,

Véta 2. Zvolime-lIi dvé pfirozend &sla k,1 (k > 1) a vypo-
Citdme Cisla

(R) a =2k, b=k —P c=k+D

pak a, b, c jsou délky stran pravouhlého trojuhelniku. Také
jejich prirozené ndsobky anm, bn, cn (pro libovolné prirozené
&slo n) jsou délky stran pravotihlého trojihelniku.

Véta 3. Jestlize md pravouhly trojihelnik celoliselné délky
stran, mitgeme je vypocitatr podle véry 2. (MiiZeme najit p¥iro-
zend Cisla k, | tak, %e &sla a, b, ¢ dand rovnicemi (R) nebo
jejich ndsobky an, bn, cn jsou délky stran daného trojuhelniku.)

Vétu 2 sami snadno dokdZete. Dikaz véty 3 uvedeme aZz
po feSeni tlohy Z8 - I - 4 na str. 44. Zde uvedeme dvé ukdzky
vypoctu Cisel &, 1.

a) Trojihelnik o strandch 8 cm, 15 cm, 17 cm je pravouhly,
nebot

82 + 152 =172,

Pokusime se najit ¢isla &, / tak, aby
8 =2kl, 15=Fk—12, 17 =F2+ %

Seltenim druhé a tfeti rovnice dostaneme 242 — 32. Odtud
vypolitdime 2 = 4, [ = 1.
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b) Také trojihelnik o strandch 5 cm, 12 cm a 13 cm je
pravouhly, nebot

52 + 122 = 132,
Snadno vsak zjistite, Ze soustava
5 =2k, 12=Fk2—12 13 =Fk2 + I
nemd celodiselné feSeni. Zato md celoliselné feSeni soustava
5=~k —12, 12 =2kl, 13 =Fk% + 2

Najdéte sami toto feSeni.



ULOHY II. KOLA

(Reseni tGloh na str, 51 az 57)

Z8-11-1

V Kkleci tvaru krychle ABCDEFGH o strané a = 30 cm
sedi 2 kandrci, modry uprostied stény ADHE, zeleny upro-
stied stény DCGH. V bod¢ K na hrané AB ve vzdilenosti
2 = 10 cm od B je krmitko. Ktery kandrek md k nému bliZe
a o kolik centimetrt1 ?

Z8-11-2
V obdélniku ABCD jsou E, F po fadé stfedy stran 4B, CD.
Obdélnik je rozdélen tseCkami AF, CE, BD na 6 4sti, z nichZ
dvé nejmens$i maji stejny obsah 24 cm?. Vypocltéte obsah
celého obdélniku.

Z8-11-3

Vypoctéte délky stran vSech pythagorejskych trojihelnikd,
jejichZ jedna odvésna je dlouhd 12 cm.
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Z8-11-4

Na stole jsou 3 hromady stejnych minci. Z prvni z nich
pfemistime na zbylé dvé tolik minci, aby se v kazdé z nich
pocet minci zdvojndsobil. Pak udélime totéZ s druhou a na-
konec s tieti hromadou. Zistanou 3 hromady se stejnym poc-
tem minci. Minci je dohromady vic nez 150, ale méné nez
190. Kolik bylo ptivodné na hromaddch minci?

34



ULOHY III. KOLA

(Reseni uloh na str. 58 aZ 64)

Z8-11-1

V kleci tvaru krychle 4BCDEFGH jsou dvé ty¢ky CF
a AH a krmitko ve stfedu K hrany AB délky 40 cm. Bily
kandrek letél z K nejkrat§i cestou na ty¢ku AH, odtud nej-
kratsi cestou na ty¢ku CF a zpét do bodu K. Zeleny kandrek
letél obrdcené z K nejkrats$i cestou na CF, pak nejkratsi
cestou na AH a zpét do K. Vypocltéte, ktery kandrek uletél
krat$i drahu a o kolik centimetril,

Z8 - il -2
Pravidelny Sestithelnik ABCDEF o strané¢ a = 6 cm byl
rozdélen usetkami AM a DN (kde M, N jsou stiedy stran
DE a AB) na 3 &isti. Porovnejte obsahy vSech tfi ¢dsti.

Z8-1il-3

Vypoctéte délky stran vSech pythagorejskych trojihelnik,
jejichZ prepona je o 8 cm kratsi neZ soucet jejich odvésen.
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Z8-111-4

Hraci kostka se pieklipi po obdélnikovém pédsu (obr. 3),
ktery je sloZen ze (tvercti shodnych se st®nami krychle.
Ve vychozim misté 4 je na horni st&né kostky $estka. Kde bude
Sestka, kdyZ kostka ob&hne stokrit obdélnikovy pds a zlstane
v mist€ 4 (nahote, vpravo, vlevo, vpiedu, vzadu nebo dole)?

Obr. 3
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RESENI ULOH I. KOLA

ReSeni tlohy Z8 - I - 1 (str. 27)

Obsahy ¢asti trojuhelniku ABC oznatime podle obrdzku 4.
Obsah celého trojuhelniku oznadime S; S = 18 cm?2.

ProtoZze body Ri, Re déli stranu BC na tfetiny a pricky
S1R1, S2Rs jsou rovnob&zné se stranou AC, déli body Si, Sq
stranu AB také na tfetiny.*)

Usegky CS1 a CS» déli tedy trojuhelnik ABC na tii trojuhel-
niky stejného obsahu, proto

*) Mizete to odvedit ze stejnolehlosti se sttedem ve vrcholu B, ale
i bez stejnolehlosti, jen z vlastnosti stfedni pfi¢ky trojuhelniku
a lichobézniku.
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1
§S] = S2 + §3 = 4 + S5+36:;s:60m2.

Use&ka SoR» rozdéli trojihelnik BCS2 na dvé &sti o obsazich
sy a s5 + s¢. ProtoZze Rg je ve tietiné strany BC, je obsah
trojuhelniku BR2Ss roven tietiné obsahu trojuhelniku BS:C:

sq = ;(54+55+s6):—3—. 6 cm2 = 2 cm?

s5 + s¢ = 4 cm?
Use¢ka PR; je stfedni pfi¢ka trojuhelniku S»R>C a zdroveii
PS§; je t€Znice trojuhelniku S1S2C. Proto je obsah s¢ roven
ctvrting obsahu trojihelniku SeR2C**) a obsahy sa, s3 se sobé

rovnaji.

1
— . 2 2
e 7 (55 + s6) 7 4 cm 1cm

s5 = 3 cm?

/N
N

Obr. 5

**) Nebot stfedni pii¢ky déli kazdy trojuhelnik na 4 navzijem shodné
trojuhelniky. Ovéfte sami podle obrazku 5.
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1

(s2 + s3) :E-6cm2=3cm2.

S3 = §3 =

1
2

Celkovy vysledek zndzorfiuje obrdzek 6.

A
S
Sz
2 3

Reseni tlohy Z8 - I - 2 (str, 27)

Krychle i s pii¢kami je znizorn&na na obrdzku 7. Kanirek
musi létat vidy tak, aby drdha letu byla kolmd k piicce,

H G
/| F /4
E E——r _X K'
X K
fo
vl/ D)‘——__" C
/I//
A B
Obr. 7
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ke které leti. Situace pfi pohledu kolmém na bolni sténu
BCGF je podle véty 1, str. 29 zndzornéna na obrdzku 8.
Draha kandra se pfitom zobrazuje (obr, 8) jako lomend &dra
XX1XoX3 ..., pficemZ

E=F H=G
IX _xz

x1x3 K

A:B D '-'-C
Obr. 8

XX1 | BG, X1Xe | EK, X:X3 | BG,

Ma-li se kandrek vrdtit do téhoZz mista, musi vyletét z bodu X,
ktery se na obrdzku 9a zobrazuje do prisetiku BG a EK.
Léta pfitom mezi pfi¢kami po pfimce kolmé k ob&éma prickim
(obr. 9b). MuiZe startovat jak z pfimky BG, tak z pfimky EK.
Celd draha, po které se kandrek pohybuje, se zobrazi na obr. 9a
do jediného bodu X.

Vzdélenost bodu X od pfimky CG se zobrazina obrdzku 9a
ve skute¢né velikosti. VyuZijeme toho, Ze trojuhelniky AEX

1
a GKX jsou podobné. Protoze |GK| = Y |AE|, je pomé&r

1 1
podobnosti roven > Z toho plyne, ze |PX| = > 1QX]|.
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Q ap : X' /1'—‘—F:E 2( K’
XNk // :K
i
A=B - D=C A"/ 3
Obr. 9a Obr. 9b

Hledand vzdélenost

1 1
v:]PX]=?]QP]:-,;.48cm:16cm.

Dopliiujici otdzky k feSeni ulohy Z8 - I - 2. Jaké jsou vzdd-
lenosti bodu X (obr. 9b) od vrcholt B, G? Jaké jsou vzddle-
nosti bodu X’ (obr. 9b) od bodu E, K? Jaké jsou vzddlenosti
bodit X a X’ od vSech vrcholti krychle?

Regeni tilohy Z8 - I - 3 (str. 28)

Situace je zndzornéna na obrdzku 10. Existenci bodu X
na strané 4B, pro ktery plati AX ~ CX, zaruCuje podminka

AB > BC.
Trojuhelnik ACX je rovnoramenny, a proto

XL XCA = 4 XAC =«
<L BXC = 2u (vnégjsi thel A\ ACX).
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Obr. 10

Osa uhlu BXC, na které leZi stfed kruZnice vepsané trojihel-
niku BXC, puli thel BXC (obr. 10). ProtoZe

1
> L BXC =a, < XCA =a, (stfidavé uhly)

jsou pfimky AC a p rovnobézné.

Reseni tlohy Z8 - I - 4 (str. 28)

1. #eSeni. Necht je ddn libovolny pythagorejsky trojihelnik.
Podle véty 3 (str. 31) mliZeme najit pfirozend Cisla &, [ tak,
Ze Cisla

a=2kl, b=k —12 c=k+1]2

nebo jejich ndsobky an, bn, cn jsou strany daného trojihelniku.
Pritom a, b (nebo jejich ndsobky) jsou délky jeho odvésen.
Proto obsah tohoto pythagorejského trojihelniku je ndsobkem
Cisla

1
s _ b= Rl(k2 — 12) = Rl(k + 1) (R — D).
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Stadi tedy ukdzat, Ze &islo S je ndsobkem Cisla 3. Je-li nékteré
z &isel k, I ndsobkem tfi, je 1 S ndsobkem tfi. V opatném
piipad€ mohou nastat dvé moZnosti:

a) Cisla k, I davaji pti déleni tfemi tyZ zbytek. Potom
je rozdil 2 — I,a tedy i S, ndsobkem tfi.

b) Cisla k, I ddvaji pfi déleni tfemi rtzné zbytky (jeden
je 1 a druhy 2). Potom je ndsobkem 3 soucet &isel & + [,
atedyiS.

2. feSeni (bez pouziti vét 2 a 3 na str. 31). Jestlize a, b
jsou odvésny pythagorejského trojihelniku a ¢ je prepona,
potom plati

1
Obsah trojuhelniku je S = > ab. Aby toto &islo bylo ndsob-

kem tfi, musi byt soudin ab ndsobkem Sesti. Musime dokdzat,
Ze aspoinl jedno z &isel a, b je ndsobkem 2 a aspoil jedno ni-
sobkem 3.

Nejdfive dokdZzeme pomocnou vétu 1: V kaZdém pythago-
rejském trojuhelniku je aspori jedna odvésna ndsobkem 2.

DokédZeme to sporem. Budeme pfedpoklddat, Ze obé ¢isla
a,bjsoulichd (a = 2m + 1,b = 2n + 1). Potom ¢ = a® + b2
musi byt Cislo sudé. Sudé &islo vSak muize byt druhou mocni-
nou prirozeného &isla, jen kdyZ je ndsobkem 4. Ziroven

=a+ b =02m+ 172 + 2n + 1)2 =
=4(m> + n®> + m + n) + 2.
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To vSak znamend, Ze Cislo ¢® neni ndsobkem 4. Pfedpoklad,
Ze obé (isla a, b jsou lichd, vede tedy ke sporu. Proto musi
byt aspoii jedno z nich sudé.

Podobné dokdzeme pomocnou vétu 2: V kaZdém pytha-
gorejském trojihelniku je asposi jedna odvésna ndsobkem 3.

DokdZeme to opét sporem. Budeme predpoklddat, Ze ani
jedno z Cisel a, b neni ndsobkem 3. Potom muZeme psét

a=73m-+ 1, b=73n-+1.
Potom
2 =0Bm+ 12+ Bn + 1)2 =308m2 4+ 2m + 31> 4 2n) + 2.

Tedy c&islo ¢ neni ndsobkem 3, nebot ddva pfi déleni tfemi
zbytek 2. Proto ani ¢ neni ndsobek 3, takZe

c=3k+1 a =303k +£2k)+ 1L

To v8ak znamend, Ze ¢2 ddvd pii déleni tfemi zbytek 1, a nikoli 2.
Protoze jsme dosli ke sporu, byl nd§ pfedpoklad, Ze ani jedno
z Cisel a, b neni ndsobkem 3, chybny. Tim je dokdzdna pomoc-
nd véta 2.

Z obou pomocnych vét 1 a 2 plyne naSe tvrzeni o obsahu
pythagorejského trojuhelniku.

Dodatek. DokiZeme vétu 3 uvedenou bez diikazu na str. 31.
Necht je ddn pythagorejsky trojuhelnik, jehoz délky stran
a, b, ¢ jsou nesoud&lnd &isla a pro néz plati ¢z = a> + b2
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Podle pomocné véty 1 je aspoii jedno z Cisel @, b sudé, necht
je to a. Potom musi byt & liché &islo, jinak by bylo i ¢ sudé
a disla a, b, ¢ by byla soudélnd. Podobné zjistime, Ze jeic
liché &islo,

Nyni plati

@=c b=+ b —b)

Cisla ¢ + b ac — b jsou soulet a rozdil lichych &isel, a proto
jsou sudd. MlZeme psit

¢+ b =2u, ¢ —b =20,

kde u, v jsou vhodn4 pfirozend Cisla. Odtud dostaneme
(1) c=u+ v, b=u—wo.
UkdZeme, Ze Cisla #, v jsou nesoudélnd, tzn. nemaji Zddného
spoletného prvociselného délitele p. V opainém piipadé
by jejich spole¢ny prvoliselny délitel délil i jejich soudet
a rozdil, tedy Cisla b a c. ProtoZe
(2) a® = (¢ + b) (¢ — b) = 4uwv,
délilo by prvocislo p i a® a samoziejme i a, coZ je spor s tim,
Ze a, b, ¢ jsou nesoudélnd ¢&isla.

ProtoZe a je sudé, muZeme psit a = 2x, z rovnosti (2)
dostaneme 4x2 = 4uv neboli

3) x2 = uw.
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ProtoZe u, v nemaji Zddného spoletného prvocisclného déli-
tele, plyne z rovnosti (3), Ze u, v musi byt také 2. mocniny
pfirozenych Cisel, tzn.

u — k2, v =2,
Z rovnosti (2) dostaneme a? = 4k2[2 neboli
a = 2kl
Z rovnosti (1) dostaneme
b=k —1I2 c =k + I2

Tim je véta 2 (str. 31) dokdzdna. Navic z dikazu plyne, Ze
strany pythagorejského trojihelniku jsou nesoud&lna cisla,
pravé kdyz k, I jsou nesoudélnd &isla, z nichZ jedno je liché
a druhé sudé &islo.

Reseni ulohy Z8 - I - 5 (str. 28)

1. FeSeni. Ukdzeme, Ze muzeme prekldpénim premistit
kostku na pole h8 tak, Ze nahofe muze byt kterdkoli jeji
sténa.

Prekldpime-li kostku po drdze zndzornéné na obriazku 11,
bude na poli h8 nahoie sténa s 1 okem. Pfitom po prvnich
osmi tazich bude kostka na poli €5 s 1 okem nahofe. Staci tedy
ovéfit poslednich 6 preklopeni. Tento pohyb prekldpéné
kostky zapiSeme pomoci pismen P = preklopeni vpravo,
N = pieklopeni nahoru:
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m
= NWH OO

a bcdefgh

Obr. 11

PPPPNNNNPNPNPN  (nahotfe »1«)

Podobné zapiSeme dal§i 4 pohyby kostek, pfitom prvnich
8 taht (tj. na pole e5) ponechdme beze zmény:

PPPPNNNNPNPNNN  (nahofe »2«)
PPPPNNNNNPPNNP  (nahofe »3«)
PPPPNNNNNPNNPP  (nahofe »4«)
PPPPNNNNPPPNNN  (nahofe »5¢)

Posledni zptisob premisténi zachycuje zdpis
PNPNPNPNNPNNPP (nahofe »6¢).

VSechna tato piemisténi jsou provedena pomoci 14 pteklo-
peni. Snadno si uvédomite, Ze men$im poltem pieklopeni
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kostku piemistit nelze. Snadno také zjistite, Ze existuji i jind
feSeni pomoci 14 nebo i vice pfeklopeni.

2. FeSeni. Dokdzeme obecnéj$i tvrzeni: Kostku mutZzeme
pfemistit na libovolné pole Sachovnice tak, aby nahoie byla
kterdkoli ze zvolenych stén.

Budeme pouzivat &tyf druh@t preklépéni: vpravo (P),
vlevo (L), nahoru (N), dola (D).

Provedeme-li pfeklopeni kostky z polohy zobrazené na
obrizku 12*) takto:

NPDL,

vriti se kostka na vychozi misto a nahofe budou 2 oka.

Opakujeme-li tento postup, dostaneme po 2. ob&hu nahoie
4 oka, po dal$im obé&hu opét 1 oko.

*) Predpokladame, Ze jde o spravnou kostku, na které je soucet pocta
ok na libovolnych dvou protéjsich sténdch roven 7.
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Provedeme-li pieklopeni
NNPDDL,

dostaneme nahote 6 ok. Tedy sténa s jednim okem se vyméni
s protilehlou. Spojenim obou moZnosti miiZeme ziskat na
horni sténé kterykoli pocet ok.

Ukdzali jsme tedy obecnéjsi tvrzeni, ovSem za cenu, Ze
pocet prekldpéni neni nejmensi (na rozdil od 1. feSeni).

Reseni tlohy Z8 - I - 6 (str, 29)

Stfedy stran pravidelného osmithelniku jsou také vrcholy
pravidelného osmithelniku: obrdzek 13. Oba osmiuhelniky
maji spoleény stied S. Stfedy stran hledaného (tj. vétsiho)
osmithelniku Vg jsou tedy vrcholy pomocného (mensiho)
osmithelniku Ms.

A
E \
45°
45°
A‘
B

S 45°
45°

Obr. 13 Obr. 14a—d
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Uhel ASB miiZe mit velikost o = 45°, 90°, 135° nebo 180°,
obr. 14a—d. Je-li o < 180°% jsou body 4, B, S vrcholy
rovnoramenného trojuhelniku, jehoZ uhly pfi zdkladné maji

1
velikost o = 5—(180° — 0), tj. v jednotlivych pfipadech
o = 67,5°, 45°, 22,5°.

Konstrukce pro o << 180°

1. 4, B

2. N\ ASB: <t SAB = ¢ SBA = o (usu); v kazdé poloro-

viné urlené pfimkou AB jeden trojihelnik

. k(S, S4)

4. Mpg; pravidelny osmithelnik vepsany kruZnici k2 s vrcho-
lem A4

5. Vg; pravidelny osmithelnik, jehoZ strany jsou te¢ny kruz-
nice k ve vrcholech Mg

W

Konstrukce pro ¢ = 180° se lisi jen v bodé 2, bod § je
stied useCky AB.

Uloha mi po 2 feSenich pro uhly ¢ = 45°, 90°, 135°
a jedno feSeni pro uhel ¢ = 180°. Celkem je tedy 7 pravidel-
nych osmiuhelniki, které vyhovuji tloze.

Dopliiujici Gloha. Vypoctéte délky stran a obsahy sestro-
jenych osmithelnikd v zdvislosti na vzddlenosti bodt A, B.
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RESENI ULOH II. KOLA

Reseni tilohy Z8 - IT - 1 (str, 33)

Vzdélenost kandrki od krmitka uréime pomoci vhodnych
pravouhlych trojuhelnikd, napf. podle obrizku 15.

Q

Obr. 15

1 —
Protoze AM je polovina tse¢ky AH,je |AM| = —2—]/2.30 =

=15. ]/—2_ Z pravothlého trojuhelniku AKM podle Pytha-
gorovy véty

|MK|2 = |AM|? + |AK[2 = (15.]/2)2 + 202 = 850
IMK| = |/850 cm == 29,2 cm
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Délku ZK vypolteme pomoci dvou pravothlych trojihelnikit
ZZ1Ky a ZK1K.%)

|ZKy|2 = |ZZ12 + |Z1Ky|? = 152 + 52 = 250
|ZK[? = |KK|? + |ZKy[2 = 30% + 250 = 1150

|ZK| = ]/1 150 cm == 33,9 cm

Rozdil
|ZK| — [MK|==33,9cm — 29,2 cm = 4,7 cm.

Modry kandrek md o 4,7 cm blize ke krmitku neZ zeleny
kandrek.

Reseni tilohy Z8 - IT - 2 (str. 33)

Situaci zndzorfiuje obrdzek 16. Protoze FC =~ AE, je
¢tyfahelnik AECF rovnobéznik. V trojihelniku DLC je
KF stiedni pfickou (nebot DF =~ FC a AF je rovnob&iné
s EC). Proto DK ~ KL. Podobné plati KL ~ LB.

Trojihelniky DLC a BLC maji ve vrcholu C spole¢nou
vysku. Protoze DL = 2.BL, je obsah trojihelniku DLC
dvakrdt vétsi nez obsah trojuhelniku BLC.

S2 + S3 =281

*) Jinou moznosti je vyuZit pravouhlé trojuhelniky Z,K,K a Z,ZK.
Vysledek tak muzZete zkontrolovat.
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S3
S;
Sy K
L g
S, A
S3
Obr. 16

Obsah S; je proto tfetina obsahu trojuhelniku BCD neboli
$estina obsahu S_ celého obdélniku ABCD.,

1
SD

1
Slz‘“‘SD, Sz+S3:‘§‘

6

Trojtihelnik DKF md strany i vy$ky rovné polovindm stran
a vysek trojtihelniku DLC. Proto je obsah trojihelniku DKF
rovny Ctvrting obsahu trojuhelniku DLC.

1 1
Sa=—4‘(Sz+ S3)ZESD

1

3 3 S
822‘21‘(524—83):128@:4 o

Z obsahti 81, Sz, S3 je nejmensi Sz = Ty S_. Podle zadéni

je S3 = 24 cm?. Tedy obsah S, daného obdélniku je 288 cm?
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Reseni tlohy Z8 - II - 3 (str. 33)

Ozna¢me délky odvésen daného pythagorejského trojuhel-
niku a, b = 12 cm a délku pfepony c. Pak je

122 = ¢2 — g2
144 = (c —a)(c + a).

RozloZime 144 na soudin dvou &initela:

e
| 144
|

|

| [
1 l 2 { 3 ‘ 4 ] 6 | 8 | 9 I 12 |
r
| | |
I |
| |

72 l 48 36 ‘ 24 ' 18 16 | 12

Protoze ¢ — a < ¢ + a, jsou v 1. fddku tabulky &isla ¢ — a,
ve 2. fddku &isla ¢ + a. Aby byla &isla a, ¢ celd, musi byt oba
¢initelé ¢ — a, ¢ + a sudd &isla. Dostaneme 4 soustavy rovnic:

c—a= 2 c—a= 4 c¢c—a= 6 c—a= 8
c+a="172 c+a=36 c¢+a=24 ¢+ a=18
a =35 a =16 a= 9 a= 5
¢ =37 c =20 c =15 c =13

Existuji tedy celkem ¢&tyfi pythagorejské trojuhelniky, které
maji jednu odvésnu dlouhou 12 cm. Jejich délky stran jsou:

35 cm, 12 cm, 37 cm 9 cm, 12 cm, 15 cm
16 cm, 12 cm, 20 cm 5cm, 12 cm, 13 cm
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ReSeni tlohy Z8 - II - 4 (str. 34)

1. #eSeni. Ulohy tohoto typu se nejlépe fe$i »od konces.
Napiseme po¢ty minci na hromddkdch po tietim, druhém
a prvnim pfemisténi a nakonec na zacdtku.

Po 3. pfemisténi x X X
Po 2. pfemisténi x/2 x/2 2x
Po 1. pfemisténi x/4 Tx/4 x
Na zaddtku 13x/8  7x/8 x/2

(Vypocet kontrolujeme pomoci soultu vSech tii &isel, tj.
celkového poltu minci na tfech hromddkdch, ktery musi
byt 3x.)

Polet x musi byt ndsobek osmi, jinak by 13x/8 a 7x/8
nebyla celd Cisla. Soudet

x+ x + x=3x

musi byt ndsobkem 3 a 8, tedy ndsobkem 24.

Mezi Cisly 150 a 190 je jediny ndsobek 24, je to &islo 168.
Odtud dostaneme x = 56. Polty minci na hromddkdch na
zaldtku uddvaji Cisla 91, 49, 28.

Zkousku si udélejte sami.

2. feSeni. Ulohu je mozZno fesit i »od zaldtku«. NapiSeme
si polty minci na hromddkéch:

Na zacdatku

x y b4
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Po 1. pfemisténi "

xX—y—z 2y 2z

Po 2. pfemisténi

2(x—y—2) |2y — | 42
—(x—y—2)—2z—|
’ =3y —x—2z

Po 3. premisténi

Ax—y—2) |20y —x—2) | 42 — ;
‘ | —2Ax—y—2)— |
‘ \~(3y—x—z)=
I | =—x—y+ 7z

Odtud porovndnim dostaneme (vypocet prekontrolujtc sami)

Tx = 13y, 4y = 7z,
takze
yiz=1T:4, x:y=13:17,

Odtud zjistime
x:y:2=13:7:4
neboli
x = 13k, y =Tk, g =4k (k je celé &islo).
Pocet vSech minci je

N=x+y + z =24k
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Podle podminek ulohy je

24k = 168, E=1.
Odtud

Zkousku provedte sami.
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RESENI ULOH III. KOLA

Reseni dlohy Z8 - III - 1 (str, 35)
Situaci zndzoriluje obrdzek 17. Drdha bilého kandrka je
vyznalena bilymi Sipkami, dréha zeleného kandrka &ernymi

Sipkami.

H G

H=G

D=C
Obr. 17 Obr. 18

Porovndnim obrdzka 17 a 18 zjistime, Ze bily kandrek let&l
po lomené Cite KAMK a zeleny po lomené ife KMLK,
kde M, L jsou po fadé stiedy usetek CF a AH.

Vypocteme délky (v centimetrech):

|KA| = 20, |LM]| = 4o0.
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Dile pocitdme pomoci Pythagorovy véty:

IKL| = J/20% + 202 + 202 = 20. |3 == 34 *)
|[KM| = |KL| =34
|AM| = J/40% + 20% + 20%==49

Délky lomenych car jsou

|[KAMK|==20 + 49 + 34 = 103
|IKMLK| == 34 + 40 + 34 = 108.

Dréha bilého kandrka je pfiblizné 103 cm, zeleného 108 cm.
Drdha bilého je asi 0 5 cm kratsi.

Reseni tilohy Z8 - III - 2 (str. 35)

1. Fefeni. Situace je zndzornéna na obrdzku 19. Obsahy
S1 a 83 se sobé rovnaji, protoze Ctyftuhelniky AMEF a DNBC
jsou shodné (proc¢?).

Obsah §2 rovnobéZniku ANDM vypolteme jako soulin
délky AN a vysky MN ke strané AN. Délka strany AN

1
se rovnd S e= 3 cm a vySka MN je dvojndsobek vysky

rovnostranného trojuhelniku o strané ¢ = 6 cm. Tedy
|MN| = a3
|[MN|=6.1,7cm = 10,2 cm.

*) Vsimnéte si také, Zze KL je stfedni pficka trojuhelniku ABH,
a proto je délka KL rovna délce poloviny télesové thlopti¢ky BH
(na obrazku 18 neni vyznacena).
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Obsah rovnobézniku ANDM jc
1 _

Sz — *2*a2 . 1,3
1
So — PX 62. 1,7 cm2 = 30,6 cm?.
Obsah celého Sestithelniku je
a? 1/—3 3 o 1T
S=8+ 8+ S3=6 4 2a 13
A= > - 36 . 1,7 cm2 = 91,8 cm?2.

Obsahy S; a S jsou

1 1
Si=S="5(5—S)=—a]3

Obr. 19
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1
Sy = S3—=— 2 36.1,7 cm? = 30,6 cm2.
Vsechny tfi Cdsti maji stejny obsah
| -
Sl = Sz = Sg == "2—‘(12]/3,

coz je priblizné 30,6 cm?. Je to tfetina obsahu daného Sesti-
thelniku.

2. feSeni. (Obr. 20) Obsah rovnobézniku ANDM se rovna
obsahu obdélniku ANME, ale ten se rovnd obsahu koso&tverce
ASEF. (Pro¢?) Obsah tohoto kosoltverce je roven treting
obsahu Sestitthelniku ABCDEF. (Pro¢?)

Podobné obsah ¢tyfihelniku AMEF je roven také obsahu
kosoétverce ASEF (obr. 20), nebot trojuhelniky AME a ASE

maji spole¢nou stranu AE a stejnou vySku k této strané.
Je tedy obsah Ctyfuhelniku AMEF také roven tfetiné obsahu
Sestitihelniku ABCDEF.

ReSeni tlohy Z8 - III - 3 (str. 35)
1. FeSeni. Necht a, b (a << b) jsou odvésny a ¢ prepona
pythagorejského trojihelniku. Do rovnosti
2 =a%+ b
dosadime podle piedpokladu ¢ = a + & — 8. Vypolteme

(a + b —8)2=a2+ b2
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Po umocnéni a dalsi jednoduché upravé dostaneme:
ab —8a —8b+ 32=0
(@ —8)(b—8) =232

ProtoZe a, b jsou prirozend Cisla (@ << b), dostaneme rozlo-
Zenim ¢isla 32 tfi moZnosti:

a—8=1, b—-8=32, atedy a=9, b=40, ¢c=41
a—8=2, b—8=16, atedy a =10, b =24, ¢ =26
a—8=4, b—8=28, atedy a=12, b =16, ¢ =20

Existuji pravé tfi pythagorejské trojihelniky, jejichZ pfepona

je o 8 cm krat$i neZ soulet jejich odvésen.

2. fefeni (podle zikyné Pavly Kozdkové z 2. ZS v Milevsku).
Strany kazdého pythagorejského trojuhelniku miizeme napsat
ve tvaru

(1) a = 2kin, b = (k> — P)n, ¢ = (k> + P)n,
kde %, [, n jsou vhodnd pfirozen Cisla (viz véty 2 a 3 na str. 31).
Podle predpokladu plati

a+b=c+ 8
neboli

2kin + (k2 — I*n = (k% + I*)n + 8.

Po upravé dostaneme

(k — Din = 4.

Pro & — I, 1 a n je 6 moznosti uvedenych v prvnich 3 sloup-
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cich tabulky 1. Z prvnich dvou sloupct vypolteme k a pak
za k, I, n dosadime do rovnosti (1). Tim vypoéteme a, b, c.

Tab. 1
| |
E—1 | 1 | = k| a s |
| I |
| | | |
4 1 | 1| s 10 | 24 | 26 |
i ? |
2 2 1 4 |16 | 12 20 J
» | 1 | -
1 4 |1 5 4 9 4
| | | |
| | | |
| 2 |1 2 3 12 | 16 | 20 |
Lo 2 2 3 | 24 | 10 | 26 \
|
r | 1 |
| 1 |1 l 4 2 |16 | 12 | 20

V tabulce dostaneme 6 vysledki, ale nékteré se li$i jen vymé-
nou a, b, nebo jsou dokonce stejné. Ruzné trojuhelniky jsou
jen tfi, jejich délky jsou:

10, 24, 26 16, 12, 20 40, 9, 41

ReSeni tilohy Z8 - II - 4 (str. 36)

Jak se méni poloha Sestky pfi prvnim obé&hu pdsu, ukazuje
obrdzek 21. Na pds se divame ve sméru §ipky, oznaceni je toto:
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H = nahorte L = vlevo Z = vzadu
D = dole P = vpravo C = v &ele (vptedu)

Po ukonceni 1. obéhu (po 16 pieklopenich) je Sestka vzadu.
Podobné zjistime, Ze po 2. ob&hu bude Sestka vlevo a po
3. ob&hu opét nahofe. Situace se tedy opakuje po kazdych
tfech obézich.
Po 99 obézich bude Sestka nahote. Po stém ob&hu — stejné
jako po prvnim — bude Sestka vzadu.

HI{P|D|L|H]|P H|P
¢ = ¢|P
D P DI|P
Z Z

G/PID|L|H|P 4P

T i

Obr. 21 Obr. 22

Pozndmka. Viimnéte si, Ze stfiddni poloh Sestka na vycho-
zim poli daného pdsu je stejné jako stiiddni Sestka na vycho-
zim poli A »zkriceného« pdsu (obr. 22). To muzZe usnadnit
feSeni.

64



