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24. MMO

Ctyfiadvacitou mezindrodni matematickou - olympiddu
uspofddala Francie; konala se ve dnech 1.aZ 12. ¢ervence 1983
v PafiZzi za Gcasti delegaci z 32 zemi: AlZirska, Austrilie,
Belgie, Brazilie, Bulharska, Ceskoslovenska, Finska, Francie,
Holandska, Itilie, Izraele, Jugosldvie, Kanady, Kolumbie,
Kuby, Kuvajtu, Lucemburska, Madarska, Maroka, NDR,
NSR, Polska, Rakouska, Rumunska, Recka, SSSR, Spanélska,
Svédska, Tuniska, USA, Velké Britnie a Vietnamu: Byl to
opét rekordni pocet zucastnénych zemi; poprvé se na MMO
objevilo Spanélsko a Maroko, naopak nepfijely delegace
z Mexika, Mongolska a Venezuely, které se v minulych letech
jiZz MMO t&astnily a také tentokrdt byly pozvdny. ProtoZe
polet Z4kd v druZstvu byl z d¥iv&jdich osmi sniZen na Sest,
soutézilo na 24. MMO 186 Zika (druZstva Lucemburska
a Spanélska byla netiplnd).

Vedouci jednotlivych delegaci, ktefi tvofi mezindrodni po-
rotu MMO, pfijeli do PafiZe jiz 1. Cervence a ve dnech 2. aZ
5. Cervence vybirali tlohy a pfipravovali soutéZni texty. Tato
etapa priace poroty obvykle probihad v pfisné izolaci od souté-
Zicich zdkd, mnohdy v dosti vzddleném misté. Francouzsti
organizatofi vSak pro prdci poroty vybrali Mezindrodni pe-
dagogické centrum v Seévres, coz je prakticky pfedmésti Pa-
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fize, snadno dosaZitelné méstskou hromadnou dopravou. Ne-
bylo to vSak na zdvadu regulérnimu chodu soutéZe, nedoslo
k Zéddnému tniku informaci.

~ Z ptipravenych 25 navrhi vybrala porota po diskusi téch-
to Sest tloh pro sout&z: '

1. Uréete viechny funkce f, které zobrazuji mnoZnu R+
viech kladnych redlnych Cisel do R+ a které vyhovuji podmin-
kdm:

(1) flx.f(») =5 .f(x) pro viechna kladnd redlnd &isla x, y;
@) f(x)>0 pro x-—> +00.

2. V roviné jsou ddny dvé& protinajici se kruZnice &; a k2 se
stiedy O, resp. Oz, o riznych polomérech; oznaéme A4 jeden
z jejich priseciki. Jedna z obou spoletnych teen kruZnic
k1, k2 se dotykd kruZnice k1 v bod€ P; a kruZnice k2 v bodé Ps,
druha se dotykd kruZnice 21 v bod& Qs a kruZnice kg v bodé Q.
Oznatme M, stfed tselky PiQq a M stied tselky PpQo.
Dokazte, Ze plati

|<X 0140 = |<L MiAM:).

3. Necht a, b, ¢ jsou celd kladnd &isla, po dvou nesoudélnd.
Dokazte, Ze
2abc — ab — bc — ca
je nejvétsi celé &islo, které se nedd vyjadfit ve tvaru
xbc + yca + zab,
kde x, y, z jsou celd nezdpornd &isla.
4. Necht E je mnozina vSech boda leZicich na obvodu

rovnostranného trojihelniku 4ABC. Rozhodnéte, zda pro kaz-
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dy rozklad mnoZiny E na dvé podmnozZiny existuje pravouhly
trojuhelnik, jehoZ vSechny tii vrcholy leZi v jedné z obou pod-
mnozin.

5. Rozhodnéte, zda lze najit 1983 vesmés ruznych pfiro-
zenych &isel, ne vétsich neZ 105, tak, aby Zddnd tfi z nich ne-
byla tfemi po sobé& jdoucimi ¢leny aritmetické posloupnosti.

6. Jsou-li a, b, ¢ délky stran libovolného trojihelniku, potom
plati

a?b(a — b) + b%(b — ¢) + c%a(c — a) = 0;

dokaZte. Kdy plati rovnost ?

Navrhy téchto Sesti uloh zaslaly: Velkd Britdnie, SSSR,
NSR, Belgie, Polsko a USA.

Pfi jedndnich o vybéru tloh byla probirdna také otdzka je-
jich obtiZnosti - porota se snazila, aby vybrand Sestice nebyla
prili§ lehkd. Proto také byly do ni zafazeny ulohy 5 a 6,
které byly povaZovany za velmi obtiZné. Naproti tomu ulohy 1
a 4 byly oznaceny za lehké. Pfesto rozhodla porota o tom, Ze
- podobné jako v poslednich dvou letech - vSechny dlohy maji
byt hodnoceny stejné, a to kazdd sedmi body.

Tato fize price poroty skontila pfekladem tloh do jazyku
soutéZicich, rozmnoZenim textl a jejich kontrolou - vie bylo
hotovo v pondéli 4. &ervence, takZe ndsledujici den mohl byt
vénovin exkurzi spojené s prohlidkou tfi zdmka na Loife:
Chambord, Chenonceaux a Amboise.

V pondéli 4. Cervence se do PafiZze sjeli soutéZici Zici
v doprovodu zdstupct vedoucich. Byli ubytovani v interndté
lycea Ludvika Velikého v pafiZzské Latinské Ctvrti. Lyceum
bylo pak sidlem i celého dal$iho prib&hu 24. MMO.

Vlastni souté&Z prob&hla ve dnech 6. a 7. &ervence. Slavnostni
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zahdjeni se konalo ve stfedu 6. éervence dopoledne ve velkém
amfitedtru pafiZské Sorbonny za pfitomnosti zdstupcd fran-
couzského ministerstva Skolstvi i univerzity; hned potom
ndsledoval prvni soutézni pialden (dlohy 1, 2 a 3). Soutéz
pokracovala ve Ctvrtek 7. Cervence dopoledne, kdy jiz do
lycea Ludvika Velikého presidlila také porota ze Seévres.
Béhem pitku a soboty byla Zikovskd feSeni uloh opravena
a zkoordinovéna, takZe v sobotu veler mohla porota schvalit
definitivni vysledky. '

Po deldi a dosti vzruSené debaté se vétSina poroty pfiklo-
nila k ndzoru, Ze md byt dodrZena tradice MMO a Ze se tedy
md udélit tolik cen, aby je ziskala pfiblizné polovina v$ech
soutéZicich. Vzhledem k tomu, Ze tlohy byly vcelku dost
obtizné a bodové zisky Zdka relativné nizké, znamenalo toto
rozhodnuti - velmi mirnou Kklasifikaci. K ziskdni tfeti .ceny
staCilo pouhych 15 bodt ze 42 moznych. Nékteré delegace
se k tomu rozhodnuti vyjadfovaly znatné kriticky, nebot se
tim podle jejich ndzoru snizila hodnota ziskanych cen, a proto
pozadovaly, aby alespoil prvnich cen nebylo piili§ mnoho,
aby se nepfihliZelo k tradi¢nimu déleni cen v poméru 1 : 2 ::3.
Nakonec bylo rozhodnuto udélit 9 prvnich cen Zdkim, ktefi
dosdhli alesponi 38 bodu, 27 druhych cen zakim s 26 az 34
body.a 57 tietich cen Zdktim s 15 aZ 25 body. Vedle toho byly
udéleny tfi zvlaStni ceny za origindlni a elegantni feSeni
jednotlivych tloh; ziskali je Zici z Velké Britdnie (za 3. Glohu),
z NDR (za 6. tlohu) a z NSR (za 6. tlohu). '
~V nedé&li 10. &ervence byl pro vSechny tcastniky MMO
uspofddan vylet do Versailles spojeny s prohlidkou zdmku
a parku. V pondéli 11. Cervence pak byla MMO zakon¢ena.
Odpoledne prob&hlo slavnostni rozdileni cen - opét ve velkém
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amfiteitru na Sorbonné - potom byli Gcastnici pfijati na pa-
fizské radnici a vSe zakontila zdvérelnd spoleind velete,
kterd méla tentokrat zcela neformadlni rdz. V dtery 12. Cerven-
ce jiz zahrani¢ni delegace opoustély Pariz.

Jako obvykle byl odborny program MMO doplnén 0 spo-
le¢enskou a kulturni &ist. Bohatstvi pafiZzskych kulturplch
pamitek poskytovalo dostatek pfileZitosti k prohlidkdm, jez
delegace absolvovaly vétSinou jednotlivé. Spoletn& byly pro
ziky organizovany projizdka lodi po Seiné, prohlidka muzea
v Louvru a koncert klasické hudby v kostele sv. Severina. Pro
vedouci delegaci a jejich zastupce pfipravili pofadatelé ndvsté-
vu baletniho predstaveni v pafizské Opefe.

"Ceskoslovensko vyslalo na 24. MMO delegaci v sloZeni
vedouci delegace — dr. Frantiek Zitek, CSc.

Matematicky ustav CSAV, Praha
zastupkyné vedouciho — dr. Jiulia Lukdtsovd
Ministerstvo $kolstvi SSR,

Bratislava
Zaci
Vliadimir Dan¢ik — Kosice, 4. ., G Smeralova ul.
Xaver Gubd§  — Bratislava, 4. r., G A. Markusa
Igor K¥ig — Praha, 4. 1., G W. Piecka
Mariin Neamtu — Bratislava, 4. r., G A. Markusa
Jifi Sgall — Praha, 4. r., G W. Piecka
Jiri Witzany — Praha, 3. r., G W. Piecka

Kromé toho byl na MMO piitomen téZ dr. Viclav Sila
z ministerstva $kolstvi CSR jako pozorovatel.

V souté&Zi si nasi Zici vedli se stfidavymi tspéchy; detailni
vysledky obsahuje pripojend tabulka:
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Jméno Body za ulohu &islo  Celkem Cena
1 2 3 45 6

Sgall 76 777 4 38 I
Kz 7777171 36 1I.
-Dané&k 77 4700 25 IIL
Witzany 3071700 17 111
- Gubas 32 4070 16 111,
Neamtu 120700 10 -

Soucet 2824293521 5 142 —

Jak je vidét, nejvétsi potize délala nasim Zdkim posledni,
Sestd uloha, s niZ si Zddny z nich nedokdzal poradit. Tato
tloha byla vSeobecn& povaZovdna za nejtéz§i. Urcité potize
méli také s tlohou pdtou. Nezdd se viak, Ze by nasim Zikim
chybély konkrétni védomosti v urditém sméru, ale spise vy-
rovnanost a spolehlivost vykonu.

Ve srovndni s ostatnimi zucastnénymi druZstvy dopadlo
teskoslovenské pomérné dobfe: v neoficidlnim poradi podle
soudtu bodu zaujalo osmé misto. Celkovy piehled o udélenych
cendch poddvd nésledujici tabulka:
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Pocet cen Soucet

Zemé I 1L I Zvl. | bodd
Alzirsko 0 0 0 0 6
Austrélie 0 1 2 0 81
Belgie 0 0 0 0 25
Brazilie 0 0 3 0 77
Bulharsko 0 1 4 0 137
Ceskoslovensko 1 1 3 0 142
Finsko 0 0 3 0 103
Francie 0 2 3 0 123
Holandsko 1 3 0 0 143
Itélie 0 0 0 0 2
Izrael 0 0 5 0 96
Jugosldvie 0 0 5 0 89
Kanada 0 0 4 0 102
Kolumbie 0 0 0 0 21
Kuba 0 0 1 0 36
Kuvajt 0 0 0o .0 4
Lucembursko 0 0 0 0 13*
Madarsko 0’ 4 2 0 170
Maroko 0 0 0 0 32
NDR 0 0 5 1 117
NSR 4 1 0 1 212
Polsko 0 0 3 0 101
Rakousko 0 0 0 0 38
Rumunsko 1 2 3 0 161
Recko 0 0 3 0 96
SSSR 1 3 2 0 169
Spanélsko 0 0 0 0 37%%
Svédsko 0 0 0 0 47
‘Tunisko 0 0 0 0 26
USA 1 3 2 0 171
Velk4 Brit4dnie 0 3 1 1 121
Vietnam 0 3 3 0 148

* Z Lucemburska pfijeli jen dva Z4ci
** Ze Spanélska pfijeli jen &tyti Zici
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Regeni dloh 24. MMO

1. Snadno se presv&d¢ime, Ze funkce f definovand v R+
vztahem

1
f@ =— 3)

vyhovuje podminkdm (1) i (2); ukdZeme, Ze jiné feSeni dloha
nemad.
Ozna¢me S mnoZinu té€ch x € R+, pro né&Z je

f(x) = x. 4
Dosadime-li y = x do (1), vidime, Ze pro kazdé x € R+ je
f(x . f(x)) = x. f(x), 3

tj. x.f(x) € S; mnoZina S je tedy neprazdni. Podle (1) pak
pro libovolné x € S plati

x =f(x) = f(f(x) =fQA.f(x)) = x. f(1),

takZe nutné

f) =1 (6)

tj. 1 € S. Dile plati toto tvrzeni:
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JestliZze x € S, potom také x¢e€ S pro kazdé celé &islo c.
Tvrzeni dokdZeme nejprve pro ¢ = 0, a to indukci. Pro
¢=0je x0 =1¢€ § podle (6), pro ¢ = 1 se platnost x1e€ S
pfedpoklddi. Necht x” € S pro nékteré n = 1, potom podle (1)

S = f. %) = f(x.f(xm) = w0.f(x) = 271,

Tvrzeni tedy plati pro vSechna ¢=0. Z x¢ € S viak také
plyne

1 =f(1) =flx*.x) = f(x=¢.f(x)) = x°.f(x79),

f(xe) = x~¢,

takZe také x—¢ € S.

Jestlize x > 1, pak x¢—> 00 pro c¢—> 00, jestlize x < 1,
pak x¢— 00 pro ¢ — co0; v obou pfipadech tedy v S exis-
tuje neomezen& rostouci (geometrickd) posloupnost d&isel
spliiujicich (4). To je vsak ve sporu s podminkou (2), proto
jedingm prvkem mnoZiny S je &islo 1. To vSak znamend, Ze
pro kazdé x € R+ plati x.f(x) = 1, neboli (3), coZ jsme méli
dokdzat.

2. PonévadZ kruZnice k1 a k2 maji rizné poloméry, pro-
tinaji se jejich spoletné teCny v jednom bodé; oznacme jej V.
KruZnice k2 je pak obrazem kruZnice k; ve stejnolehlosti se
stfedem V' a koeficientem danym pomérem obou poloméri.
Oznatme A’ bod kruZnice kg, ktery je obrazem bodu 4 € &
v této stejnolehlosti. DokédZeme, Ze body 4, A’, Oz, M3 lezi
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na jedné kruZnici, a to tak, ze budeme pocitat mocnost
bodu V k této kruZnici.

Jelikoz A € ke, A’ € ks, je mocnost bodu V ke kruZnici &2
rovna soulinu |[VA|.|VA'|; zdroveid je vSak také rovna
|VP:[2. Podle Eukleidovy véty vSak v pravouhlém trojdhel-
niku VO:2Ps plati |V P2 = |VOs|.|VMs|, mdme tak celkem

(VA[.|[VA'| = |VO:|.| VM|,

tzn. Ze skute¢né body 4, 4’, O3, M> lezi na jedné kruZnici.
Podle véty o obvodovych thlech tedy plati

|5 02AMy| = | 0od’ M.
Avsak trojihelnik O24'Ms je obrazem trojihelniku O14AM;
ve zmin&né stejnolehlosti, takZe (X O24'Me| = | O1AM|.
Plati tedy | 024AM;| = [<C 01AM)| a vzhledem k uspord-
ddni bodu Ql, 02, M1, Mz na pfimce 0,0 také

|2 0140;| = | X My AM:|,

coz jsme méli dokdzat.

3. Kazdé celé &islo N se dd vyjadfit ve tvaru
N = xbc + yac + zab, (1)

kde x, y, = jsou celd &isla, a to dokonce riznymi zpusoby.
Vyjddfime-li déle ¢isla x, y, 2 ve tvaru
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x=%a+ &, y=nb+ 1, 2=Cc+ lo 2
kde

0§§0<d,0_£_7]0<b,0§:0<€, (3)
dostaneme dosazenim do (1) pro Cislo N vyjddfeni
N =2~&bc +noac + Loab + (5§ +n + {)abc. 4)

Za podminek (3) jsou koeficienty &, 70, {o a (§ + 9 + {)
ve vyjadfeni (4) jednozna¢n& urleny &islem N. Kdyby totiZ
pro totéz &islo N existovalo jiné vyjddieni

N = &'bc + no'ac + {o'ab + 0 abc 4)

s Cisly &o', 7o', Lo’ rovnéZ splitujicimi podminky (3), dostali
bychom ode¢tenim (4") od (4) rovnost

0 = (&0 — o) bc + (o —no") ac + (o — L") ab +
+ (& + 75+ & —0)abe.

Z ni vyplyvi, Ze rozdil &y — &’ musi byt délitelny Cislem a,
to vSak je pfi platnosti (3) mozné jen kdyz &o = &o'. Obdobné
odvodime rovnosti 79 = 70" a {o = {o’, a potom oviem také
d=E&+n+¢.

Rizna vyjddreni &isla N ve tvaru (1) se mohou mezi sebou
tedy liSit pouze tak, aby &isla &9, 70, So Ve vyjddfeni (2) a sou-
Cet & + n + § zustaly zachovdny. Pfitom je zfejmé, Ze bude
x=0, resp. y=0, resp. 2= 0, pravé kdyz & =0, resp.
7 =0,resp. { = 0.
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Vezméme nyni celé &islo
No = 2abc — bc — ac — ab.
Vyjadfime-li je ve tvaru (4), dostaneme
No=(a—1)bc + (b —1)ac + (c — 1)ab — abc. (5)
Pfi kazdém jeho vyjadieni ve tvaru (1) je tedy & + 9 + { =
= —1, coZ znamend, Ze &isla &, n, { - a tedy ani &isla x, y,
2, v (1) - nemohou byt v§echna nezdporna.

Vezméme nyni libovolné celé ¢islo N > Ny. Rozdil
Ny — N je tedy zdporny; odetteme-li (4) od (5), dostaneme

0>No—N=(a—1—%&)bc+ (b —1—m0)ac +
+(—1—"C%o)ab— (1 + &+ n + {) abe.

Ponévadz v dusledku (3) jsou &islaa — 1 — &, b — 1 — 70,
¢ — 1 — {o vesmés nezdpornd, musi byt &islo1 + & + 9 + £
kladné. Jetedy & + n + £ > —1, 1j.

E+m+ 20

Ve vyjadfeni ¢isla N ve tvaru (1) Ize tedy volit x, y, 2 vSechna
nezaporna.

4. Dokazeme, Ze pfi libovolném rozkladu mnoZiny E na
dvé podmnoziny F, G

FUG=E Fn G=9,

148



existuji v alespoil jedné z obou podmnoZin tfi body, které
jsou vrcholy pravouhlého trojihelniku.

Na stranich 4B, resp. AC, resp. CA daného rovnostran-
ného trojihelniku ABC najdeme body Ai, Az, resp. Bi, Bs,
resp. C1, C; tak, aby

|AA1| =| A1d2| = |42B| =
= |BBy| = |B1Bs| = |BsC| =
1
= |CCy| = |C1C3| = |Ced| = 3 |4B|.

Ze tii bodi A;, Bi, Cy patfi alespoii dva do jedné (stejné)
z obou podmnoZin F, G. Bez \jmy na obecnosti miZeme
predpokladat, Ze je A1 € F, B € F.

Jestlize n&ktery z bodd Bz, Cs, C nidleZi rovnéZz do F,
pak F obsahuje tfi vrcholy pravouhlého trojihelniku 418 Bs,
resp. A1B1Cs, resp. A1B,C. Jestlize vSak vSechny tii tyto
body Bs, C2, C nileZi do G, pak G obsahuje tii vrcholy
pravouhlého- trojuhelniku BaCoC. Tim je tvrzeni dokdzano.

5. Ozna¢me M mnoZinu viech pfirozenych ¢&isel, kterd 1ze
vyjadfit ve tvaru souctu

ao + 3a1 + 32az + ... + 3Ya,

kde aj(j =0, 1, ..., 10) jsou celd &isla, 0 < q; =< 1. Mno-
Zzina M md 211 — 1 = 2047 prvkd, nejvét§im z nich je Cislo

1+34+9+ ...+ 310=288573 < 10°.
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Vezméme tfi prvky mnoZiny M:
10 10 10
A= z aj37, B = Z 6131, C= z 6137;

j=0 j=0 j=0

kdyby to byly tfi po sobé& jdouci ¢leny aritmetické posloup-
nosti, platilo by

4 + C=2B,
a tedy také
aj + ¢; = 2b;
proj=0,1,2, ..., 10. To je viak moZné pouze, kdyZ
aj=¢;=0b; (j=0,1, ..., 10),
tj. kdyZz 4 = B = C.
Lze tedy najit nejen 1983, ale i 2047 (ba jeSté vice) pfiro-
zenych &isel mensich neZ 105, z nichZ Ziddna tii nejsou tfemi
po sobé jdoucimi ¢leny aritmetické posloupnosti.

6. PoloZme

b+c—a a+c—b a+b—c
X = 2 ’y‘= 2 » R = 2 5

z trojuhelnikové nerovnosti vyplyvd, Ze &isla x, y, 2 jsou
kladnd, pfitom plati
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X+y=c¢cy+z=a,x+z=0 ¢))
Dosadime-li do dané nerovnosti
a?b(a — b) + b2%(b —c) + cfalc —a) =0 2
podle (1), pfejde (2) po dpraviach v nerovnost
y283 + 28 + 82 = xyz(x + ¥ + 2). 3)
Vezméme nyni vektory

u = (/= Jx VySy)

v = (), 2|z, x]x=5).
Jejich skaldrni soutin
uv=Jxyz(y + z + %)
je nanejvy$ roven soutinu jejich délek |ul.|v|. AvSak

U =z+x+y

: V|2 = xy3+ y28 + 28z
Plati tedy

]/—x;;(x +y+ )= x+y+ 2. )x8 + y2B + a2,
resp.

xyz(x + vy + 2) = 232 + x° + y2d,

ale to je prdvé nerovnost (3), kterou jsme méli dokdzat.
Rovnost plati pravé pro rovnostranny trojuhelnik.
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