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Korespondenéni semina¥ UV MO

Cilem koresponden¢niho semindfe je ddle zvySovat troveri
Spi¢kovych feSiteld, ktefi nejsou z Prahy ani z Bratislavy,
a nemaji tak moZnost pracovat v tamnich semindfich pro
pfipravu na mezindrodni MO. K ucasti pozvalo predsednictvo
UV MO na zikladé vysledkia v MO, ndvrhtt KV MO a indi-
vidudlniho zdjmu asi 50 Zdku, z nichZ se pfihldsilo a zicastnilo
29 Zikd - 3 ze Stfedoleského kraje, 2 z Jiholeského, 1 ze
Zipadoteského, 5 ze SeveroCeského, 4 z Vychodoceského,
4 z Jihomoravského, 5 ze Severomoravského, 2 ze Stfedo-
slovenského a 3 z Vychodoslovenského kraje. Pravidelné jim
byly rozesiliny série pomérné ndrolnych uloh, které méli
béhem 4 aZ 5 tydnu vyfeSit. Dosld feSeni byla opravena,
ohodnocena a spolu s rozmnoZenym komentdfem vrdcena
ulastnikim. Nejlepsimi v celkovém hodnoceni byli Igndc
Teresédk (Michalovcee), Martin Klazar (Louny), Milan Kratka
(Prievidza), Frantisek Vencl (Ceskd Tiebovd), Darina Neuma-
novd (Brno) a ¥ifi Votinsky (Pardubice). Uvddime znéni vSech
tloh zadanych v koresponden¢nim semindfi.
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1. Geometrie

1.1 V prostoru je ddna rovina g a body 4, B v opa¢nych polo-
prostorech uréenych rovinou g. Najdéte v roviné g viechny
body X, pro které je | | XA| — | XB| | maximadlni.

1.2 Bod X se pohybuje po pfimce p konstantni rychlosti da-
nou vektorem u, bod Y se pohybuje po pfimce ¢ konstant-
ni rychlosti danou vektorem v. Pfimky p a ¢ jsou mimo-
béZné a v jednom okamziku je bod X v bodé 4, Y v bodé
B. Najdéte polohu bodt X, Y, pfi které je vzdédlenost
| XY | minimdlni.

1.3 V roviné je ddn trojuhelnik ABC a bod P. Oznaime
K, L, M paty kolmic vedenych bodem P ke strandm
trojuhelniku ABC. Udejte nutnou a postalujici podminku
pro to, aby
a) body K, L, M, P lezely na kruznici,

b) body K, L, M leZely na pfimce.

1.4 V roviné je ddn trojihelnik ABC. KruZnice k4 prochazi
bodem A4 a dotykd se strany BC v bodé B, kruZnice kg
prochdzi bodem B a dotyka se strany CA v bodé C, kruz-
nice k¢ prochdzi bodem C a dotykd se strany AB v bodé
A. Dokazte, Ze se kruZnice k4, kg, k¢ protinaji v jednom
bodé Q. Co plati o thlech Q4B, QBC, QCA?

1.5 V prostoru jsou ddny pfimky p, ¢ a rovina g, ddle kladné
Cislo d. Popiste konstrukci dsecky délky d, kterd je rovno-
bé&Znd s rovinou g, jeden jeji krajni bod leZi na pfimce p,
druhy na pfimce g.
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2.2

2.3

24

128

2. Kombinatorika

Na rohovém poli Sachovnice # X n (n = 4) stoji figura,
kterou stfidavé pfemistuji dva hraci. Prvni z nich tdhne
vzdy dvakrdt za sebou jako koném (tj. dvé& pole v jednom
sméru a jedno pole v kolmém sméru), zatimco druhy
tahne jednou jako koném s prodlouzenym skokem (tfi pole
v jednom sméru a jedno pole ve sméru kolmém). Prvni
hraé se snazi dostat do protéjsiho rohu, druhy se mu v tom
snazi zabranit. MuzZe prvni hra¢ zvitézit pfi jakékoli hie
druhého hrace?

Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC. Prvni hrd¢ vybere

bod X na strané AB, druhy hrd¢ bod Y na strané BC

a nakonec prvni hrd¢ bod Z na strané AC.

a) Prvni hrd¢ chce ziskat trojihelnik X YZ co moZnd nej-
vétsiho, druhy co moZnd nejmensiho obsahu. Jaky
obsah si muZe prvni hrac zajistit?

b) Prvni hra¢ se snaZi ziskat trojihelnik X YZ nejmensiho
moZného obvodu, druhy co moZnd nejvétSiho. Jaky
nejmensi obvod si miize prvni hrd¢ zajistit?

Dva hraci hraji ndsledujici hru: Prvni si mysli dvé &isla

od 1 do 25, druhy je musi uhidnout. Rekne vZdy dvé &isla

od 1 do 25 a prvni mu odpovi, kolik &isel (tj. 0, 1 nebo 2)

uhodl. Za jaky nejmensi pocet otdzek miZe druhy hrac

vzdy uréit mySlend &isla? X

Na desce je nékolik hromddek kamend. Dva hraci se

stiidaji v tazich - pfi kaZdém tahu se rozdéli kazdd hro-

mddka majici alespoii dva kameny na dv& mensi hromddky

a to se dé&je tak dlouho, dokud na vSech hromddkédch neni

po jednom kamenu. Kdo ulinil posledni tah, vyhrél.



2.5

Ctery z hrddd si miZe zajistit vyhru, jestlize na zatdtku
bylo na kazdé hromddce méné nez N kament ? (Provedte
diskusi vzhledem k ¢&islu N.)

Na ¢&tvere¢kovaném papife je vyznacen obdélnik m X n
¢tvereCkt. Dva hrdci po radé vySkrtdvaji vSechny Etve-

. reCky nékteré rady nebo sloupce, ve kterém byl jesté

2.6

2.7

3.1

3.2

alespoi jeden nevySkrtnuty Ctverecek. Vyhrdvd ten, kdo
vyskrtne posledni ¢tveredky. Kdo si miiZe zajistit vyhru -
zalinajici hrd¢, anebo jeho partner?

V fadé& za sebou je N poli, na nejlevéjsim stoji bild figurka,
na nejpravéj$im Cernd. Dva hrddi se stfidaji v tazich, pii
nichZ vzdy premisti svou figurku o jedno pole doleva
nebo doprava (je-li obsazované pole volné), vynechat tah
neni moZno. Prohrdva hra¢, ktery nemize tdhnout. Kdo
si muZe zajistit vyhru - prvni, nebo druhy hrac?

Na tabuli je napsin mnohoclen x!0 + sx + ... +

+ %x + 1, Dva hrd¢i postupné zamé&nuji hvézdictky

u &lent x, x2%, ..., x? redlnymi Cisly (ne nutné v tomto
poradi). Jestlize vysledny mnohoclen nebude mit redlné
kofeny, vyhrdvd prvni hrd¢; bude-li mit alespon jeden
redlny kofen, vyhrdvd druhy hra¢. Ktery z hrda¢u si mtize
zajistit vitézstvi?

3. Geometricka zobrazeni

Jsou ddny dv& kruZnice k1, k2 a piimka ¢. Sestrojte pfim-
ku p rovnob&znou s ¢ tak, aby vytinala na ki a ks tétivy,
jejichz délky dédvaji soucet a.

Je ddna pfimka p a dva body 4, B ve stejné poloroving
urlené piimkou p. Najdéte na p takovy bod X, Ze
|AX| + |XB| =a.

129



3.3

3.4

3.5

4.1

4.2
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Jsou ddny &tyfi soustfedné kruZnice k, /, m, n. Sestrojte
pfimku p, kterd protind kruZnice po fad& v bodech 4, B,
C, D tak, ze |AB| = |CD|.

Spole¢nym bodem A kruZnic k, / vedeme libovolnou
piimku, kterd protind kruznice v dalsich bodech M; a Mo.
Potom sestrojime te¢ny ke kruZnicim &, / s body dotyku
M;i a M ajejich pruselik oznaéime N; déle vedeme stiedy
kruZnic 81, Sz pfimky S1f, Sof rovnob&Zné s teCnami
MiN, M:N. Dokazte, Ze pfimka FN prochdzi jednim
pevnym bodem bez ohledu na volbu pfimky MiM:
a tsecka YN mad konstantni délku.

Sestrojte &tyiuhelnik ABCD, ktery je tétivovy (lze mu
opsat kruZnici) a jehoZ strany zndte.

4. Rovnice

Necht f je redlnd funkce s defini¢nim oborem (—o0, o0)
takovd, Ze pro jakdkoli dvé& redlnd &isla x, y plati

fx + 3) =f(x) + f(9),
f(xy) =y f(x) + xf(y).

Necht & je redlny kofen né&kterého mnohoclenu s celo-
tiselnymi koeficienty. Potom plati f(&) = 0. DokaZte.
Dokazte, ze polynom

p(x) = xn — a1 — @ax"2— ||, — @z_1X — an,
n
kde ;= 0,7 =1, ...,ma 2 a; > 0, md pravé jeden
j=1

kladny kofen.



4.3 DokaZte, Ze polynom
A+ (=1 + DB+ G+ —201+iD)x+5+1i

nemd redlny kofen.
4.4 Pro které konstanty a, b, ¢, d plati identita

¥ —ax® +bx?—cx +d=
=@x—a)(x—b(x—c)(x—d)?

4.5 Rozlozte vyraz (1 + x + x% + ... + x")2 — x” na sou-

¢in dvou polynomi (7 je celé, n > 1).
4.6 Rovnice

W-52+x—-1=0
md kofeny x1, x2, x¥3. Vypoltéte hodnoty vyrazi
Q- —2h(A - a(l —2)( —x)(1 — =}

4.7 Reste rovnici

1 1 1
Bratl mebrl @mizel "

5. Teorie é&isel

5.1 DokaZte, Ze na kruZnici, jejiZ stted md aspoii jednu sou-
fadnici iraciondlni, leZi nejvySe dva body s raciondlnimi
soufadnicemi, tj. obé& soufadnice jsou raciondlni Cisla.
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5.2 Ukazte, Ze polynom

CoxP x3 Tx
flx) = - 3 + G

v celych &islech x nabyvé celo¢iselnych hodnot.
5.3 Dokazte, Ze
ar + b* =c", a>b,n>b,

nemd fedeni v celych kladnych &islech.

5.4 Kvadraticky polynom f(x) = ax2 + bx + c¢s celoéiselny’r-
“mi koeficienty nema celo¢iselné koreny, pokud f(3) a f(6)
jsou lichd &isla. DokaZte.

5.5 Dokazte, Ze pro nejvétsi spoleCny délitel a nejmensi spo-
le¢ny ndsobek plati rovnosti

(a, b, c) [ab, bc, cal = (ab, be, ca) [a, b, c] =
= (a, b, ¢) [a, b, c] [(a, b), (b, ¢), (c, a)] = abc.
(a, b) je nejveétsi spolecny délitel &isel a, b, [a, b] je nej=
mensi spole¢ny ndsobek Cisel a, b.
5.6 Necht jsou posloupnosti (a1, a2, ...), (b1, b2, ...),
(c1, c25 . ..) ddny rekurentnimi vztahy
ay = 2, apy1 = 2,
C by =3, bn+1 = by!,

cl = 3, Cnyl = 30,
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‘a) DokaZte, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla-n plati
an = by é Cne.
b) Najdéte co nejvétsi Cislo f a co nejmensi Cislo g tak,

aby pro posloupnosti (fi, fz, . . .), (g1, g2, . . .) definova-
né

fl :f> fn+1 sz":
g=g gn1=g"

platilo
T =bh=gn pro n=2.

‘(Pfiblizte se k nejlep$im hodnotdm f a g aspon tak,
aby uZ nebylo mozné f zvétsit a g zmensit o 0,05.)
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