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Kategorie C

ULOHY I. KOLA — DOMACI CAST

C-1-1

Je dén ostrouhly trojuhelnik ABC. KruZnice, kterd je mu
opsdna, mi stfed S a polomé&r r. Zvolme soustfednou kruZnici
o poloméru " < r, kterd vSak také protind vSechny strany
trojuhelniku ve dvou bodech. Ozname u, v, w velikosti
tétiv, které tato kruZnice vytind na stranich trojihelniku
ABC. Dokazte, Ze

W+ 2+ a?=a%+ 02 + 2 —12(r2 —r'2),

kde a, b, ¢ znadi velikosti stran trojihelniku ABC (|4B| = ¢,
|BC| = a, |AC| = b).

Reseni. ProtoZe trojihelnik 4BC je ostrouhly, lezi stfed
S uvnitf trojdhelniku. Ozname (obr. 12) A4y stfed strany BC
a A jeden z pruasediki kruZnice &’ se stranou BC. Z Pytha-
gorovy véty pro pravouhlé trojihelniky BAoS a A140S
plyne

a?
] ’
184p}2 =2 — i P2 — —
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'Obr. 12

w2 =a2 —4 (2 —r'2).
Obdobné pro ostatni dseky dostaneme
22 = b2 — 4 (r2 — r'2),
22 =c2 —4(r2 —17?)
a seCtenim
W@+t w=a+ b2+ 2 —12(r2 — 12,

coZ je rovnost, kterou jsme méli dokdzat.
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C-1-2

Jsou diny dvé kruznice k1 = (4; r1), ke = (B; rg), pfi-
¢emzZz ry < 2rs, A€ ks Na kruZnici k1 zvolme libovolny
bod T tak, aby tena v ném sestrojend ke kruZnici &, protala
k2 v riznych bodech K, L. DokaZte, Ze |AK|.|AL| = konst.

Reseni. Oznalme C druhy prisedik piimky AB s kruz-
nici kg, prisetiky telny s kruZnici ks ozname K, L tak,
aby v pfipadé, Ze oba leZi na témZe oblouku AC, bylo jejich
poiadi 4, K, L, C (obr. 13). Pak bude podle véty o obvodo-
vych uhlech

| ACK| = |& ALK].

Ky

Obr. 13

ProtoZe [X ATL| = |<X AKC| = 90°, jsou trojiihelniky ATL
a AKC podobné, takZze musi platit

|AT|: |AK| = |AL| : |AC]|.
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Dosadime-li |AT| = r1, |AC| = 2r9, dostaneme
|AL|.|AK| = 2rire = konst.
Jiné feSeni. Necht KL je tétiva kruZnice k& = (S; r),

pak pro libovolny bod X na kruZnici k, ktery je razny od
bodi K a L, plati

IKL|
sin |<C KXL| = AR

Pro obsah trojuhelniku AKL z tdlohy pak dostivime

P ! AK|.|AL]| si KAL : AK|.|AL | XL
- 2 I }'] XSIDI@: I - 2 l ['l l' 272
a zdroveil
1
P=— |KL|.n,

takZe opét

|AK|.|AL| = 2rir2 = konst.

C-1-3

Je dén rovnostranny trojihelnik KLM a uvniti jeho
strany KL bod O. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC,
jehoZz odvésna AC lezi na pfimce KM, bod O je stfedem
odvésny AB a stfed pfepony BC leZi na piimce LAM.
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ReSeni. Oznatme P stied strany BC hledaného pravo-
thlého trojuhelniku ABC (obr. 14); pak je OP stfedni
prickou trojihelniku ABC. Odtud plyne konstrukce. Nej-
dfive sestrojime odvésnu AB, kterd je kolmd k pfimce KM
a jejimz stfedem je bod O. Bodem O vedeme rovnob&zku
s piimkou KM a jeji prusecik s pfimkou LM bude bod P.
Primka BP pak protne pfimku KM v bodé C.

B

Obr. 14

C-1-4

Najdéte vSechna pfirozend Cisla, jejichZ tfeti mocnina
konéi skupinou cifer 56 789.

Reseni. Md-li tfeti mocnina &isla # kon&it skupinou cifer
56 789, musi byt predevsim

n=10a + 9,
pak

8 = (10a + 9) = 100x + 30.81a + 729 =
= 1002 + 10.3a + 29,
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takZe musi byt ¢ = 102" + 2, tj. » = 1006 + 29, pak

n® = 1038 + 300.292p + 293 = 1034’ + 100.3b + 389,
takZe musi byt & = 106" + 8, tj. n = 103¢ + 829, pak
nd = 104y + 3.103.8292 + 8293 = 10%' + 103.3¢ + 2789,
takZe musi byt ¢ = 10¢" + 8, tj. n = 10*d + 8 829, pak

n3 = 1056 + 3.10%d.8 8292 + 8 8293 —
= 10%%" + 104.3d + 6 789,

takZe musi byt d = 10d" + 5, tj. n = 10% + 58 829. Dost4-
vime tak celkovy vysledek. Uvedenou podminku spliiuji
vSechna pfirozend isla, kterd kondi péti¢islim 58 829.

C-I-5

605 kouli stejného priiméru je srovnino do dvou pyramid,
z nichZ jedna md ve spodni vrstvé koule uspofidané do
Ctverce, druhd do rovnostranného trojihelniku. Ob& pyra-
midy maji stejny pocet vrstev. Urlete, v kolika vrstvich
byly koule srovndny v kazdé z pyramid a kolik kouli bylo
v jednotlivych pyramidéch.

ReSeni. V iloze se pouZiji obrazcovi &isla trojiihelnikova
a &vercovd. Cisla (poéty koulf) uspotddéme do tabulky:
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&tvercova

pyramida 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
trojahelnikova

pyramida 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
soucet kouli

v 1 vrstvéch 2 9 24 50 90 147 224 324 450 605

Koule byly srovndny v 10 vrstvdch. V pyramidé s trojthel-
nikovou podstavou bylo 220 kouli a v pyramidé& se &tvercovou
podstavou 385 kouli. Pokud jiZ znime nebo dovedeme
odvodit vzorec pro polet kouli v #-té vrstvé trojuhelnikové
pyramidy (poéitdno od vrcholu)

nn+1
142+ ... +n= (2 )

a pro soudet kouli v n vrstvich &tvercové pyramidy
1
o =12422 + ... —l—n2=-g-n(n +1D@2n+ 1),

pak pro soulet kouli v » vrstvich trojihelnikové pyramidy
dostaneme
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n(n+ 1)
— =

4

t)L=1+3+..-+

:7(1+2‘3+...+n’3+1L cee +n) =

! (%n(n%— 1)(2n+ 1) + (n2 l))

2
! ! 12 1+3 ! 1 2
6 2”(”"7‘ Y2n+ 1+ )——6n(n+ )(n+2).

Pro soucet kouliv obou pyramid ma4 platit (# je polet vrstev)

1
Tn:Cn+ Ip = —En(n+1)2:605.

ProtoZe # je pfirozené a md byt
n(n+ 12 =1210 = 10.112,
dostdvame n = 10, z, = 220, ¢, = 385.

C-1-6

Pro kazdé dva trojuhelniky se stranami a, b, c a p, ¢, 7
plati

@+ 12+ @G —12+ (c+ 12 —2ap + bg + cr) >
>6—(p+12—(¢g—12—(r+ 12

Dokazte.
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ReSeni. Nejprve danou nerovnost upravime pomoci
ekvivalentnich Gprav

a2+ +c2+3+2a—>b+c)—2ap+ bg+cr)>
>6—(P+¢2+r)—-2(p—q+7r)—3

méme tedy dokdzat nerovnost

@+ 2+ +p2+ g2+ r2—2ap+ bg+cr)+
+2a—b+c)+20p—q+1r)>0.

Levou stranu posledni nerovnosti miZeme ale psdt jako

(@a—p2+B—gq2+@C—r2+2a—>b+c)+
+20pp—q+71)

coz je vzdy kladné vzhledem k trojihelnikovym nerovnostem

a—b+c>0,p—qg+r>0.

ULOHY I. KOLA — SKOLNI CAST

C-S-1

Na kruZnici 2 si dané body 4, B, C, D tak, Z¢ AB je
priemer kruZnice & a tetiva CD je kolmd na AB. Na tsecke
CD je dany bod L. Nech M je priesenik priamky AL s kruZz-
nicou k, M * A. DokdZte, Ze sidin |AL|.|AM]| je nezavisly
na polohe bodu L.
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ReSeni. Oznatme K prusetik pfimek 4B a CD. Bud
nyni L libovolny bod na pfimce CD, M prusecik ptimky AL
a kruZnice % (takovy vZdy existuje pravé jeden) (obr. 15).
Trojihelnik ABM je podle Thaletovy véty pravouhly.

7
L
Obr. 15
Trojihelniky ABM a AKL jsou podobné, protoZe jsou oba
pravothlé a maji spole¢ny thel | LAK| = |<x MAB|. Je
tedy
|AL| : |AK| = |AB| : |AM|,
tj.
|AL|.|AM| = |AB|.|AK],

a hodnota vpravo na poloze bodu L nezavisi.
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C-S-2
Dokazte, Ze pre redlne Cisla a, b, p, ¢ plati

a®p? + a%q® + b2 + b2¢® + a® + B2 + P + 2=
= (ap + bg)? + 2ap + 2bg.

Zistite, kedy plati rovnost.
ReSeni. Umocnénim dvojélenu vpravo a ekvivalentni
tpravou nerovnosti dostaneme

a’q® + b%p? + a% + b + g2 + p% — 2ap — 2bgq —
— 2apbg =0,

€o0Z lze upravit na nerovnost
(ag —bp + (a—pP + (®—q*=0,

kterd plati vZdy. Pfitom je zfejmé, Ze rovnost v posledni
nerovnosti, a tedy i v nerovnosti puvodni, nastane pravé
tehdy, kdyZ a = p, b = ¢ (pak je i ag = bp).

C-S-3a

Je ddn rovnostranny trojihelnik KLM. Uvnitf jeho stran
KL a ML jsou po fadé ddny body B a T, pfitom plati 3| TL| =
= |ML|. Sestrojte trojihelnik ABC, jehoz vrcholy 4, C
leZi po fadé na ptimkdch KM, KL a jehoZ tézistém je bod T.

Reseni. Z rozboru (obr. 16) je ziejmé, Ze znime stied By
strany AC a Ze vrcholy A a C jsou stfedové soumérné podle
stfedu B;. Odtud plyne konstrukce: Na polopfimce BT
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3
najdeme bod B; tak, aby [BB;| = -2—[BTE?. Sestrojime nyni

pfimku p stfedové soumérnou s pfimkou KL podle stiedu By,
jeji prisedik s pfimkou KM bude vrchol A, vrchol C dosta-
neme napi. z bodu 4 stfedovou soumérnosti podle stiedu Bi.
ABC je pak trojihelnik poZadovanych vlastnosti. Podminka
3|TL| = |ML| ndm navic zaruluje, ze bod A bude leZet
uvniti strany KM. : E

C-S-3b

Nijdite vSetky prirodzené &isla n také, Ze Cislo n2 —n
je deliteIné &islom 50.

ReSeni. Protoze &islo n2 —n =n(n — 1) je vizdy déli-
telné dvéma (ze dvou po sob€ jdoucich &isel je aspon jedno
sudé), stadi zjistit, kdy je délitelné 25 (Cisla 2 a 25 jsou navzd-
jem nesoudélnd). Ale 25 déli soudin n(n — 1), pravé kdyz
25 déli » nebo 25 déli » — 1, tedy hledand pfirozend isla »
jsou tvaru
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n =25k nebo n =25k + 1,

kde £ je libovolné prirozené &islo. Resenim jsou tedy viechna
piirozenad Cisla zakon¢end dvojéislim

00, 25, 50, 75 nebo 01, 26, 51, 76.

ULOHY II. KOLA

C-Ii-1

Urcete vSechna trojcifernd pfirozend Cisla #, pro kterd
se posledni trojlisli dekadického zdpisu &isla 72 nelis§i od
posledniho troj¢isli dekadického zipisu &isla (n + 32)2.

ReSeni. Ulohu je moZno fedit postupnym zji¥fovinim,
¢emu se musi rovnat posledni cifra &isla n, jeho pfedposledni
cifra atd. Oznalime-li napf. posledni cifru &isla » jako ¢,
musi byt &slo (c + 2)2 — 2 = 4¢ + 4 délitelné 10, takZe
5 d&li 2(c + 1) a muZe byt jen ¢ =4 nebo ¢ =9. Dile
rozliSujeme dva pfipady. Ozna¢ime-li dalsi cifru jako b, musi
pak napf. pro ¢ = 4 byt &islo (1056 + 36)2 — (1056 + 4)2 =
= 6400 + 1280 délitelné 100, tedy 5 déli & + 2, tak-
ze je bud b = 3, nebo b = 8. Jak je vidét, je tento postup
znatné zdlouhavy. Uvédomime si rovnou, Ze posledni troj-
¢isli dekadického zdpisu &isla a se nelisi od posledniho troj-
¢isli dekadického zdpisu &isla b, pravé kdyz 1000 déli a — b.
Pro &islo # z na$i dlohy musi tedy platit (100 < < 999),
Ze 1000 dé&li

(n + 32)2 — n%2 = 64n + 1024 = 64 (n + 16),
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coz je privé tehdy, kdyz 125 d&li n + 16. Cislo 7 je tedy
tvaru
n = 125k — 16.
Vzhledem k podmince 100 = # =< 999 miZe byt jen 1 =
=< k = 8, tak¥e tloze vyhovuji Cisla 109, 234, 359, 484,
609, 734, 859 a 984.
C-11-2
Je ddn rovnostranny trojuhelnik KLM a uvnitf jeho
1

strany KL takovy bod O, ze |KO| < TlKL(- Sestrojte

pravouhly trojihelnik ABC, jehoZ pfepona BC leZi na pfimce
KM, bod O je stiedem odvésny AC a pfimka 4B prochdzi
bodem L.

ReSeni. Protoze O mi byt stfedem strany AC a vrchol C
lezi na pfimce KM, bude A leZet na pfimce p stfedové
soumérné podle stfedu O s piimkou KM, p || KM (obr. 17).

L

A P

30

M B K C
Obr. 17
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Didle si uvédomime, Ze uhel OAL je pravy, takze
vrchol A bude leZet na Thaletové kruZnici 2 nad primé&rem
OL. Odtud jiz plyne konstrukce: Sestrojime bod A jako
prisetik pfimky p a kruZnice k, vrcholy B a C dostaneme
jako pruseliky pfimky KM s pfimkami AL a AO. Z pod-

1
minky |KO| < D) |KL| plyne, Ze pfimka p obsahuje pravé

jeden vniténi bod dsetky OL, takZe vZdy najdeme dva rizné
prisetiky pfimky p s kruZnici k. Uloha tedy bude mit vidy
dvé riiznd feseni.

C-11-3a

Uhlop#itky daného &tyiahelniku jsou osami jeho vnit¥nich
thla. Uréete jeho obsah, jestliZe jedna strana a jedna z jeho
uhlopfi¢ek maji shodn& délku 2 cm.

Reseni. Necht ABCD je dany &tytdhelnik a o, B, y, 0
piislusné vnitini Ghly. Ozna¢me O prusecik udhlopficek. Pro-
toze uhlopfiCky jsou zdroveil osami Ghli, musi byt

a+ f + 9

2 2 °

nebot thly AOB a COD jsou shodné. ProtoZe soucet
1
whla ve &tyfuhelniku je 360°, musi byt > (« + B) = 90°%

takZe thlopfi¢ky jsou na sebe kolmé. Uhlopiidky jsou viak
zdroveli osami thld, jsou tedy trojihelniky ABC, BCD,
CDA a DAB rovnoramenné, |AB| = |BC| = |CD| = |DA|=
= 2, &yfthelnik ABCD je kosotverec a jeho obsah je
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roven 4 P4op, kde AOB je pravouhly trojuhelnik s pfepo-
nou délky 2 cm a jednou odvésnou délky 1 cm. Jeho obsah

tedy je V23 a obsah koso&tverce ABCD pak bude 2]/5 cm?,

C-1l-3b

Naijdite vSetky trojice redlnych &isel x, y, 2, pre ktoré
plati x2 + 3% + 22 = 4 a stitasne x* + y* + 2% = 16.

ReSeni. Z uvedenych rovnic plyne

(22 + 32 + 222 =2+ 5t + 24,
takZe
%% + 2222 + 3222 = 0.
Je tedy
xy = x2 =yz =0.

Tento vztah je splnén, pravé kdyZ asponi dvé z ¢&isel x, y, 2
jsou rovna nule. Pro tfeti &islo pak dostdvime z prvni rovnice

hodnotu -+-2. Refenim soustavy jsou tedy privé trojice

(0, 0, 2), (0, 0, —2), (0, 2, 0), (0, —2, 0), (2, 0, 0),
(—2, 0, 0).
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