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Kategorie Z

ULOHY 1. KOLA
Z-1-1

Kazdy ze Sesti kamardadti md dfevénou kostku, jejiz kazdd
sténa je obarvena jednou z barev bild, Zlutd, Cervend, zelend,
modrd, Cernd. Na ziddné kostce nejsou dvé riizné stény obarve-
ny stejné a proti bilé st€né je vidy st€na Cernd. Kostky se lisi
pouze umisténim daldich barev, napiiklad AlSova kostka ma
proti zelené stén& sténu modrou, kdeZzto u Honzovy kostky
jsou zelend a modrd sténa sousednimi sténami. Mohou byt
kostky vSech Sesti kamarddd obarveny tak, aby se kazdé dvé
lisily 2 :

ReSeni. Kazdou z kostek miZeme jedinym zpuisobem po-
loZit pfed sebe na stil tak, Ze horni sténa je bild (dolni sténa
je tudiZ &ernd) a pfedni sténa Cervend. Jednotlivé kostky se
pak li8i podle toho, jakou barvu maji zadni, levd a pravd sténa
kostky. Je-li napfiklad zadni sténa modrd, miZe byt levd
sténa zelend a pravd Zlutd nebo leva sténa Zlutd a pravi zelend.
Dalsi dvé moZnosti dostaneme, kdyZ je zadni sténa zelend,
levd strana miZe byt Zlutd a pravd modrd, nebo obracené.
Konetné muzZe byt zadni sténa Zlutd, dostaneme tak jesté dvé
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moznosti - bud je leva sténa modrd a pravé zelend, nebo obra-
cené. Celkem mdme Sest moZnosti, jak obarvit zadni a obé
bolni stény krychle. Kostky vSech Sesti kamarddii mohou byt
tedy obarveny tak, aby se kazdé dvé kostky lisily.

Z-1-2

Mezi misty A a B tvofi ulice &tvercovou sit, strana kazdého
&verce m&ti 100 m (obr. 1). Jakou nejmensi vzdilenost musi
ujit chodec, aby se dostal z mista A po ulicich do mista B?
Kolika moZnymi zptisoby to mtiZe provést? Pfitom povaZzuje-
me dvé cesty za riizné, jakmile se 1i§i asponi jednim tseken.

Obr. 1

ReSeni. Nejkratsi cesta z mista A do mista B bude takovi,
pii které jde chodec vzdy jen »doprava« nebo »nahoru«, ne-
vraci se zpét »dolii« nebo »doleva«. Pfitom musi ujit &tyfi
useky doprava a tfi tseky nahoru, nejkratsi vzdilenost je tedy
700 m. Chodec nemuZe ovSem nejdfiv ujit vSechny &tyii dseky
doprava, nejvySe po tfech usecich doprava musi jit aspoi
jeden tsek nahoru. PfipiSme si na pldnku mésta ke kazdé kfi-
Zovatce (islo, které uddvi, kolika moZnymi zptisoby lze k této
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kiizovatce dojit nejkratsim zplusobem z bodu A. Zatneme
u kfiZovatek, které lezi nejblize k bodu A, a postupujeme aZ
k bodu B. Kazdé pripsané (islo je sou¢tem téch Cisel, kterd
stoji od ného nalevo a pod nim. Jdeme-li totiZ nejkratSim
zpusobem, muzeme ke kazdé kfiZovatce pfijit jen zleva nebo
zdola. Vysledek je zndzornén na obr. 2. Celkem je 24 moZnosti,
jak dojit nejkratsi cestou z mista A do mista B.

10 24

Obr. 2

Z-1-3

Sedmindsobny souget dvou dvojcifernych &isel je desetkrit
vétsi nez jejich rozdil. Uréete vSechny takové dvojice.

ReSeni. Hledand &isla oznadime x, y, jejich sedmindsobny
soucet je 7(x + y) a ten md byt desetkrat v&tsi neZ jejich
rozdil x —y. M4 tedy platit 7(x + y) = 10(x — y). Tuto
rovnici upravime na tvar 17y = 3x. Je tedy Cislo 3x délitelné
¢islem 17, a protoZe jsou &isla 3 a 17 nesoudélnd, musi byt
Cislo x dé&litelné &islem 17. Zdrovei vime, Ze je to Cislo dvoj-
ciferné, muZe se proto rovnat pouze né€kterému z Cisel 17, 34,
51, 68, 85. Ke kazdé z t&chto hodnot x vypolteme z rovnice
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17y = 3x ¢&islo y. Dostaneme tak dvojice (17, 3), (34, 6),
(51, 9), (68, 12) a (85, 15). JelikoZ &islo y md byt také dvoj-
ciferné, md naSe uloha pouze dvé feSeni: x = 68, y = 12
ax =285y =15

Z-1-4

Z krychli o hran& 1 cm jsme slepili krychli o hrané 4 cm.
Potom jsme sténdm velké krychle pfiradili ¢isla 1, 2, 3, 4, 5
a 6 stejnym zpasobem jako na hraci kostce, tj. na protéjsich
sténdch jsou Cisla 1 a 6,2 a 5, 3 a 4. Kazdé z téchto &isel jsme
napsali na pfislusné sténé do kazdého pole &tvercové sité
vytvoiené hranami malych krychli. Velkou krychli jsme pak
opét rozdélili na puvodni malé krychle a pro kaZzdou malou
krychli jsme vypocetli soucet viech &isel, kterd na ni byla na-
psdna.

Zjistéte:

a) Kolik je celkem malych krychli se sou¢tem rovnym ¢&islu 2 ?

b) Kolik je celkem malych krychli se sou¢tem rovaym &islu 6 ?

c) Jaky je nejvétsi moZny soucet a kolik existuje malych
krychli s timto nejvét§im soudtem ?

ReSeni. Na nékterjch malych krychlich nebude napsino
Zadné &islo; je jich 8 a jsou to ty, které leZely uvnitf velké
krychle. Potom maZeme ke kaZdému z &isel 1, 2, ..., 6 najit
Ctyfi malé krychle, které maji toto ¢islo napsano na jedné své
sténé a k dal$im sténdm nemaji pripsdno Zddné &islo. Jsou to
ty malé krychle, které leZi pfi st€ndch velké krychle, aviak ne
pri jejich hrandch. Vynechdme-li ty malé krychle, které lezi
v rozich velké krychle, leZi pii kazdé hrané velké krychle dvé
malé krychle, které maji na svych sténdch pfipsdna pravé dvé
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raznd &isla. Nejsou to vSak takova dvé &isla, jejichz soudet je 7.
Konetné je v kazdém rohu velké krychle jedna mald rohova
krychle, ktera bude ‘mit pfipsdna tfi Cisla; Zddnd dvé z nich
nemaji soucet rovny &islu 7.

Soucet 2 maji pouze ty Ctyfi malé krychle, které maji pfi-
psdno &islo 2 na jedné své sténé a ostatni stény prdzdné.
Soucet 6 maji ty Ctyfi krychle, které maji popsénu jen jednu
sténu, a to Cislem 6, ddle ty malé krychle, které maji pfipsdna
pravé jen dvé Cisla, a to &isla 1 a 5 nebo 2 a 4, celkem tedy
opét ctyfi krychle, a konetné ta jedna rohova krychle s pfi-
psanymi Cisly 1, 2, 3. Celkem je tudiZ devét malych krychli
se soultem 6. Nejvétsi soutet mizZe byt jen 6 + 5+ 4 = 15
a patfi k nému jedind mald krychle v rohu velké krychle.

' Z-1-5

Sestrojte pétithelnik ABCDE, jestlize plati |AB| =1,
|BC| =2, |CD| =3, |[DE| =4, |AE| =5 a uhly ABC
a CDE jsou pravé.

ReSeni. Piedpoklddejme, Ze pétitihelnik pozadovanych
vlastnosti existuje. ProtoZe je tthel CDE pravy,. |CD| = 3,
|DE| = 4, musi byt podle Pythagorovy véty |CE| = 5. Odtud
jiz plyne konstrukce hledaného pétitthelniku: Sestrojime
pravouhly trojihelnik ABC s odvésnami |AB| = 1, |BC| = 2.
Dile sestrojime rovnoramenny trojuhelnik 4ACE se zdkladnou
AC, jehoz ramena AE, CE maji délku 5. To lze, protozZe

1 1 -
E]AC | = 31/5 < 5. Nad pfeponou CE pak sestrojime pravo-

thly trojuhelnik CDE s odvésnami |CD| =3, |DE| = 4.
Uloha m4 sice vice feSeni, protoZe pfi konstrukci bodu E
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i bodu D mdme vzdy dv& moZnosti, aviak jen jeden pétivihel-
nik poZadovanych vlastnosti je konvexni (obr. 3).

Obr. 3

Z-1-6

Je dédna krychle ABCDA’B'C’D’ o hrané délky 10. Kulova
plocha protind sténu BCC’ v kruZnici vepsané &tverci BCC'B’
a prochdzi sttedem S prot&jsi stény ADD’'A’. Urdete stied
a polomér této kulové plochy.

Reseni. Ozna¢me O stied uvaZované kulové plochy a r jeji
polomér. ProtoZe protind sténu BCC’ v kruZnici vepsané
&tverci BCC'B’, lezi jeji stfed O na pfimce, kterd prochdzi
sttedem 7 tohoto ¢tverce a je k jeho roviné kolmd. Tato
pfimka protind sténu ADD’ ve stfedu S ¢tverce ADD'A’
(obr. 4). V ném se kulovd plocha stény ADD’A’ dotyki.
Oznadme jesté K stfed tuseCky BC; uvazovand kulova plocha
jim prochdzi, proto je |[OK| = r. Bod O leZi na polopfimce
ST, |SO| = r, proto je |OT| =10 — r nebo |OT| = r — 10,
podle toho, zda je r vétsi nebo mensi nez 10. UZitim Pythago-
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rovy véty na pravouhly trojuhelnik OTK dostivime pro r
rovnost

2 — (10 — r)2 = 25,

odkud plyne » = 6,25. Stfed O nasi kulové plochy leZi na
polopfimce ST ve vzdilenosti 6,25 od bodu S.

ULOHY II. KOLA

Z-1-1

Ttindctinasobny rozdil dvou dvojcifernych Cisel je devét-
kréat v&t8i neZ jejich soudet. Najdéte viechny takové dvojice.
ReSeni. Oznadime-li hledand &sla x, y, md platit
13(x — ) = 9(x + y),tedy4x = 22y. Na rozdil od podobné
tlohy v I. kole nemiZeme nyni z posledni rovnice tvrdit,
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Ze Cislo x je délitelné &islem 22. Rovnici musime nejdfive
délit dvéma, dostaneme 2x = 11y. Cisla 2 a 11 jsou nesou-
délnd, a proto musi byt &islo x délitelné &islem 11. Protoze
je dvojciferné, prichdzeji v ivahu &isla 11, 22, 33, 44, 55, 66,
77, 88, 99, a Zzddnd jind. Vyndsobime-li kaZdé z téchto Cisel
dvéma a délime &islem 11, dostaneme pfisluSnou hodnotu y:
2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18. Prvni &tyfi nejsou dvojcifernd,
feSenim wlohy jsou tyto &tyfi dvojice: (55, 10), (66, 12),
(77, 14), (88, 16) a (99, 18).

Z-11-2

Sestrojte lichob&Znik ABCD, pro ktery plati |AB| =8,
|BC| = 6,|<C ABC| = 30°a tihel pfi vrcholu A4 je pravy.
Vypoctéte délky stran AD, CD.

ReSeni. Sestrojime usetku AB délky 8, dile polopfimku
BM tak, aby |<C ABM| = 30° (obr. 5), na ni bod C tak, aby
|BC| = 6. Bodem C vedeme rovnobé&zku s pfimkou AB,
jeji prusetik s kolmici k pfimce AB vedenou bodem A4 je

M

Obr. 5
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vrchol D. Oznaéme P patu kolmice vedené bodem C k piimce
AB a E bod soumérné sdruZeny k bodu.C podle piimky 4B.
Trojuhelnik CBE- je rovnostranny, protoZe' |CB| = |CE|
a|<¢ CBE| = 60°. Podle Pythagorovy véty nebo podle vzorce
pro velikost vy$ky v rovnostranném trojihelniku je |PB| =
=33, a tudiZ |CD| = |4AB| — |PB| =8 — 3 |/3, |AD| =
= |PC| = 3. ‘ 3

Z-11-3

Drievénou krychli o hrané délky 7 cm natfeme Cervené
a pak rozfizneme rovinnymi fezy na 73 krychliek, z nichZ
kazdd bude mit hranu dlouhou 1 cm. Kolik krychli¢ek bude
mit jednu Cervenou sténu, kolik bude mit dvé Cervené stény
a kolik t#i? ' ey

ReSeni. Ty krychli¢ky, které vzniknou z rohti velké krychle,
budou mit kazdd tfi Cervené stény. Takovych krychli¢ek
je 8. Ty krychli¢ky, které jsou umistény p¥i hranich velké
krychle, avsak nikoli v rozich, maji obarvené dvé& stény.
Krychle md 12 hran, pfi kazdé hrané je 5 krychli¢ek uvaZo-
vaného typu, celkem tedy 60. Jednu Cervenou sténu budou
mit ty krychlicky, které lezi pifi sténdch pavodni krychle,
nikoli vSak pfi hrandch. Pri kaZdé sténé je jich 25, celkem
6.25 = 150. Vysledek je tudiz 150, 60, 8.

Z-11-4

Na kruznici £ o poloméru » = 10 cm jsou zvoleny body 4,
B, C, D tak, ze AB a CD jsou kolmé pruméry kruZnice %.
Vypoltéte obsah pranikd kruhd, které jsou ohraniteny
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kruZnicemi prochdzejicimi body C, D, kdyZ jedna z nich
ma stfed v bodé A, druhd v bodé B.

ReSeni. Uhel CAD je pravy (obr. 6), protoze ABCD je
¢tverec, Vypolitdme obsah ¢tvrtkruhu ohranic¢eného poloméry

AC, AD, odetteme obsah trojihelniku ACD. Tim dostaneme
obsah jedné ze dvou shodnych kruhovych isedi, ze kterych
se sklddd pranik kruh@ ze zaddni dlohy. Hledany obsah je
proto

1 1 . _ _
p =2 -Z-T:a2———é-a2 ykdejea=|AC|=r]2=10}2,

tedy

P =100(r — 2)= 114.
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ULOHY III. KOLA V CSR
Ulohy ptipravil KV MO Stfedoteského kraje

Z-1-1

Mnohothelnik na obr. 7, ktery se sklddd z 36 &tvercd
o strané 7 mm, rozdé&lte pfimkou prochdzejici bodem X na
dva obrazce o stejném obsahu.

-

Obr. 7

ReSeni. Spojime-li bod X pfimkou s bodem K, sklid4 se
ta &ist mnohothelniku, kterd leZzi pod pfimkou XK, z troj-
thelniku XMK a $esti &tvercd o strané 7 mm; celkovy obsah

1
je 77.7.3.7 + 6.72 =16,5.72 (mm?), coZ je méné neZ

polovina obsahu celého mnohouhelniku. Vedeme-li pfimku
bodem X a bodem L, sklddd se &ist mnohothelniku pod
pfimkou XL opét z Sesti &tverct o strané 7 mm a z troj-

1
thelniku XML; celkovy obsah této &isti je 2 7.7.4.7 +
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+ 6.72 = 20.72 (mm?). To je vice neZz polovina obsahu
celého mnohodhelniku. Hledand pfimka bude proto pro-
chézet né€kterym bodem Y na tseéce KL. Oznalme v vzda-
lenost bodu Y od bodu K. Obsah ¢&isti mnohothelniku pod

1
pfimkou XY se pak rovnd -2—7.7.(3.7 + 9) + 6.72a to md

byt polovina obsahu celého mnohouhelniku, tedy 18.72,
odkud plyne » =3 mm. Tim je bod Y urlen, a tim téZ
hledand pfimka.

Z-11-2

Soucet tfi celych kladnych ¢&isel, z nichZ jedno se rovnd
soudinu zbyvajicich dvou, je 47. Kterd jsou to &isla? Najdéte
viechna feSeni lohy.

ReSeni. Hledand &sla oznadime x, y, 2. Necht se &islo z
rovnd soudinu zbyvajicich, tedy 2 = xy. Podle podminky
tlohy md platit x + y + xy = 47, coZ muZeme psit ve
tvaru (x + 1) (y + 1) = 48. ProtoZe x, y jsou kladnd celd
Cisla, jsou ¢&isla x + 1, y + 1 celd a vé&tsi neZ 1. RozloZme
Lislo 48 v soudin dvou celych &isel vétSich nez 1, dostaneme
tyto moZnosti (nepfihliZime k pofadi linitelt): 48 = 2.24,
48 = 3.16, 48 = 4.12 a 48 = 6.8. Cisla x, y jsou pak vidy
o 1 mensi neZ vypsané &initele, &islo 2 je soulinem d&isel x, y.
Dostaneme tak &tyfi trojice &isel, které jsou feSenim tlohy:
(1, 23, 23), (2, 15, 30), (3, 11, 33) a (5, 7, 35).

Z-11-3

Na diselnou osu umistime do obrazu &isla O figurku.
Figurkou pohybujeme tak, Ze ji pfi kaZdém tahu pfemistime
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do obrazu sousedniho celého ¢&isla, doprava nebo doleva.
Figurka se muZe vracet, obrazem nékterého <isla muze
projit nékolikrdt. Z obrazu ¢isla O se mdme dostat do obrazu
Cisla 5 prdavé deviti tahy. Kolika rdiznymi cestami muize
figurka jit?

ReSeni. Je ziejmé, Ze z deviti taht musime sedmkrdt
tdhnout doprava (k vétdimu ¢islu) a dvakrdt doleva. Zalezi
ted na tom, pfi kterych dvou tazich tdhneme doleva. Moz-
nosti je tolik, kolika zpuisoby je moZno vybrat dvé &isla
z &sel 1, 2, ..., 9. To je mozZno 36 zptisoby.

Z-11-4

Je ddna pfimka p a na ni bod P. Narysujte usecku AB,
kterd obsahuje bod P, jestlize je vzddlenost bodu A4 od
pfimky p» 3 cm, vzddlenost bodu B od pfimky p se rovna
1,5 cm a |AP| =5 cm. Na pfimce p sestrojte body X, ¥
tak, aby byl trojuhelnik AXY rovnoramenny s rameny XA,
XY a aby pfimka BX pilila tthel AXY. Vypotitejte velikost
zdkladny rovnoramenného trojihelniku AXY.

ReSeni. Ve vzdilenosti 3 cm od pfimky p sestrojime p¥im-
ku rovnob&Znou s pfimkou p a zvolime na ni bod A tak,
aby |AP]| = 5 cm. Bod B lezZi na polopfimce opacné k polo-
pfimce PA a na pfimce ¢ rovnobé&Zné s piimkou p ve vzdd-
lenosti 1,5 cm. Je-li trojihelnik AXY rovnoramenny se
zdkladnou AY a je-li pfimka BX osou uhlu AXY, je tato
pfimka i osou zdkladny AY. Proto je |BA| = |BY|. Bod Y
tedy sestrojime jako prusecik pfimky p a kruZnice o stfedu B,
prochdzejici bodem A. Takové priseCiky jsou dva. Zvoli-
me-li libovolny z nich za bod Y, sestrojime k nému bod X
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jako pruse¢ik piimky p s osou tsetky AY. Uloha mi dvé
feSeni (obr. 8). Oznatme A’ a Y’ paty kolmic vedenych
body A, Y na pfimku ¢. Z pravouhlych trojihelnikit BAA’
a BYY' plyne (vSechny vzdélenosti uddvime v cm):

|BA'| = |/7,52 — 4,52 =6,
IBY’| = }/7,5% — 1,52 = }/54 = 3 J/6.

Obr. 8

Pii jednom fefeni je |A'Y’| = |BY’| — |BA'| =3 /6 —6,
pro druhé feleni plati |4'Y’| = |BY’| + |BA'| = 3/6 + 6.
Dile je |AY[2 = |A'Y'|> + 32, takZe |AY|2 = 9 (11 — 4 /6)
pii prvnim feSeni a |AY|2 =9 (11 + 4 VE) pii druhém
feSeni.

ULOHY III. KOLA V SSR

Z-11-1

K dvojcifernému prirodzenému <&islu pripotitajte pri-
rodzené ¢&islo k nemu obritené, tj. &islo, ktoré dostanete
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zdmenou ¢islic daného dvojciferného ¢&isla. Ndjdite vSetky
dvojciferné prirodzené &isla, o ktorych plati, Ze sucet daného
Cisla a &sla k nemu obrdteného je druhou mocninou pri-
rodzeného ¢&isla.

ReSeni. Je-li dané &islo 10a + b, je obracené &islo 106 + a,
jejich soulet je 11 (@ + b). Md-li byt toto &islo druhou moc-
ninou pfirozeného &isla, musi byt a + b vhodnym ndsobkem
¢isla 11, a protoZe nemuiize byt vétsi nez 18, musi byta + b =
= 11. Refenim tlohy jsou dvojcifernd &isla 29, 38, 47, 56,
65, 74, 83 a 92.

Z-11-2

Pomocou kruhovej formy s polomerom 10 cm vykrojila
Anicka nasledujtici kold¢ik (obr. 9). Uréte velkost plosného
obsahu kold¢ika. (Vrcholy kold¢ika sd vrcholmi pravidel-
ného Sestuholnika.)

ReSeni. (3 |/3 — x) 102 = 205 cm?, stadi od obsahu 3esti-
dhelniku odecist rozdil obsahd kruhu a Sestighelniku.

Obr. 9
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Z-11-3

Dreveny kvdder s rozmermi 3cm X 3cm X 1 cm cely
zafarbime na Cerveno, potom ho 4 rovinami rozreZeme na
9 kociek s rozmermi 1cm X 1cm X 1cm. Vrchné steny
kociek ozna¢ime 1 aZ 9 (obr. 10) a kocky pomieSame. Kolky-
mi réznymi spésobmi sa dd z kociek opit zloZit ¢erveny kvi-
der, v ktorom st vSetky &isla na hornej stene?

Obr. 10

Reseni. Kostka &islo 5 musi byt vzdy uprostfed a kostky
1, 3, 7 a 9 v rozich. Celkem mdme 4.3.2.1 = 24 moZnosti
jejich umisténi. RovnéZ tak mdme 24 moZnosti pro umisténi
kostek s &isly 2, 4, 6 a 8 na mista zbyvajici. Celkem mdme
24.24 = 576 riznych moZnosti, jak sloZit erveny kvddr. To
povaZujeme vSak za rizné i takové dva kvadry, z nichZ jeden
dostaneme pouhym otocenim z druhého. Jinak jich bude jen
576 : 4 = 144.

Z-11-4

Je dany zrezany 3-boky hranol ABCDEF, velkost hrany
AB je 10 cm, velkost hrany 4D je 13 cm, velkost BE je
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tieZ 13 cm a velkost hrany CF je 16 cm (obr. 11). Obsah
hornej podstavy je 25 cm?2. Zistite obsah dolnej podstavy.
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Obr. 11

ReZeni. Velikost vysky na stranu DE v trojihelniku DEF
je 5 cm. Ozname P patu této vysky a O bod na usetce CF, pro
ktery je |CQ| = 13 cm. Podle Pythagorovy véty vypolteme
z pravothlého trojihelniku PQF velikost use&ky |PQ| =
=4 cm. To je zdroven velikost vy$ky v trojihelniku DEQ
a také velikost vySky na stranu AB v trojuhelniku 4BC.
Jeho obsah je proto 20 cm2.
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