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V. Ulohy Ill. kola kategorie A

A—-III -1

V kocke s hranou velkosti 1 je danych 2050 bodov.
Dokazte, Ze medzi nimi existuje pét takych, ktoré leZia vo

vnutri gule s polomerom -é«

RieSenie. Cela kocku so stranou 1 mdZeme rozdelit na
512 kociek so stranou dizky %. Ked?e 4.512 = 2048 <

< 2050, musi podla Dirichletovho priehradkového prin-
cipu existovat medzi nimi aspoil jedna, ktord obsahuje
najmenej pit z danych bodov. Ak tejto kocke opiSeme
gulova plochu, pre jej polomer r plati
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A—1III—2

Jsou déna kladna Cisla p a g. Sestrojte pravothly rovno-
béznik ABCD tak, aby platilo AE = p, AF = ¢, kde E
a F jsou po fadé stiedy stran BC a CD. Udejte podminky
resitelnosti.
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Reseni (obr. 28). Rozbor: Oznatme P bod polopfimky
AF, pro ktery plati AP = 2. AF, a déle Q stfed usecky
AF. Protoze QF | BC a déle P € BC, lezi E na Thaletové

A . B Obr. 28

kruZnici nad tseckou PQ. Zaroven ovsem E leZi na k, =
= (A3 p). Odtud plyne konstrukce: Vyjdeme od usecky
AF délky gq. Sestrojime body P a Q tak, jak je uvedeno
v rozboru, dale Thaletovu kruZnici k, a kruZnici k, =
= (A; p). Jejich prusecik je bod E. Vrcholy B a C jsou
pak paty kolmic z 4 a F na PE. Potom lichobéznik 4 BCF
doplnime na pravouhly rovnob&znik ABCD. Zkouska:
Pfimo z konstrukce vyplyva, Ze AF — qa AE = p. Zfejmé
E je tedy stfed strany BC, nebot QF je stiedni pficka
lichobéZniku ABCF. Daile je F stfedem strany CD, nebot
CF je stfedni pricka trojuhelniku ABP, takie CF =

1 1

Podminkou tesitelnosti je existence dvou spolecnych bodii
kruZnic k, a k, (E nesmi byt na pfimce AP). ProtoZe
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stfednd obou kruznic md délku 292 poloméry jsou p

3 . . .
a - ae uloha resitelna, plati-li

4‘1 4q p 44

neboli
p<2q a q<12p,
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?
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A—-III—-3

VySetiete a v Gaussové roviné komplexnich Cisel gra-
ficky znazornéte mnoZinu hodnot, jichZ miZe nabyt soucet
S§= Z + W dvou komplexnich jednotek Z a W, pro néz
zéroven plati:

ImZ=0 a RelW =0.

Pozndmka: Im Z znadi imaginarni Cast Cisla Z, Re W
vyjadfuje redlnou Cast Cisla W.

Reseni. Cisla Z a W napi$me ve tvaru

Z =cosqp +ising, 0=¢=m, (1)
W:mw+dmw,~%§w§%. @)
PoloZzme
1 1
wo=Z@+v), e=5@—v, 3)
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takZe
0w+ e=¢, 0o —e=1yp. (4)
Vzhledem k (1) a (2) pak je '

Fis 3 T 3
4 =Y=734" 4 4" ®)

Soucet § = Z 4+ W nyni mtZeme vyjadfit ve tvaru

H/\
II/\

S = (cos ¢ + cos p) + 1(sin ¢ + sin p).
Podle znamych vzorc odtud dostivame
S =2.cos ¢.(cos w + isin w). (6)
Pfitom cos @ + i sin w je komplexni jednotka s argumen-
tem w a |S| = 2. |cos ¢ .
Dile zjistime, jakych hodnot miZe nabyvat ¢ pfi dané

hodnoté o . Dosadime-li podle (4) do nerovnosti (1) a (2),
pak s pfihlédnutim k nerovnostem (5) snadno pozname, Ze

T<o=sl <e<od=, O
pro —gE=esy je esesot 5,
pro gg(ugzn je w—ggeén—w. (8)

Dile pro takto vymezené hodnoty & nalezneme maxi-
malni' a minimalni hodnoty 2. cos &:

pro ——=w<=0 je —2sinw =2cose=2cosw, (9)

T
4

pro 0 =0 = je —2sinw =2cose =2, (10)

| A
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Obr. 29
b1 T . :
pro Z§m§—2— je —2cosw =2cose =2, (1)
T 3 . .
pro 3 <w= Zn je —2cosw = 2cose=2sinw. (12)

PonévadZ v udanych mezich lze ¢ a v, resp. w a ¢,
volit zcela libovolné, je hledanou mnoZinou hodnot souctu
Z -+ W pravé mnozina vsech Cisel tvaru (6), kde o spliiuje
(5) a 2. cos ¢ lezi v mezich udanych pfisluSnou nerovnosti
(9) az (12). Tim je vlastné tato mnoZina popsdna v poldr-
nich soufadnicich. Grafické zndzornéni je na obr. 29.

Pozndmka. Pii feSeni lze vyuZit symetrie podle osy 1.
a 4. kvadrantu.
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A—II—4

Néjdite vSetky realne rieSenia sustavy rovnic

1 1 1 5
xTytTET 12 @
® 4y + 23 =45. (3)

RieSenie. Ak nejaka trojica x, vy, 2z vyhovuje danej su-
stave, potom musi zrejme byt x = 0,y =~ 0, 2 = 0. Z (2)
dostaneme

5
xy + yz + 2x = 12 2 4)
Zrejme plati:
(fty+af =2+ + 2430+ + e+
+ yz + 2x) — 3xyz,

z ¢oho po dosadeni z (1), (3), (4) a jednoduchej uprave
dostaneme

xyz = —24, (5)
odkial po dosadeni do (4) hned pride
xy +yz + 2x = — 10. (6)

Z (1), (6), (5) vyplyva na zéklade znamych vztahov medzi
korerimi a koeficientami kubickej rovnice, Ze x, y, 2 vyho-
vujtce danej stiistave musia byt korefimi rovnice

W —3u® — 10u+24=0. (7)
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KedZe u® — 3u® — 10u + 24 = (u — 2)(u* — u — 12) =
= (u — 2)u + 3)u — 4), rovnici (7) vyhovuja cisla
2,—3,4. '

Dosadenim sa lahko presvedcime, Ze vSetky permutécie
Cisel tejto trojice su rieSeniami danej ststavy. Su to:

(2) 433 4)3 (2’ 4: _3)> (_33 2’ 4): (“‘3, 4: 2)’ (4: 2: *3):
(4, —3,2).

A—-—II-5

Na primce jsou dany navzajem rtzné body 4,, 4y, ...,
Ay . Kazdy z nich oznalime pravé jednou ze Ctyi barev
tak, aby bylo kazdé barvy pouZito. Dokazte, Ze pak v dané
primce existuje tsecka, kterd obsahuje pravé po jednom
bodu nékterych dvou z uvedenych barev a alespoil po
jednom bodu obou zbylych barev.

ReSeni. MuZeme predpokladat, %e body nésleduji
v pfimce za sebou v poradi A;, Ay, ..., An . Necht % je
nejmensi index takovy, Ze mezi body 4,, Ay ..., Ar uZ
jsou body vsech Ctyt barev. Ma tedy A jinou barvu neZ
kterykoli z bodt A;, Ay, ..., Ar_, . Ozna¢me ; nejvétsi
index takovy, 2e 1 = j = %k — 1 a Ze mezi body 4y,
Ajiqy ... 5 Ar uz jsou body vsech Ctyf barev. Ma tedy Ay
jinou barvu neZ kterykoli z bodl Ajiq, Ajiogy ... Ak .
Usetka A;Ax uz méi pozadovanou vlastnost, nebot barvy
bodu A a Aj se vyskytuji mezi body Aj, Ajiqy ..., Ax
pravé jednou a zbylé dvé barvy aspon jednou.
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A—III—6

Je déna krychle ABCDA'B'C'D’y, AA'||BB’||CC’||DD’;
stfed stény ABCD oznalme S. Urlete vSechny body X,
které maji zdroven tyto dvé vlastnosti:

1. X nalezi n€které hrané dané krychle;
2. Ctyfstény ABDX a CB'SX maji objemy sobé rovné.

D! c'
|
[
A ; 8
AN
A
S S
e
i
A B Obr. 30

ReSeni. Uvazujme krychli o hran& délky 1 (obr. 30).
Obsah AABD je P, = % Pfimka AC je kolma na rovinu
DBB’, a proto obsah ACB'’S je

o 2 | (s

2 2 4

Oznalme vzdéienosti hledaného bodu X od rovin ABD
a CB'S po tadé d,, d,. Pak Ctyfstény ABDX a CB'SX
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1 1 -
maji po fadé objemy V', = 3 diaVy,= 7 d, ]/3. Z 2. vlast-

nosti bodu X plyne
2d, = d,)/3. (1)

Zvolme ortonormalni soustavu souradnic tak, Ze A =
= [0,0,0], B = [13 0,0], D = [03 1, 0], A = [0, 0, 1].
Necht X = [u, v, w] je hledany bod. Bod X leZi na né-
které z hran dané krychle a je vrcholem Ctyfsténu ABDX,
a proto

w >0. 2
Pro vzdalenost d; bodu X od roviny ABC tedy plati
d=w. 3)

Rovina ACB’ m4 rovnici
x—y—2=0, 4)

takZe vzdalenost bodu X od roviny SCB’ je

dy="~———. 5
; 5)

Podle (1), (3), (5) dostdvame
2w=|lu—v—w. (6)

Nyni rozliS§ime dva pfipady:

a) Nechtu — v — w > 0. Z podminky (2), z rovnice (4)
roviny ACB’ a z toho, #¢ B = [1, 0, 0], plyne, Ze v tomto
piipadé hledany bod X lezi uvnitf klinu uréeného polo-
rovinami ACB a ACB'. Bod X muze tedy leZet jedin&
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na hrané BB, tzn., Ze pro jeho soufadnice plati: u = 1,

v = 0. Podle (6) pak = = %
1 1
Pro bod X = ll, 0, ] jed, = =———. Potom je
3 3V
1

b) Necht u — v — w << 0. Obdobné jako v pfipadé a)
se zjisti, Zze hledany bod X lezi uvnitf klinu uréeného
polorovinami ACD a ACB’. Z podminky (2) a rovnice (6)
plyne, Ze bod X leZi v oteviené poloroviné, jeZ ma pocetni
vyjadieni

x—y+2=0 A 2>0. @
Jeji hranicni primka je AC.

Nejprve je tfeba zjistit, zda tato polorovina protind hra-
nu DD’. Pro bod X lezici na DD’ by platilou = 0av =
= 1, takZe po dosazeni do (7) mame z = w =114 X =

= D’. Pro tento bod X je d;, =1, d, = V,— takze V,; =
1
=V,= e
Tedy bod D’ spliiuje podminky tlohy. Oteviena polo-
rovina ACD’ nema mimo bod D’ s hranami dané krychle
zadné dalsi spolecné body.

Zavér: Existuji pravé dva body X s poZadovanymi
vlastnostmi, jednim z nich je bod D" a druhy leZi na hrané

BRB’, pricemz jeho vzdalenost od bodu B je %BB’.
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