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I1l. Souté&Zni Glohy I. kola

KATEGORIE A

A—-I-1

Jsou-li 2,, 2, 23, 2, kKomplexni &isla, pro néz Re 2; > 0,
1= 1,2,3,4, pak

2123 + 2125 + 2124 + 2,23 + 2,24 # 0.
Dokazte.

RieSenie. Predpokladajme, Ze uvedené tvrdenie neplatf.
Teda plati rovnost

2129 + 2925 + 2124 + 2523 + 2,2, = 0.
Jednoduchou upravou dostaneme
(21 + 22)(25 + 20) = —212;

Vieme, Ze z; # 0, 2, # 0 . MdZeme delit uvedend rovnost
¢islom 2,2,:
1 1
(——i——)(za—{—z‘): —1.
2

23
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Podla Casti a) ulohy A-P-2 je Re—l— >0, Re—l— >0
2 2y
a tiez
1 1
Re(-—— + ~—) >0, Re(z; + 24 >0,

22 21

. . (1
a teda podla Casti b) tejto tlohy stifin (—- + —1—)(23 + 2y
22 51
nemdze byt zaporné redlne Cislo.

A—-1I-2

Urcete nutnou a postacujici podminku pro to, aby rov-
nice x® + ax® + b = 0 s nezndmou x a realnymi koefici-
enty a, b méla tfi navzdjem rtzné redlné kofeny.

RieSenie. VySetrime priebeh funkcie f definovanej
predpisom

flx) = x® 4+ axzv—l— b.

Korene uvedenej rovnice st nulové body funkcie f. Pre
dost malé zédporné Cislo x je f(x) zdporné, pre dost velké x
kladné je f(x) kladné Cislo. Teda funkcia f ma asponi jeden
nulovy bod. Aby funkcia f mala tri nulové body, musi
mat kladné lokdlne maximum a zdporné lokdlne minimum.
Uvedené je aj postatujicou podmienkou. Funkcia f mi
derivaciu f'(x) = 3x* + 2ax, ktord mé nulové body x;, =

2 4
=0ax,= —3% priéomf(xl)=b,f(x2):§743+b.

Druhé derivicia v tychto bodoch ma hodnoty f"(x;) =
= 2a, f"'(x,) = —2a . Rozli$§ime tri pripady.
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i) a = 0. Potom x; = x, a funkcia f nema lokilny
extrém a ani tri nulové body.

ii) @ > 0. Potom funkcia f mé4 v bode x, lokdlne mini-
mum a v bode x, lokilne maximum. Mé byt f(x,) < 0
a f(x,) >0. Teda f(x,) . f(xy) < 0, .

4
2 B4 <o.
b(27“+ )<

iii) a << 0. Potom funkcia f ma v bode x, lokidlne ma-
ximum a v bode x, lokilne minimum. M4 byt f(x,) >0
a f(xy) < 0. Teda f(x,) . f(x,) < 0, tj.

4
3
b(27a +b)<0.

Ak si uvedomime, Ze z nerovnosti

b(4a® + 27b) < 0 (1)

vyplyva, Ze

l.as#0,

2. aka >0, takb < 0,

3.aka< 0, takb >0,
tak uhrnom dostdvame, Ze nerovnost (1) je nevyhnutnid
a postalujica podmienka pre to, aby rovnica x* + ax? +
-+ b = 0 mala tri r6zne redlne korene.

A—I-3

Urcete vSecky trojice pfirozenych Cisel x, y, 2z, které
jsou feSenim rovnice
x2 — y? = 322,
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Riesenie. Nech trojice prirodzenych ¢isiel x, y, 2 vyho-
vuje rovnici
x? — y? = 322, (1)
Nech d je najvacsi spolocny delitel Cisiel x, y, z. Potom
aj prirodzené Cisla a = x:d, b =y :d,c = z:d vy-
hovuju rovnici (1) a st nesudelitelné.
Oznalime 4 = a — b, v = a + b . Potom plati

uv = 3c?,

UkaZeme, Ze spolocny delitel Cisiel u, v je 1 alebo 2.

Ak p je prvocislo, ktoré deli # a v, tak p deli aj Cisla
u+v = 2a, v—u = 2b a p? deli Cislo 3c%. Kedze
a, b, ¢ st nesudelitelné, tak musi byt p = 2. Z druhej
strany 4 = 22 tieZ nie je spolocny delitel Cisiel u, v, lebo
by potom a, b, ¢ boli parne, a teda sudelitelné.

RozliSujem dva pripady.

i) u, v su nesudelitelné. Potom existuji neparne priro-
dzené &isla k, I také, Ze bud

u = 3k, v = 1[,

alebo
u = k*, v = 3]2.
Potom bud
3k2 12 12— 3R2
X = d . (__ o ;4)9 y = d . (2)’ 2 = dkl,
alebo
k* 4 312 3]2 — k2
x=d.(+),y=d'(*2 )’ Z=dkl,
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kde &, / st neparne a /2 > 3k? alebo 3/ > k?, d je lubovolné
prirodzené Cislo.

ii) 2 je spolo¢ny delitel u, v. Potom %, —z— su prirodzené

u v c\?

—.—=3|=].

2 2 (2)
Zase existuju dve také prirodzené Cisla k, I, z ktorych naj-
viac jedno je parne, Ze bud

Cisla a plati

%: 38, ; Y

alebo
Yo, L=
2 2

Potom bud
x=dBk + I?), y = d(I* — 3k?), 2 = 2dkl,

kde &, / su prirodzené Cisla, z ktorych najviac jedno je
péarne, I > 3k?, d je Tubovolné prirodzené Cislo, alebo

x = dk + 3%, y = d3I: — k), z = 2dkl

kde %, ! si prirodzené Cisla, z ktorych najviac jedno je
pérne, 3/> > k2, d je lubovolne prirodzené Cislo.
Teda kazdé rieSenie rovnice (1) ma tvar

3k + 12 P — 3k2|

x=4d. 5 ) =d z = dkl,
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kde bud k%, / st neparne prirodzené ¢isla a d je Tubovolne
prirodzené Cislo, alebo k, / st prirodzené Cisla, z ktorych
prave jedno je parne a d je lubovolné parne prirodzené
Cislo.

Skaskou sa Iahko zisti, Ze kazdd taka trojica Cisiel je
ricSenim rovnice (1).

A—-1I—-4

Jsou dana tfi cela ¢isla ay, a;, a, tak, Ze rozdil Zzadnych
dvou z nich neni délitelny tfemi. Z mnoZiny M vSech
trojic celych Cisel

(ag + x5 a; + x, ay + x), x celé

Ize vybrat takovou mnoZinu M,, ktera ma tyto dvé vlast-

nosti:

(1) Kazdé dva ruzné prvky mnoziny M, jsou trojice na-
vzédjem disjunktni.

(2) Sjednocenim vSech trojic, které jsou prvky mnoZiny
M,, je mnoZina vsech celych Cisel.

Dokazte vyslovenou vétu.

RieSenie. Cisla ay, a,, a, dévaju pri deleni tromi rézne
zvySky. Nech st to postupné z,, 2;, 2,. Teda kazdé z; je
niektoré z Cisiel 0, 1, 2.

Nech M, je mnoZina vsetkych trojic (ay + 3y, a; + 3y,
a, + 3y), kde y je celé Cislo.

Dve rozne trojice nemaju spolo¢ny prvok. Keby napr.
ay + 3y, = a; + 3v,, tak rozdiel a, — a, by bol delitelny
tromi.

Nech ¢ je celé Cislo. Ukazeme, Ze existuje také vy, Ze ¢ je
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niektoré z Cisiel a, + 3y, a; + 3y, a, + 3y. Nech z je
zvySok Cisla ¢ pri deleni tromi. Potom bud 2 = z,, alebo
2 = 2,, alebo 2 = z,. Nech napr. z = 2,. Potom ¢ — aq,
je delitelné tromi, tj. existuje také celé Cislo y, Ze ¢ — a, =
= 3y . Potom ¢ = q, + 3y.

A—-I-5

Je dén pravidelny Ctyfboky hranol ABCDA'B'C'D’,
ktery ma vysku v a dolni podstavu o hrané a. Necht body
E a F jsou po fad¢ stiedy hran BC a AD.

Najdéte mnoZinu stiedi odvésen vSech pravouhlych
trojuhelnikt EXF s pfeponou EF, jejichz vrchol X lezi
v podstavé A'B’C’'D’ . Provedte diskusi vzhledem k Cis-
limaavov.

RieSenie. Nech M je mnozina vSetkych tych bodov X,
ktoré su vrcholom pravouhlého trojuholnika EFX s pre-
ponou EF .

Ukazeme pomocné tvrdenie:
Nech S je stred useCky EF. Mnozina M je gulova

Obr. 9

67



plocha o strede § s polomerom é-a, okrem koncovych

bodov E, F usecky EF (obr. 9).

Skutocne, ak bod X rézny od bodov E, F leZi na uve-
denej gulovej ploche, tak X leZi na kruZnici, ktord je prie-
seCnikom tejto plochy a roviny EFX . Pritom EF je prie-
mer tejto kruZnice a podla Thaletovej vety trojuholnik
EFX je pravouhly s preponou EF .

Ak naopak EFX je pravouhly trojuholnik s preponou
EF, tak podla Thaletovej vety bod X leZi na kruZnici
s priemerom EF, a teda SE = SX . Odkial vyplyva, Ze
bod X leZi na uvedenej gulovej ploche.

Akov > ~‘—21~, tak Ziaden bod mnoziny M nelezi v podstave

A'B'C’'D’ a vySetrovana mnoZina stredov odviesen je
prazdna.

Ak v = %, tak jediny spolo¢ny bod mnoZiny M a pod-

stavy A'B'C’'D’ je stred tejto podstavy S’ . Potom hladana
mnoZzina mé dva prvky, a to stredy useCiek ES’, FS’.

Ak v<—az~, tak mnoZina M a podstava A'B'C’'D’ sa

pretinaji v kruZnici o strede S’ a polomere l/’ — — ol
Hladand mnozina je zjednotenie kruZnic o stredoch E’,
’ 1 a2 ’ 4 A o X2
F’a polomere —|/ — — 2%, kde E’, F’' su stredy useliek

2V 4

ES’, FS', leziacich v rovine rovnobeZnej s podstavou
ABCD.
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A—-I—-6

Je dan ¢tyistén ABCD. Necht soumérnost podle stiedu
S prevadi hranu AB v tutéZ useCku, v kterou prevadi
soumérnost podle jisté roviny ¢ hranu CD. VySetite mno-
Zinu vSech bodu S této vlastnosti.

RieSenie (obr. 10). Nech FG je tsecka, ktora je obra-
zom hrany AB v stredovej simernosti § podla stredu S
a sticasne je obrazom hrany CD v rovinnej simernosti R
podla roviny p. Priamka FG lezi v rovine o, ktora obsa-
huje priamku CD, a FG je rovnobeZni s priamkou AB.
KedZe priamky 4B a CD nie su rovnobezné, tak rovina
o je uvedenou podmienkou jednoznacne urcena.

Oznacme postupne M, N, P stredy useCick AB, CD,
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FG. Obrazom bodu M v simernosti S je bod P. Obrazom
bodu N v simernosti R je tieZ bod P.

Nech p je priamka idica bodom C a je rovnobeZna
s priamkou AB. Nech E,, E, su obidva body na priamke
p, pre ktoré plati E,C = E,C = AB. Nech s, t su priamky
idace bodom N a kolmé na osi uhlov <t DCE,, <. DCE,.

Z vlastnosti stredovej simernosti S vyplyva, Ze tseCka
FG je rovnobezna s priamkou p. Z vlastnosti rovinovej
sumernosti potom vyplyva, Ze stred P usecky FG lezi na
priamke s alebo na priamke z. Nech M je obraz zjedno-
tenia priamok s a ¢ v priestorovej rovnolahlosti so stredom

M a koeficientom % Pretoze S je stred tseCky MP, tak

S patri do mnoziny M.

Naopak, ak S’ je nejaky bod mnoziny M, oznacime P’
jeho obraz pri priestorovej rovnolahlosti so stredom M
a koeficientom 2. Bod P’ lezi na priamke s alebo ¢. Usecka
rovnobezna s tseCkou AB a so stredom P’ je stredovo
simerna podla stredu S’ s GseCkou AB. Ak bod P’ lezi
na priamke s, tak tdto tsecka je rovinovo sumerna s usec-
kou CD v rovinovej simernosti podla roviny kolmej na
priamku s a iducej stredom usecky NP’. Podobne v pri-
pade, Ze bod P’ lezi na priamke z.

Ukaézali sme teda, Ze M je hladand mnoZina bodov.



KATEGORIA B

B—-I—-1
Néjdite vSetky kladné rieenia sustavy

1
x1+_§2>
X

1
X176 +— = 2.
X1

RieSenie. Odcitajme od oboch stran kazdej z nerovnic
danej sustavy Cislo 2 a potom vSetky nerovnice scitajme.

Dostaneme
1976 1
Z(xi+-—2)§o. (1)
by 6
Ak si uvedomime, Ze pre kazdé kladné Cislo x; plati
1
x4+ ——2=0, )
Xi
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zistujeme, Ze v (1) musi platit rovnost. Pre Cisla x;, 1 =
=1,2,...,1976 vyhovujtce danej stistave nerovnic musi

preto platit
1976 1
(xi + —— 2) =0 )

4 Xi
1=1 v

ale vzhladom na (2) rieSenie (3) dostaneme z rovnic

1
xx+——2=0,1=1,2,...,1976,
Xi

z ktorych vyplyva x; = 1 pre vetky ¢ = 1, 2, ..., 1976.
Dosadenim do povodnej sustavy nerovnic sa lahko pre-
svedCime, Ze tieto Cisla jej vyhovuji. Je to teda jediné
rieSenie danej sustavy.

B—-I—-2

St dané realne Cisla a, b :# 0, ¢, 1, s, 1, pre ktoré plati

ar — 2bs + ct = 0, (D
ac — b* >0. (2)
Potom plati
rt—s2<0. 3)
Dokazte.

Kedy v (3) nastane rovnost?

RieSenie. Bez ujmy na vSeobecnosti mdéZeme predpo-
kladat, Ze r = 0 (v opalnom pripade modzeme uvaZovat
o Cislach —r, —s, —1).
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a) Nech r > 0. Z (2) dostaneme ac > b* > 0, z ¢oho
vyplyva, Ze ¢ #* 0, a preto tiez plati
a b?

= >—>0. @
(4 (4

Z (1) po deleni ¢islom ¢ dostaneme vzhladom na (4):

a b b? b
0:—r——2—s—}—t>r—2—i—2 ——])s+1r.
¢ c c c

Z toho vyplyva, Ze mnohoclen rx? 4 2sx + t premennej x
b

s r > 0 ma v Cisle — — zapornu hodnotu, a mé preto dva
e

rozne reilne korene. Je preto jeho diskriminant 4s? —
— 4drt >0¢%zert —s2<0.

b) Ak r = 0, = 0, potom z (1), vzhladom na pred-
poklad, ze b # 0, vyplyva, Ze tiez s = 0 a v (3) plati
rovnost.

¢) Ak r = 0, ¢ > 0, postupujeme analogicky ako v pri-
pade a) s vyuZitim toho, Ze vzhladom na (2) je a 0, a do-
staneme, ze musi byt rz — s* < 0.

Z vykonanej uvahy zaroveil vyplyva, Ze v (3) nastane
rovnost vtedy a len vtedy, ked plati r = s = t = 0.

B-I-3

Nech x;, X5 ..., x, s redlne Cisla so suctom nula,
m najmensSie z nich, M najvicsie z nich. Potom plati
X+ X2+ + 22 < — nmM
f st X = — mmM.
Dokazte.
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RieSenie. Bez ujmy na vSeobecnosti moZeme predpo-
kladat, Ze plati

Mm=x =X X =...Z2xp=M.

Potom vsak zrejme plati
0 §kz (%1 — X)Xk — xn) = (% + Xn) > *k —
=1 k=1

— NXyXn — O XE. ¢))
k=1

n

Podla podmienok tlohy je vSak > xx = 0 a z nerovnosti

k=1
(1) preto dostdvame
n
> xS — nxyxn = — nmM,
k=1
Co sme mali dokazat.

B-1I—-4

V rovine su dané dva rdzne body A4 a D. Najdite mno-
zinu stredov stran BC vsetkych takych ostrouhlych troj-
uholnikov ABC, v ktorych bod D lezi na tiseCke BC.

RieSenie. Nech p je lubovolna priamka prechddzajica
bodom D v danej rovine, rdézna od priamky AD. Pitu
kolmice vedenej z bodu A na priamku p oznaime L
(obr. 11) a priese¢nik kolmice na priamku 4D prechadza-
jucej bodom A s priamkou p ozna¢me K. Ak ma byt troj-
uholnik ABC, ktorého strana BC leZi na priamke p a ob-
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sahuje bod D, ostrouhly, musi zrejme jeho vrchol B lezat
medzi bodmi K a L.
Nech B, je lubovolny bod priamky p leZiaci medzi bod-

Obr. 11

/

mi K a L. Zostrojme pravy uhol B;AX a ozname M
priesecnik priamky AX s priamkou p. Vrchol C trojuhol-
nika 4BC musi lezat medzi bodmi D a M.

Ak budeme uvazovat o rdznych polohich bodu B na
useCke KL od bodu K ku L, bude bod M nadobudat
rézne polohy na polpriamke DY. Polpriamka DY tvori
teda mnoZinu vrcholov C trojuholnika ABC. Tomu zod-
povedajica mnozZina stredov S useciek BC bude polpriam-
ka ZY okrem bodu Z, pricom Z je prisecnik osi iseCky
AD s priamkou p a zaroven stredom usecky KD.

Ak tato uvahu urobime pre vSetky priamky prechidza-
juce bodom D rdzne od priamky AD, zistujeme, Ze kazdy
bod S pozadovanej vlastnosti musi leZat v otvorenej pol-
rovine urcenej osou usecky AD a bodom D vratane bodu
D, ale bez ostatnych bodov priamky AD.

Nech teda bod S leZi v otvorenej polrovine urenej osou
usecky AD a bodom D, ale s vynimkou bodu D neleZi
na priamke AD.
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Na priamke SD = p nech body K, L maji rovnaké
vlastnosti ako bolo vyssie uvedené (obr. 12). Nech P, Q
su také body polpriamky DY, pre ktoré plati SP = SL,

P

Obr. 12

SQ = SK. Ak § ma byt stredom strany BC, musi bod C
lezat medzi bodmi P a Q. _

Ozname R, T prieseCniky kruZnice & = (S§; SA4)
s priamkou SD. Zrejme bod R lezi medzi bodmi K a L,
bod T medzi bodmi P a Q. Nech B je Iubovolny bod
priamky SD leZiaci medzi bodmi R, L. Na priamke SD
zostrojime bod C tak, aby platilo SC = SB. Bod C bude
zrejme leZat medzi bodmi P a T. Takto zostrojeny troj-
uholnik ABC je ostrouhly, bod D lezi na tsecke BC a bod
S je stredom strany BC.

Tym sme dokazali, Ze hladanou mnoZinou bodov je
otvorend polrovina urCend osou usecky 4D a bodom D
vratane bodu D, ale bez ostatnych bodov priamky A4D.
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B-1-5

V rovine je danych 50 bodov, z ktorych Ziadne tri ne-
lezia na priamke. DokaZte: Trojuholniky urcené trojicami
danych bodov maju asponi 200 vnutornych uhlov velkosti
menSej neZ 8° a z toho asponi 100 vnutornych uhlov, kto-
rych velkost nepresahuje 7°30°.

RieSenie. Ozname M danu mnozinu bodov a nech X
je Tubovolny bod tejto mnoziny. Nech Uy je mnoZina
49 uhlov s vrcholom v bode X, ktorych ramena precha-
dzaju ostatnymi bodmi mnoZiny M.

Predpokladajme, Ze najviac 3 z uhlov mnoziny Ux st
mensie nez 8°. Potom vsak sulet zostdvajucich 46 uhlov
mnoziny Uy musi byt vacsi nez 46 . 8° = 368°, Co je spor,
pretoZe sucet vSetkych 49 uhlov mnoZiny Uy sa rovna
360°. Z toho vyplyva, Z¢ v Uy musia byt aspoii 4 uhly
mensSej velkosti neZ 8°. KedZe tito vlastnost ma kazdy
bod mnoZiny M, je tym prva Cast tvrdenia dokdzana.

Z predpokladu, Ze z uhlov mnoziny U x ma najviac jeden
velkost najviac rovna 7°30’, analogicky vyplyva, Ze sucet
zostavajucich 48 uhlov tejto mnoZiny musi byt vicsi nez
48 . 7°30" = 360°, Co je opit spor. V kaZdej mnoZine Ux
existuju preto aspori 2 uhly, ktorych velkost neprevysuje
7°30’, a vzhladom na to, Ze mnoZina M obsahuje 50 bodov,
vyplyva z toho spravnost druhej casti dokazovaného
tvrdenia.

B—-I—6

Vo vnttri jednotkovej gule je danych pit bodov. Do-
kaZte, Ze asponl dva z nich maji vzdialenost mensiu neZ VZ.
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RieSenie. Najskor dokdZeme nasledujice tvrdenie: Ak
je na gulovej ploche s polomerom 1 danych pit bodov,
potom aspon dva z nich maji vzdialenost mensiu alebo
rovnu ]/2.

PouzZijeme met6édu nepriameho dékazu a budeme pred-
pokladat, Ze vzdialenost kazdych dvoch z tychto bodov je

vacsia nez l/2. Potom $tyri z tychto bodov — ozna¢me ich
B, C'y D', E' — lezia v otvorenom polpriestore, ktorého
hranica prechddza stredom gulovej plochy a je kolma k po-
lomeru iddcemu piatym z danych bodov — A’. Podla
vysledku pripravnej tlohy B-P-3 maja z bodov B’, C’, D',
E’ aspoii dva vzdialenost mensiu neZ V2, ¢o je spor.

Nech su teraz 4, B, C, D, E dané body vo vnutri jed-
notkovej gule. Ak niektory z nich lezi v strede S danej
gule, je tvrdenie zrejme pravdivé. Ak nie je tomu tak,
utvorme polpriamky S4, SB, SC, SD, SE. Ich priesec-
niky s gulovou plochou oznaéme 4’, B, C’, D', E'. Podla
vysSie dokdzaného tvrdenia maju aspoii dva z tychto pia-
tich bodov vzdialenost mensiu alebo rovnu |/2. Nech st
to napr. body A4’, B’. Potom vzdialenost bodov 4, B je

. v v 1/ ] o , [
zrejme mensia nez ]/ 2, ¢im je tvrdenie ulohy dokadzané.

78



KATEGORIE C

C—1—-1

Ngjdite vsetky trojice jednocifrovych Cisiel a, b, ¢, pre
ktoré plati a = b + ¢ a Cislo s dekadickym zapisom 2ab3c7
je delitelné 37.

Reseni. Dané &slo N lze vzhledem k rovnosti a =
= b + ¢ napsat v tomto tvaru

N = 200307 + 10 (110056 + 1001c¢)
neboli

N = 5413 .37 4 26 + 10(999 + 101)b + 10(999 + 2)c .

Cislo N je nasobkem Cisla 37, pravé kdy% je nisobkem
Cisla 37 cislo

N, = 26 4 10106 + 20c;

je totiz 999 = 27 . 37.

Cislo N, je ndsobkem Cisla 37, pravé kdy? j )e jeho nédsob-
kem ¢islo

N2=Nl—999b=26+ 116 + 20c .
Protoze 6 < 9,¢c < 9,a=b+¢c < 9,je

N, = 26 4+ 1la 4 9¢ < 26 + 99 + 81 = 206 .
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Pro N, tedy prichazeji v uvahu ndsobky 37, 74, 111, 148,
185; od nich odelteme 26. PfisluSné rovnice a z nich
plynouci hodnoty b, ¢ jsou:

Rovnice b | ¢ Poznamka

116 + 20c = 11| 11 = 37 — 26 1 0 feSeni

116 +20c—48 | 48 =74 —-26 | 8 | —2 |c< }
e - b = 5, nebot

116 + 20c = 85 85 = 111 — 26 5 i 85 — 11b je
- 2| nésobek deseti

116 + 20c = 122|122 = 148 — 26 2 5 feSeni

) o ||| nenifefeni,

116 + 20c = 159 | 159 = 185 — 26 9 3 nebot

a=b+tc=12|

Uloha m4 tedy dvé feseni: &isla 211307 a 272357, jak se
presvédcime zkouskou.

C—I1-—-2

Z miesta A vyjdu do miesta B vzdialeného 600 km
sucasne dva automobily. Rychlost prvého je 60 km/h, dru-
hého 50 km/h. Druhy voz neskdr zvysi svoju rychlost tak,
Ze dorazi do miesta B sucasne s prvym vozom. Vyjadrite
velkost zvySenia priemernej rychlosti druhého vozu po-
mocou velkosti drahy, ktortt vykonal s pociatoénou rych-
lostou.
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Refeni. Oznaéme C misto, kde druhé auto zvysilo svou
rychlost o ¢ (km/h). Pak doba jeho jizdy z A do B byla
(v hodinéch)

x 600 — x
50 N 50 46 °
. , 600
ProtoZe prvni auto projelo trat z 4 do Bza —— =10

hodin, plati podle podminky z textu tlohy
X n 600 — x
50 50 + 6
Odtud dostaneme

=10

5000
500 — x
Napft. zvysi-li druhé auto svou rychlost ve stfedu trati
AB, je x = 300 a 6 = 25, takZe zvySena rychlost druhého
auta je 75 km/h.
Je-li x = 499, je 6 = 5000, tj. rychlost druhého auta by
méla byt 5050 km/h, coZ je neuskuteCnitelné.

C—1-3
Urcete viechna pfirozena {isla n, pro néZ je moZno zlo-
2 . 1 1 .
mek o vyjadfit ve tvaru — — —, kde x, y jsou vhodni
y

%
pfirozena Cisla.

.. 2
Re¥eni. Rovnici — — — — — upravime na tvar
n x Yy
2x
n= 2 _, ¢))
y—x
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Vyjadfime-li &isla x, y ve tvaru x = da, y = b, kde 4 je
nejveétsi spolecny délitel Cisel x, y, jsou &isla a, b nesou-
délna; z (1) plyne, Ze &islo
2ab .5

" b—a
je celé. Je-li p prvocinitel Cisla b — a, neni prvoCinitelem
ani &isla a, ani b (plyne nepfimo z nesoudélnosti Cisel a, b).
Proto je Cislo b — a délitelem Cisla 24, tj.

20 = k(b — a)

neboli B
5=5@—@. )

Ze vztahi x = da, y = 0b a z (2) plyne
k k
xZE(b—a)(h y=§(b—a)ba 3)

kde % je vhodné Cislo celé. ZkouSkou se presvédcime, Ze
feSeni (3) vyhovuji rovnici (1), jestlize kab = n.

Nyni rozie$ime danou tlohu. Je-li n liché, zvolime 2 =
= 1,a = 1, b = n (a, b jsou nesoudélnd) a dostaneme
reSeni

1 1
x:E(n—l), y:—z—n(n~l).

= ’ ’ n . e
Je-li sudé, zvolime k=2aa=1,b= 5 (a, b jsou opét
nesoudéIné) a dostaneme Feseni

1 1
xzz(n——Z), yzzn(n—Z).
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Uloha je tedy feSitelnd pro viechna pfirozend &islan > 1.

C—-1—-4

V prostoru je ddna krychlova sit (obdoba Ctvercové sité
v rovin€). MfiZovymi body nazyvame vrcholy krychli této
sité. Zvolme kvadr o rozmérech a, b, ¢, ktery je sloZen
z a.b.c krychli sité¢. Oznacime 7, s a h polet mfiZovych
bodl po fadé leZicich uvnitf kvadru, uvnitf stén kvadru
a uvnitf hran kvddru. DokaZte, Ze pro objem V kvadru
plati:

s h
VentirZin.
et b+
ReSeni. Polet miiZovych bodii leZicich uvnité daného

kvadru je
n=(a—1b—1)Cc—1). €))

Pocet mriZovych bodi leZicich uvnitf stén je

s=2a— 1) — 1)+ 206 — 1)c — 1) +

+ 2(c — I)(a — 1). 2
Pocet mriZovych bodu leZicich uvnitf hran je
h=4a— 1)+ 40— 1)+ 4c —1). 3)

Z (1), 2), (3) plyne
Mo b= (@ 1~ e — 1)+

+@—-De—-D+E-Dec—D+(C—@—1)+
+@—-D+@¢—-D+C—1.
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Pri dalsi upravé dostaneme

s h
R CE RV R
de—1D+1]-1=
=abc—1=V—1,
nebot pro objem kvadru plati V' = abc.

C—1-5
Je-li v délka nejmensi vysky trojahelniku a P jeho obsah,
pak plati
DokaZte. Kdy nastane rovnost?

Reseni. Dokazovand nerovnost je ekvivalentni s ne-
rovnosti

, v? < P)/3 (1)
nebo také s nerovnosti

1 =
= — al/' 3, 2)
2
kde a je strana prislusnd k nejmensi vySce v; proto je a

nejvétsi strana daného trojuhelniku. Proto je dale ahel «
lezici proti strané a nejvétsi thel a plati pro néj

o« = 60°
(v pfipadé « << 60° by platilo také g < 60°, y < 60°5
o + B + v < 180° coZ je spor.)

84



Vrchol A leZici proti strané a je uvnitf Gsece s tétivou a
a obvodovym uhlem velikosti 60° (obr. 13). Nejvétsi mozna
délka nejmensi vysky A ABC je tedy vyska rovnostranného

1 =
trojuhelniku BCV, tj. Eal,‘ 3. Plati tedy (2), (1) i dokazo-

vanid nerovnost. Rovnost nastane jen pro rovnostranny
trojuhelnik.

C—-I—-6

Je déna kruZnice k a jeji tétiva AB. Sestrojte mnoZinu
t&ZiSt vSech trojuhelniki ABX, kde X je bod kruZnice k.
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ReSeni. Oznalime-li M stied tétivy AB (obr. 14), je
t&zi8t¢ X, trojuhelniku ABX, obraz bodu X, ve stejno-

lehlosti se sttedem M a koeﬁcientem% (t&zist€ deéli téz-

nici v poméru 2: 1). Obrazem kruZnice % je kruZnice %',
kterd po vyloufeni bodd A4’, B’ je hledanou mnoZinou
bodii. KruZnici & sestrojime pomoci tff boda: 4', B', X,.
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KATEGORIE Z

Z—-1-1
Najdéte vSechna cela nezaporna Cisla n, pro ktera je podil

1260 : (3n + 1)
pfirozené Cislo.

ReSeni. Jde o to, nalézt vSechny kladné délitele Cisla
1260, které lze vyjadrit ve tvaru 3n + 1, tj. délitele, které
pfi déleni tfemi davaji zbytek 1. Pfedné je to ¢islo 1 (pro
n=0); je-li » >0, je 3n+1>1 a &slo 3z + 1 je
vytvofeno pomoci prvocinitelti ¢isla 1260. Vyjadiime tedy
Cislo 1260 jako soucin prvocinitela

1260 = 2.2.3.3.5.7

a k jednotlivym prvocinitelim pfipiSeme zbytky pfi déleni
tfemi:

Prvocinitel 2 ‘ 2

3 5‘7

Zbytek 2‘2 0 2‘1

Utvorime ty délitele Cisla 1260, jeZ nejsou nasobky tfi,
a pripiSeme k nim zbytky pfi déleni tfemi (ndsobek tfi
nelze totiZ napsat ve tvaru 3z + 1):
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Délitel 2 5 7 | 2.2 ‘ 25 | 27 !
Zbytek 2 2 ] 1 ’ 1 ‘ 1 2 }
Délitel 57 | 225 | 227 | 257 | 2257

Zbytek 2 2 | 1 | 1 | 2

Dostivime tedy mimo n = 0 je$té tato feSeni:

3n 41 714 10'28 70
" 2‘1 3‘9 23

Z—-1-2

Domy ve v&tsich obcich byvaji oznaeny nejen popis-
nymi Cisly, ale je$té tzv. orientaCnimi Cisly, a to takto:
V kazdé ulici jsou oznaceny domy po jedné jeji strané po
fadé &isly 2, 4, 6, . . . , na druhé strané 1, 3, 5, . . . . Kolik
domt m4 ulice, jestliZe na kazdé jeji strané je pravé n
domi, jejichZ orientacni Cislo obsahuje aspoii jednu Cislici
4, Ulohu feite proa)n = 6,b) n = 9.

ReSeni. a) n = 6. Na strané sudych &isel jsou ,,Ctyi-
kové*“ domy
4, 14, 24, 34, 40, 42 .

Na strané lichych &isel jsou ,,Ctyfkové® domy
41, 43, 45, 47, 49, 141.

Na obou stranich je tedy 21 + 71 = 92 domt.
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b) n = 9. Na strané sudych disel jsou ,,étyfkové® domy
4, 14, 24, 34, 40, 42, 44, 46, 48 .
Dum ¢. 48 vSak nemusi byt posledni, za nim miize byt
jesté dm ¢. 50 a pfipadné ¢. 52.
Na strané lichych disel jsou ,,étytkové® domy
41, 43, 45, 47, 49, 141, 143, 145, 147 .

Na obou stranich je tedy 24 + 74 = 98 domi nebo
25 + 74 = 99 domu nebo 26 + 74 = 100 domad.

Z—-1-3

Kruhova usec je omezena obloukem a tétivou kruZnice.

a) Vyjadrete délku tétivy pomoci poloméru kruZnice r
a pomoci vzdalenosti stfedu oblouku od tétivy (tzv. vysky
usece).

b) Sestrojte Gsed, jejiZ tétiva ma délku rovnou jeji vysce.

ReSeni (obr. 15). Podle Pythagorovy véty pro AAMS
(M je stied tétivy AB) plati

1
rzzztz—l—(r—v)z.

Obr. 15
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Po uprave

t = 2)/v(2r — ). (1)

Dosadime-li do vzorce (1) ¢ = v, dostaneme po tupravé
8

V= '25“7' . (2)

Pomoci vzorce (2) provedeme konstrukci.

Z—-1-—-14

Sestrojte rovnoramenny lichobéZnik KLMN, kterému

Obr. 16

Ize vepsat kruZnici, je-li dina délka d jeho ramene a polo-
mér ¢ vepsané kruZnice. UrCete podminku fesitelnosti.

Reseni (obr. 16). Ukolem je sestrojit ke kruZnici % o po-
loméru p dvé rovnobé&Zné teCny, v nichZz budou leZet za-
kladny hledaného lichob&Zniku, a pak urCit sméry jeho
ramen. RovnobéZné teny ke kruZnici 2 ozname p, ¢
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a pozadujme, aby vétsi zdkladna lichobéZniku leZela
v pfimce p. Oznacme A, B body dotyku pfimek p, ¢
s kruZnici £ (4 € p, B € ¢q). Zvolime jednu z polorovin
uréenych pfimkou 4B a v ni na pfimce p sestrojime takovy
bod C, Ze BC = d. Pfimkou BC je pak urfen smér jednoho
z ramen hledaného lichobéZniku. Toto rameno prochazi
prusecikem T kruZnice £ a kolmice n spusténé z bodu §
na BC. Druhé rameno lichobé&Zniku sestrojime pomocf
symetrie podle osy o = AB.
Podminka feSitelnosti je ziejmé

20<d.
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