Goniometrické funkce v elementarni matematice

Kapitola 5: Hlubsi trigonometrické vztahy

In: Radka Smykalova (author): Goniometrické funkce v elementarni matematice. (Czech). Brno,
2016. pp. 163-185.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/404320

Terms of use:

© Akademické nakladatelstvi CERM
© Nadace Universitas v Brné
© Cesk4 matematické spole¢nost

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/404320
http://dml.cz

Kapitola 5

Hlubsi trigonometrické vztahy

5.1 Trigonometrické identity

Trigonometrie, jak jsme ji poznali v kapitolach 2 a 3, je matematicky obor, ktery vznikl z potieb
lidi prakticky po¢itat délky stran a velikosti thlt konkrétnich trojuhelnikt. K tomu matematikové
vyvinuli aparat goniometrickych funkci, s jejichz pomoci dokazali teoreticky vyjadfit vztahy mezi
zkoumanymi prvky obecného rovinného trojihelniku. Patfi k nim nejen strany a vnitini ahly, ale
také vysky a téZnice trojihelniku, poloméry opsané, vepsané a pripsanych kruznic, délky os vnitinich
ahlt. Seznam téchto prvki lze déle rozsifovat napf. o thly mezi stranami a téznicemi, vzdalenosti
Cesti zajemci o tyto vysledky dobre znaji knihu [27], ktera je jejich bohatou kolekei opatfenou po-
drobnymi ditkazy. Nebudeme proto vysledky odtud reprodukovat, misto toho se zaméfime detailné
na vztahy, ve kterych vystupuji pouze hodnoty goniometrickych funkci argumentt rovnych vniti-
nim thlim «, 3,y libovolného trojihelniku ABC nebo riznym jejich ndsobktm. Takové vztahy se
objevuji v rozliénych priruckach ¢ sbirkich v nepfeberném mnoZstvi, nejznaméjsi z nich (uvedené
i v knize [29]) se ,vytrvale® opakuji, proto v celém textu nebudeme uvadét zadné odkazy. Jeho
piinosem bude vyklad s diirazem na vzajemné souvislosti jednotlivych vztahi a metodologii jejich
odvozovani zpusobem, jaky jsme v literatufe v takto ucelené podobé nenasli. Vyuzijeme k tomu
samoziejmé aparat goniometrickych vzorcti z predchozi kapitoly.

Vychozim poznatkem pro nas vyklad bude zavislost t¥i kosini
cos? o + cos? B + coster 2cosacosfBcosy =1,

kterou jsme v podkapitole 3.4 odvodili jako linearné-algebraicky disledek trigonometrické véty o pri-
métech, tedy bez uziti jakéhokoliv goniometrického vzorce. S ohledem na zaméfeni naseho textu
nebude zbytetné, kdyz nyni podame jesté druhy dikaz uvedené zakladni trigonometrické identity.!
Psali jsme o ni i v FeSenf piikladu 4.5.13, v némz jsme se na diikaz této identity, ktery uvedeme az
nyni, odvolali. Z rovnosti oo+ 54+ = 7 plyne cosy = — cos(a + ), takze rozdil levé a pravé strany

!Terminem identita budeme zdiraziiovat, ze dotyény vztah plati pro vnitini ahly o, 8, 7 libovolného trojihelniku.
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KAPITOLA 5. HLUBSI TRIGONOMETRICKE VZTAHY

dokazované identity miiZzeme s vyuZzitim bé&Znych goniometrickych vzorct upravit takto:

cos? o+ cos? B + cos? v + 2cos acos fcosy — 1 =
= cos? a + cos? B — cos(a + ) [2cos avcos § — cos(a + )] — 1 =
= cos? a+ cos? B — cos(a + B) -cos(a — B) — 1 =

= cos’a + cos? f — % (cos[(a+ B) + (= B)] +cos[(a+ B) — (= P)]) =1 =

1 +4cos2a n 1+cos28 cos2a cos2f

—1=0.
2 2 2 2 0

Tim je druhy dtkaz ukoncen. Jeho piinos spociva v tom, Ze jsme zkoumanou rovnost odvodili
z jediného predpokladu a + 8 + v = m, ktery spliwji i jiné trojice (o, 8,7v) redlngch Eisel nez ty,
které jsou vnit¥nimi thly nékterého trojuhelniku — takové jsou pravé ty trojice (a, 3,7), jez jsou
tvofeny kladnymi ¢isly, nebot z rovnosti o + 8 + v = « pak plyne «, 8,7 € (0, 7). Jak uvidime, je
to spole¢ny rys vétsiny trigonometrickych identit, Ze totiz plati pro kazdou trojici z mnoziny

T ={(a,8,7) ER? at f+y=r},
zatimco trojice vnitfnich ahla v8ech trojthelniki tvofi uzsi mnozinu
T = {(a,ﬂ,’y) E]Ri: a+ﬂ+’y:7r},

kde Ry znadi interval (0,00). Prvni vysledek této kapitoly tedy zapiSeme vztahem

‘V(a,ﬂ,y) € J: cos?a+cos? B+ cosy =1 720050&0085608’7‘ (5.1)

a z provedeného dukazu jesté ,,vytézime* metodicky obrat: pro libovolnou funkei F' t¥{ proménnych
plati implikace, kterou zapiSeme v neobvyklém sméru?

V(e,,7) € T: F(a,8,9) =0 <« V(a,8) €R*: F(a, f,m —a— ) = 0. (5:2)

Pfinasi prace s mnozinou 7 (namisto 7)) pii zkouméani trigonometrickych identit ngjaké skutetné
(neformaln{) vyhody? Kladnou odpovéd nam piinese tvaha o dvou implikacich

2 7 2 7 2
(,8,7) € T = (m—2a,m = 28,1 —2y) € T,

(@By) €T = (”‘“ m—# ”‘7) e,

které plati diky tomu, Ze z a + 8 + v = 7 plynou rovnosti

7r—a+7r—6+7r—'y_37r—(oc+5+’y)_37r—7r
2 2 2 2 2

(m—20)+ (m—=2B8)+(m—2vy) =31 —2(a+S+v)=31—2r=m.

=T,

K odvozovacimu pravidlu (5.2) tak miZeme pfipojit dalsi dvé pravidla, totiz

T—a =0 m—7%

W)€ TP =0 > Wapmeir (TR T 20 6y

2Misto implikace jsme samoziejmé mohli napsat ekvivalenci, cht&li jsme vSak zdiiraznit smér, ktery pii odvozovani
identit vyuzivame.
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5.1. TRIGONOMETRICKE IDENTITY

V(a7ﬁ77)€y:F(a7ﬁ77):0 = V(CM?ﬁv’Y)Ey:F(Triza?ﬂ-*Qﬁaﬂ—iQ’Y):O' (54)

Kdybychom pracovali pouze s mnozinou 74, byli bychom ,,ochuzeni® o pravidlo (5.4), nebot hodnoty
m —2a,m — 23,7 — 27 jsou kladné pouze v piipads, kdy trojice (o, 8,7) je tvofena vnitinimi thly
ostrothlého trojuhelniku, takze rovnost F(m — 2o, m — 28,7 — 2v) = 0 bychom museli pro ostatni
trojﬁhelniky dokazovat jinymi prostfedky

rozsifovat, naprlklad pridat prav1dlo
Y(a,B8,7) € T: F(a,8,7) =0 = V(a,B,7) € T: F(21 —5a,21 — 58,21 — 57) = 0,

pro Gcel naseho textu jsou vSak vyse uvedend pravidla postacujici.
Nyni jiz mame v8e pfipraveno k tomu, abychom z jediného zakladniho vysledku (5.1) odvodili
osm dalgich trigonometrickych identit. Nejprve uzitim pravidel (5.3) a(5.4) diky pFevodnim vzorctim

™=

cos —5— = sing a cos(m — 2z) = — cos 2x
z identity (5.1) obdrzime
Y(a, B,7) € T : sin? %4 sin? 5 tsin? ) =1- QSingsiné sin (5.5)
T 2 2 2 2 2 2
a
Y(a, B,7) € T cos? 2a + cos? 28 + cos? 2y = 1 + 2 cos 2 cos 23 cos 2. (5.6)

Rovnosti (5.1), (5.5) a (5.6) 1ze na zakladé goniometrickych jednotek prepsat do vyjadfeni pro souéty

sin? a4 sin® 8 + sin®y,  cos 2 + cos? g + cos? % a  sin®2a + sin? 283 + sin? 2v;
podobné na zékladé vzorci
2 1+ cos 2z .92 1l—cosx 24 1+ cos4x
cos’c=———, sin“—-=—— a cos’2e=—-—
2 ’ 2 2 2

lze tytéz vysledky (5.1), (5.5) a (5.6) pfevést na identity pro soucty
cos2a + cos 23 + cos 2y, cosa—+cosf+cosy a cosda+ cosdf + cosdy.

Shrneme-li vSechny zminéné diisledky (5.1), dostaneme piehlednou tabulku rovnosti

coszoz+cos2[3+00527:172cosacosﬁcos7 sin2a+si112ﬂ+sin2'y:2+20()sacos[3005'y
2 B 27 La oy 2 B Lo . By
cos? 2+cos + cos 2—2—5—251n251n251n2 sin? 2+sm + sin? 2—1 251n251n251n2
cos® 2a 4 cos® 28 + cos® 2y = 1 + 2 cos 2 cos 283 cos 2y sin® 2a + sin® 28 + sin® 2y = 2 — 2 cos 2av cos 23 cos 2y
cosa+cosﬁ+00s7:l+4sin%sin§sin% sina+sinﬂ+sin7:4cos%cos§cos%
cos 2« + cos 23 + cos 2y = —1 — 4 cos acos B cosy sin 2« + sin 23 + sin 2y = 4 sin asin B siny
cos4da + cos 4 + cos 4y = —1 + 4 cos 2a cos 23 cos 2y sin 4a + sin4f + sin 4y = —4 sin 2a sin 23 sin 2y
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KAPITOLA 5. HLUBSI TRIGONOMETRICKE VZTAHY

s vyjimkou poslednich ti¥i vztaha z pravého sloupce, které patrné zadnou algebraicky snadno vyja-
dfitelnou souvislost s ostatnimi identitami nemaji. Dfive nez se budeme vénovat jejich dikaztim,
povsimnéme si tvaru pravych stran rovnosti z celé tabulky: jsou v nich zastoupeny vSechny souciny
tvaru f(ka)f(kB)f(kv), kde f je libovolnd z funkef sinus, kosinus a k € {1, 1,2}.

Dokazeme-li jeden ze t¥{ dosud neovéfenych vztahi

Y(a, B,7) € T : sin2a + sin 20 + sin 2y = 4 sin asin B siny, (5.7)

budeme moci k (5.7) uplatnit pravidla (5.3) a (5.4) a ziskat tak zbyvajici dvé identity pro soucty
sina + sin # + sin+y a sin4a + sin 4 + sin 4+ diky pfevodnim vztahim

. ) . m—T
sin(m —z) =sinz, sin

= cos g, sin2(m — 2x) = —sindz, sin(7m — 2x) = sin 2x.

Zabyvejme se proto pouze dikazem (5.7). VyuZijeme pfi ném (i kdyZ ne aplné diisledné) osvédéené
univerzalni pravidlo (5.2). Ze substituce v = m — a — 3 plynouci vztahy siny = sin(a + ) a
cosy = — cos(a + ) aplikujeme spolu s béznymi vzorci takto:

sin 2a + sin 28 + sin 2y = 2sin(a + 8) cos(a — B) + 2siny cosy =
£8my

= 2siny[cos(a — B) — cos(a + B)] = 2sin-y - 2sin asin .

Dukaz (5.7) je hotov, takZe vSechny rovnosti z nasi tabulky plati pro libovolnou trojici (o, 8,7) € 7.
7Z tady jejich dusledki vypiSeme jesté dvojici identit s pomérné jednoduchym zapisem

Cos%—&-cosg—&-cos% :4cosal_ﬂcosﬂ:ﬂycosﬂyza
sin%+sin§+sin% :l+4sinazﬂsinﬁ:7sinvza

plynoucich z identit pro sina + sin 5 + siny a cos a + cos 8 + cosy uzitim odvozovaciho pravidla

(5.3), prevodnich vztahii sinz = cosy za podminky z + y = T a rovnosti

T—a B+y "a-8 a+y 7w—-7 a+p

4 4 4 4 4 4
K prvni uvedené tabulce jesté dodejme, Ze posledni tii rovnosti z jejtho pravého sloupce se
v literatufe nékdy zapisuji v podobé z néasledujici tabulky:

in & in 2 in 2
sin § sin 5 sin 3 5
cos Zcos I cos§cosy  cos S cosd
2 2 2 2 2 2
cos « cos 3 cosy
sin Bsiny  sinasiny = sinasin
cos 2« cos 23 cos 2y 9
sin28sin2y  sin2asin2y  sin2asin28

Odvodime je, kdyz uzijeme vzorec sin 2z = 2sin x cos x pro s¢itance z levych stran rovnosti z tabulky
a poté rovnosti vydélime souciny z jejich pravych stran. Zdiraznéme, Ze vypsané rovnosti plati jen
pro ty trojice («, 8,7) € 7, pro néz maji zastoupené zlomky nenulové jmenovatele. Znamena to, ze
prvni dvé z téchto t¥i rovnosti plati pro vnitni ahly «, 3, libovolného trojuhelniku, u tfeti rovnosti
vSak musime predpokladat, Zze trojihelnik neni pravouthly.

V druhé ¢asti naseho vykladu o trigonometrickych identitach s funkcemi sinus a kosinus uvedeme
a dokazeme zajimavé vztahy ponékud jiného druhu, totiz

V(e B,7) € T : sinacos Bcosy + cos asin 3 cosy + cos acos B siny = sin asin 5 siny (5.8)
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5.1. TRIGONOMETRICKE IDENTITY

=

V(a, B,7v) € T cosasinfsiny + sinacos Bsiny + sinasin B cosy = 1+ cosacos fcosy. (5.9)
Pro rozdil levé strany a pravé strany rovnosti z (5.8) plati

(sin cvcos Beos 7y + cos asin Beos ) + (cos acos Bsiny — sin asin Bsiny) =

= cosy -sin(a + B) +siny - cos(a + ) =sin(a + S+ ) =sin7m =0,

¢imz je dukaz (5.8) ukoncen. Podobné pfistoupime i k ditkazu (5.9), kdy upravime rozdil levé strany
rovnosti a souéinu cos a.cos (3 cosy z pravé strany:

(cos ausin Bsiny + sin v cos Bsiny) + (sin asin Bcos ¥ — cos a cos feos y) =

= siny - sin(a 4 ) — cos~y - cos(a + ) = siny + cos? v = 1,

pfitom jsme znovu vyuzili vztahi siny = sin(a 4+ ) a cosy = —cos(a + 3), znamych disledki
rovnosti o + B + v = 7 uréujici trojice (o, B,7v) z 7. Tim je i dikaz (5.9) hotov. Je mozné, ze
k vysledkim (5.8) a (5.9) piivedl matematiky napad vyuZzit rovnosti

sinfa+ 8 +7v) =0 a cos(a+ B +v)=—-1

a rozvinout jejich levé strany podle sou¢tovych vzorct na soucet éinitela £ f (a)g(8)h(v), kde (f, g, k)
jsou ruzné variace z funkei sinus a kosinus.

K dokazanym vztahtim (5.8) a (5.9) miZeme jako dfive uplatnit odvozovaci pravidla (5.3) a (5.4).
Nebudeme uZ tentokrat vypisovat pievodni vzorce, které nas takto dovedou k celkovému zavéru, ze
pro libovolnou trojici («, 8,7) € 7 plati rovnosti z dalsi tabulky:

sin a cos 3 cos v 4 cos asin B cosy + cos acos B siny = sin asin 5 sin y

cos asin Bsiny 4 sin avcos B siny + sin asin B cosy = 1 + cos a cos 3 cosy

[ .« . .a . f @
cos§sm§sm’l+smfcosﬁsm1+smfsmfcosl=cosfcosécosl

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
in @ cos 2 cos Y @ in B cos? ® osPsin Y — 14 sin @ sin B sin 7
sm2c0520052—i—coszsm2cos2+cos2c08251n2—1—i-sm2$1n251n2

sin 2a cos 23 cos 27y 4 cos 2a sin 23 cos 27y 4 cos 2a cos 23 sin 2y = sin 2asin 23 sin 2y
cos 2a:sin 23 sin 27y + sin 2a cos 20 sin 27y + sin 2asin 253 cos 2y = —1 + cos 2a cos 2/3 cos 2y

Vsimnéme si, Ze v pravych stranidch vSech Sesti zapsanych rovnosti vystupuji stejné souciny
f(ka) f(kB)f(kv), které jsme vypozorovali v pravych stranach rovnosti z prvni tabulky. Z dvojich
vyjadreni téchto soucint tak miZzeme ziskat fadu dalsich (ponékud ,delsich®) trigonometrickych
identit, jako je napiiklad vztah

Y(a, B,7) € T: (sin?2a +...) + 2(cos 2asin2Bsin 2y +...) =0,

v obou zévorkach jsme vypsali pouze prvni ze t¥i s¢itancu pfislusnych symetrickych souc¢ti. Pozna-
menejme k tomu, Ze jsme se dosud zabyvali pouze trigonometrickymi rovnostmi F(«, 3,7) = 0, ve
kterych byla F' symetrickd funkce proménnych «, 8,~. Trigonometrické identity bez této vlastnosti
takovy vyznam v teorii nemaji a najdeme je v literatufe jen poskrovnu. Piikladem je vztah

2

Y(e, 8,7) € T : sin(a — B) - siny = sin? a — sin? 3,
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jehoz ovéreni je trivialni, kdyz za siny dosadime sin(a + ) a upravime. Za pozornost stoji i dalsi
nesymetrickd identita, kterou dostaneme, kdyZz v rovnosti z kosinové véty nahradime délky a,b,c
stran trojtihelniku ABC trojici hodnot sin «, sin 3, sin 7, jez je podle sinové véty trojici a, b, ¢ tmérna:

a2 =0+ —2ccosa = sin’

a = sin? B + sin® v — 2 cos acsin Bsin .

Posledni rovnost tedy plati pro libovolnou trojici (a, 8,7) € Z4. Abychom ji dokazali i pro v8echny
trojice z 7, mohli bychom zvolit osvéd¢eny postup eliminace jedné z proménnych «, 3,7 a né-
slednych ekvivalentnich tprav. Pou¢néjsi v8ak bude, kdyz zkoumanou rovnost porovname s prvni
rovnosti z pravého sloupce dfive uvedené tabulky, kterou ziejmou tpravou piepiSeme do tvaru

2o = cos? B + cos® v + 2 cos a cos B cos .

sin
Vidime, Ze z této jiz dokdzané identity dostaneme novou identitu evokujici kosinovou vétu pomoci
nového odvozovaciho pravidla

V(@ Br) € T: Flafin) =0 = W@pBy) €T F(r—a,5—p5—7)=0,

jehoz platnost plyne ze ziejmého vypoctu
w ™
(71'704)+(576) +(§ffy> =2r—(a+B8+y)=2n—7=m.

Timto novym pravidlem lze ,opracovat® kazdou ze symetrickych rovnosti piivodni tabulky a ziskat
tak novou tabulku nesymetrickych identit pro trojice («, 8,v) € 7, kterou nyni uvedeme. Podrobna
odvozeni pro jejich zfejmost zde vypisovat nebudeme, kromé nového pravidla lze v pribéhu téchto
vypod¢ti pouzivat i dFivéjsi pravidla (5.3), (5.4) a rovnéZz goniometrické jednotky spolu se vzorci
cos2z = 2cos?x — 1 = 1 — 2sin? z. Vysledné identity zapiSeme v podobé analogické jako v prvni
tabulce na str. 165.

cos® a — cos® B — cos® v = —1 + 2 cos asin Bsiny sin? a — sin? 8 — sin® v = —2 cos asin Bsiny
cos’ % — cos’ g — cos? g = —2sin % cos g cos % sin’ g — sin’ g —sin® % = —142sin % cos g cos%
cos® 2a — cos? 28 — cos® 2y = 2 cos 2avsin 23 sin 2 sin® 2o — sin® 28 — sin® 2y = —1 — 2 cos 2a sin 23 sin 2
cosa —cosf3 —cosy =1—4sin % cos g cos% sin a — sin § — siny = —4 cos % sin g sin%
cos 2 — cos 23 — cos 2y = —1 4 4 cos asin B siny sin 2a — sin 2 — sin 2y = —4sin a cos B cosy
cosda — cos 48 — cosdy = —1 — 4 cos 2asin 23 sin 2y sin4a — sin4f — sin 4y = 4 sin 2« cos 23 cos 2y

Prejdeme nyni k trigonometrickym identitdm s funkcemi tangens a kotangens. Protoze tyto dvé
funkce jsou podily funkei sinus a kosinus, muzeme kazdou takovou identitu piepsat jako identitu
s funkcemi sinus a kosinus. Zapisim s funkcemi tangens a kotangens davame pfednost zejména
tehdy, kdyZ maji jednodussi tvar nez piislusné zapisy s funkcemi sinus a kosinus. Nevyhodou téchto
zapist ovSem je, Ze pro nékteré trojice («, 3,7) € 7 ztraceji smysl, nebot hodnoty tgx a cotg x pro
néktera z € R nejsou definovany.

Prakticky vSechny jednoduché trigonometrické identity s funkcemi tangens a kotangens jsou
v uvedeném smyslu prepisy identit s funkcemi sinus a kosinus, které jsme diive odvodili a zapsali
Sesti vztahy z tabulky na str. 167. Pfedpokladame-li napiiklad, Ze pro trojici (a, 8,7) € 7 plati
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5.1. TRIGONOMETRICKE IDENTITY

sinasin Bsiny # 0, jako je tomu v pfipadé, kdy («,,7) € 4, pak po vydéleni rovnosti (5.8)
uvedenym souinem dostaneme rovnost

cotg a cotg 4 cotg a cotg v + cotg S cotgy = 1,

ktera proto plati pro vnitini thly «, 8, libovolného trojtihelniku.
Podobné za predpokladu cos acos 3 cosy # 0 dostaneme vydélenim (5.9) rovnost

tga+tgf+tgy =tgatg Sy,
ktera tudiz plati vzdy, kdyz trojthelnik s vnitfnimi thly «, 5,7y neni pravoihly. Zopakujeme-li

proceduru dvojiho déleni s kazdou z dalsich identit v tabulce na str. 167, dostaneme dohromady 12
rovnosti, které nyni zapiSseme do dvou tabulek. V prvni z nich

tga+tgf+tgy =tgatgBtgy
tg2a + tg 20 + tg 2y = tg 2atg 20 tg 2y
B B
2 2
cotg avcotg B + cotg o cotg vy + cotg S cotgy = 1
cotg 2a cotg 23 + cotg 2a cotg 27y + cotg 28 cotg 2y = 1
B
2

a a7 Y
—t —tg< tg Ll =1
th g +tg2tg2+tg g2

Y _ cotg® cotg? cotg )
+ cotg2 = cotg 2 cotg o) coth

o
cotg§ + cotg

jsou v8echny rovnosti tvaru « + y + z = xyz, resp. vy + xz + yz = 1, jez po pfepisu do podoby

T4y 1—ay
, resp. z=—"
1 -2y Tr+y

evokuji souctové vzorce pro tangens a kotangens a tak naznacuji, Ze rovnosti z tabulky lze dokézat
pFimym postupem pomoci substituce v = m — a — 3. Ve druhé tabulce

1
tgatgf+tgatgy +tgftgy =14 ——7——
cos a cos [ cos y
1
tg2atg25+tg2atg2'y+tg2ﬂtg2’y=l—m
a B Y a B v 1
tg= +tgs +tgL =tg=tgttgt 4 ——
63 Ty T8y 83 "85 83 cos%cos%cos%

cotg o + cotg B + cotgy = cotg acotg fcotgy + ———————
sin o sin 3 sin -y

1

cotg 2a + cotg 23 + cotg 2y = cotg 2a cotg 2 cotg 2y — m

« B « ¥ B ¥ 1
cotg— cotg= 4 cotg~ cotg~ - cotg—cotgr =14+ ———7——
83 %3 83 8y 83 08y sin & sin 2

sin X
Sim 2

jsou zapsany slozitéjsi rovnosti, ve kterych vystupuje vzdy dvojice funkei tangens a kosinus, resp.
kotangens a sinus. Zduraznéme, Ze kazdé z 12 rovnosti v poslednich dvou tabulkach plati vzdy pro
vechny ty trojice («, 3,7v) € 7, pro které maji vSechny zastoupené hodnoty funkce tangens, resp.
kotangens smysl.

Na tplny zavér naseho vykladu o trigonometrickych identitdch uvedme pozoruhodnou skuteé-
nost, ze tutéz pomérné jednoduchou algebraickou rovnici

Q+z2)14+y)(1+2) =2(1+2yz)
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spliiuji hodnoty z,y, z rovné jednak tgg, ‘cg%7 tg7, jednak cotgg, cotg%, cotgZ pro libovolnou trojici
(o, B,7) € 7, pro kterou je uvedené trojice hodnot tangens, resp. kotangens definovana. Oba
dotyc¢né vztahy

(1 +tg%> (1 + tgg) (1 T tg%) =2+ th% tgg tg%

4 4

(1 + cotg%) (1 + Cotg%) (1 + cotg%) =2+ QCotg% cotgg cotgl

ovéiime soucasné tak, Ze je pfedem prepiSeme do téze identity

(sin ol + cos g) sin é + cos é (sin 7 ~+ cos 1) = 2sin & sin é sin 7 + 2 cos & cos é cos l.
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

Tu nyni dokédZzeme tak, Ze nejprve v levé strané roznasobime jen podle treti zavorky, Cleny z pravé
strany prevedeme na levou stranu, v niz pak ¢leny sdruzime do dvojic ¢asteénym vytykanim. Do-
staneme ekvivalentni rovnost Asin% + Bcos% = 0 s koeficienty A, B, které vypiSeme a rovnou
upravime:

A= (sin%+cos%) (siné—i—cos%) —2sin%sin§ =
:singcosé+cosgsin§+cosgcos§fsingsiné:sina+ﬁ+cosa+ﬁ
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 7
B = (sin%+cos%) (sin§+cos§> —2005%005% =
:singcosﬁ—l—cosgsiné+singsiné—cosgcosé:sina+ﬂ—cosa—+6,
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

Proto s ohledem na a + 8 + v = 7 plati

Asin%—l—Bcos%:(sinazﬁ—i-cosazﬁ)sin%+(sin#—cosal_ﬁ>cos%:
= sina+ﬁcosz+cosa+ﬁsinz — cosa—i_ﬁcosl—sinwsinz =
N 4 4 4 4 4 4 4 4)

*sina+5+7—cosa+’8+7*sinz—cosﬁfé—éfo
o 4 4 ! 4 2 2

a tim je zkoumana identita dokdzana pro kazdou trojici («, 8,7) € 7.

5.2 Trigonometrické nerovnosti

V druhé ¢asti nasi kapitoly vénované hlubsim trigonometrickym vztahim se budeme vénovat
nerovnostem pro ruzné goniometrické vyrazy zavislé na vnitinich thlech «, 3, libovolného troj-
dhelniku. Jednotlivé piiklady takovych nerovnosti najdeme pfedevsim ve sbirkdch tloh matema-
tickych soutézi, asi desitka nejznaméjsich nerovnosti je dokézana v kapitole II knizky [33]. Snad
nejuplngjsi prehled dotyénych nerovnosti je podan v kapitole 2 sbirky [23], u vétSiny ze zhruba 60
zafazenych prikladi je v8ak namisto ditkazu uveden odkaz na ¢asopisecky zdroj, odkud byl vysle-
dek prevzat. Vyuzijme proto — stejné€ jako u trigonometrickych identit — piilezitost k ucelenéjsimu
vykladu o trigonometrickych nerovnostech, nezli mohou podat autofi sbirek pii feSeni izolovanych
tloh. Elementarnimu tvodu do zkoumané problematiky jsme nedavno vénovali ¢lanek [39].
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Zatnéme metodickym vykladem postupti, které vyuzivame pii dikazech tvrzeni, Ze urcita nerov-
nost F(a, 3,7v) > 0 plati pro vnitini ahly «, 8, kazdého trojihelniku. V podstaté je vzdy mozné
jednu z proménnych «, 8,7 eliminovat, tedy naptiklad dosadit v = m —a — 3, poté dokazovat nerov-
nost F(a, 8, m —a — ) > 0 pro libovolna «, 8 € (0, 7) splitujici podminku « + 8 < w. Pokud vSak
méame k dispozici néjakou trigonometrickou identitu s vyrazem zastoupenym v zadané funkci F,
vyplati se Casto od zminéné eliminace upustit a hledat rovnou algebraicky dikaz ptvodni nerov-
nosti F(a, 8,7v) > 0. U vétsiny piikladi pfitom vystacime s poznatky o kvadratickych nerovnostech
a se znalosti nékterych klasickych nerovnosti, jakymi jsou zejména nerovnosti mezi kvadratickym,
aritmetickym, geometrickym a harmonickym priimérem nebo Cauchyova-Schwarzova nerovnost.?
Uvedme proto nejdrive piehled nerovnosti, které budeme v nasich dikazech skute¢né potiebovat.
Budou to predevsim kvadratické nerovnosti

N1: a2y 42z +yz < 2 + 3% + 22, N2: (z+y +2)? < 3(2? + % + 22),
N3: 3(zy + 22 +y2) < (x +y + 2)%,

které spliwuji libovolna redlnd ¢isla x,y, z. Pro rozdil pravé a levé strany nerovnosti N1 totiz plati

(@ +y*+2%) — (ay+az+yz)==(z—y)

N =

coZ je kladna hodnota, neplati-li x = y = 2z, kdy v N1 nastane rovnost. Nerovnosti N2 a N3 jsou
ziejmé s dokdzanou nerovnosti N1 ekvivalentni, jak je mozné se pfesvéd¢it snadnym roznésobenim.
Dalsi potiebna nerovnost

N4: 3abc < A+ +

plati pro libovolna nezdpornd &isla a, b, c. Plyne to z rozkladu
a® + b+ —3abe = (a + b+ c)(a® + b* + ¢ — ab— ac — be),

pritom druhy ¢initel v pravé strané je nezaporny podle N1. Nerovnosti mezi geometrickym, aritme-
tickym a kvadratickym primeérem

N5: m<a+b+c< 2 a2+b2+02
' - 3 -V 3

plati rovnéz pro kazdou trojici nezdpornijch ¢isel a, b, ¢, nebot leva, resp. prava nerovnost je disled-
kem N4, resp. N2. Posledni potifebny vysledek, totiz nerovnosti mezi geometrickym, harmonickym
pramérem a mocninnym primérem stupné —2 libovolné trojice kladnijch ¢isel a, b, ¢ zapiSeme v po-
nékud upraveném tvaru

N6: 3 <1+1+1 2[5 1 1+1
" Vabe b b2

a dodame, Ze nerovnosti N6 plynou z nerovnosti N5 po zameéné Cisel a,b,c Cisly prevracenymi.
Zduraznéme nakonec, ze v kterékoliv z nerovnosti N1 — N6 nastane rovnost pravé tehdy, kdyz
zastoupené proménné x,y, z ¢i a, b, c maji stejnou hodnotu.

Podany pfehled algebraickych nerovnosti dopliime postiehem dosvéd¢ujicim téméf nepfebernou

3Efektivnim prostfedkem diikazti fady trigonometrickych nerovnosti je také Jensenova nerovnost pro konvexni
nebo konkavni funkce. Nebudeme ji v8ak v naSem textu s ohledem na jeho elementéarni zaméfreni pouZzivat.
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bohatost trigonometrickych nerovnosti.# Jakmile naptiklad pozdéji dokaZeme, Ze vnitini thly o, 5,7
libovolného trojuhelniku spliuji vztah

9
sin o+ sin? B + sin v < Ve

bude to podle N5 a N6 znamenat, Ze rovnéz plati nerovnosti

3v3 3v3

sina + sin 8 + siny < — sin asin B siny < =
1 1 1 1 1 1
4+ — >2V3, —— +——t+—— >
sina  sinf  sinvy sina  sin®f  sin“y

(nebot funkce sinus je na (0,7) kladna). Diky identité sin?z - (1 + cotg?z) = 1 lze jesté posledni
nerovnost prepsat jako ,dalsi“ vysledek

cotg?a + cotg?B + cotg?y > 1.

Z pohledu na takové skupiny provazanych nerovnosti je zajimava situace u hodnot cos «, cos 3, cos v
splijicich, jak se pozdé&ji ukaze, dvé opaénym smérem ,zaméfené" nerovnosti

3 3
cosa+cosﬂ+cosv§§ a c052a+c052ﬁ+cos2'yzi,

takze ¢islo % vzdy lezi mezi aritmetickym a kvadratickym primeérem téchto ti{ kosint.

K metodice dokazovani trigonometrickych nerovnosti u¢inme jesté jednu dileZzitou poznadmku.
Jak jsme se presvédcili v prvni ¢asti této kapitoly, prakticky vSechny identity pro vnitini uhly «, 3,
libovolného trojuhelniku, tedy pro trojice (a, 8,7) € 4, bylo mozné dokazat pro $irsi obor .7 vSech
trojic realnych &isel «, 8,7 svazanych podminkou a+ 8+~ = 7. Nebylo to samoucelné, nebot jsme
tim ziskali moZnost vyuzit obé odvozovaci pravidla (5.3) a (5.4), které nyni pfipomeneme zapisy
prislusnych transformaci trojic

T—a =0 m—"
2 7 2 7 2

(o, B,7) — ( ) a (o,0,7) = (7 — 20, m— 28,7 — 27), (5.10)

zatimco v mnoZziné 7, bychom mohli pouZivat pouze prvni transformaci. U trigonometrickych
nerovnosti je stejné rozsifeni oboru 7, na obor . obecné nemozné ze ziejmého duvodu, ktery
dolozime jednoduchym piikladem: trojice («, 8,7) € 74 jisté spliiuji nerovnost

sina + sin 8 + siny > 0,

jejiz leva strana méa vSak napfiklad pro trojici (=5, —7,27) € 7 hodnotu —2. Proto také v litera-
ture najdeme piiklady nerovnosti, které plati pouze pro vnitini thly ostrouhlych nebo tupotuhlych
trojuhelnikti. Na druhou stranu je pozoruhodné, Ze trigonometrické nerovnosti s §irsim oborem prav-
divosti .7 existuji a jsou natolik vyznamné, Ze je lze vyuzit k dikaziim vétsiny bézné uvadénych
nerovnosti s oborem 7;. Vénujeme jim prvni ¢ast nasledujiciho vykladu, v niz tedy budeme moci
vyuZivat ob& zminéna odvozovaci pravidla. Ta sice byla ve vztazich (5.3) a (5.4) zapsana pro rovnosti,
avSak je jasné, Ze plati pro jakékoliv vyrokové formy proménnych a, 3,v s definiénim oborem .7,
tedy i pro nerovnosti.

4K sestavovani dalSich trigonometrickych nerovnosti lze vyuzit také mocninné primeéry dalsich stupiii i exponen-
cialni nebo logaritmickou funkci.
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Jako prvni uvedeme a dokdZeme trigonometrickou nerovnost, kteréd bude v dalgich avahéach hrat
podobnou prioritni dlohu, jakou sehrala v naSem vykladu trigonometrickych identit zavislost tif
kosinti zapsana vztahem (5.1). Jeji zapis s uvedenim oboru

1
V(a, B,7) € T: cosacosBeosy < 3 (5.11)

jesté doplnime konstatovanim, Ze rovnost v (5.11) je mozna jen tehdy, kdyZ plati rovnosti | cos | =
= |cosB| = |cosy| = 4. Cely ditkaz zaloZeny na zékladni identité (5.1) provedeme tak, Ze pro
libovolnou trojici («, 8,7) € 7 ov&iime platnost implikace s opa¢nou nerovnosti

1 1
Cosacosﬁcos'yzg = |cosa\:|cosﬂ\:\cos'y\:§. (5.12)

Predpokladejme tedy, Ze nerovnost z (5.12) pro ur€itou trojici (o, 8,7) € 7 plati. Pak z (5.1)
vyplyvéa

1 3
cos? o+ cos? B+ cos?y =1—2cosacos feosy <1—2- 3T
takZe z nerovnosti N4 s ¢isly a = |cos a|§,b = |cos 6\%,0 = |cos'y|% s ohledem na odvozenou
nerovnost a® + b3 4 ¢ < % plyne
2 3 . 1
3| cosaccos fcosy|3 < 1 neboli | cos accos B cosy| < g
To spolu s nerovnosti z (5.12) znamen4, Ze cos «cos cosy = % a ze nerovnost N4 byla pouzita pro
tii sobé rovna &isla, tedy | cos | = | cos 8| = |cosy| = 5. Tim je diikaz hotov. Dodejme, Ze rovnost
v (5.11) muZe nastat i pro trojice (o, 8,7) € 7, které nespliuji podminku cos« = cos 8 = cosy =

= % Pifkladem je trojice (a, 8,7) = (3, 4{_?7 _5”)7 pro niz cosa = % a cos 3 =cosy = —%. Takovy
priklad v8ak nenajdeme v oboru 7, v némz rovnost cos « cos 3 cosy = é zaruCuje, ze vsechny tii
hodnoty cos @, cos 3, cos 7y jsou kladné, a proto je splnéna pouze v piipadé o = f = = 3.

Uplatnime-li k dokdzanému vysledku (5.11) obé odvozovaci pravidla zaloZen4 na transformacich

(5.10), pak vzhledem ke ziejmym diisledkim pievodnich vzorcii

T—a 7= w7-79_ . a. B . 7
COS COS COS = S1n — Sin — Sin —,

2 2 2 2 2 2
cos(m — 2a) cos(m — 203) cos(m — 27y) = — cos 2. cos 23 cos 2y

dostaneme dvé nové trigonometrické nerovnosti s oborem pravdivosti 7, totiz

1 1
V(e B,7) € T sin%singsing < 3 A cos2acos2f cos2y > —3 (5.13)

pritom jednotlivé rovnosti znamenaji, ze absolutni hodnoty vsSech t¥i zastoupenych ¢initelt jsou
roviy %

Vysledky (5.11) a (5.13) umoziji odhadnout pravé strany deviti z 12 rovnosti v tabulce identit
na strané 165. Timto zptisobem dostaneme 9 novych trigonometrickych nerovnosti, které plati pro
libovolnou trojici (a, 3,7) € 7. ZapiSeme je do nasledujici tabulky.

3 9 3

cosza+00326+0052w21 sin2a+sinzﬁ+sin27§1 cosa+cosﬁ+cos~/§§
cos® £ + cos? B teos?L < 9 sin? 2 4 sin? £ 4 sin? L > 3 cos 2a + cos 23 + cos 2y > _3
2 2 274 2 2 274 - 2
cos® 2a + cos” 28 + cos® 2y > % sin? 2o + sin? 28 + sin® 2y < % cosda + cos 48 4 cos 4y > —g

173



KAPITOLA 5. HLUBSI TRIGONOMETRICKE VZTAHY

Snadnym rozborem podminek uvedenych k pripadim rovnosti v (5.11) a (5.13) lze zjistit, Ze v p¥i-
padé (a,B,v) € 4 rovnosti v prvnich dvou radcich tabulky nastanou, pravé kdyz je trojihel-
nik s vnitinimi ahly «, 8,7 rovnostranny; u rovnosti ze tietiho fadku jsou to navic trojuhelniky
s vnitfnimi thly %, & a %’r Zdiraznéme, ze vSechny nerovnosti z tabulky jsme odvodili z vychozi
,soucinové“ nerovnosti (5.11), ktera nas nejdiive pivedla k sou¢inovym nerovnostem (5.13).% Dalsi
vyznamné disledky dosud odvozenych nerovnosti platné v oboru .7 zapiSeme do druhé tabulky.

Zdtuvodnéni zafazenych nerovnosti uvedeme vzapéti.

Lo By 3 . . . 33

G o o P sin 2~ < 2 . . . <

sin g +sin g +sing < 5 |sina| + |sin B8] + | sinvy| < 5
‘cos%‘+‘cosg‘+‘cosg‘§—3\2/§ |sino¢sinﬂsinfy|§—3\8/§
. . . 3v3 o B ¥ 3v3
" " " < 5 — 5 & 5 — | < ——
|sin2a| + |sin 28] + |sin 2| < 3 cos2c0520052‘7 3
|sin4a| + |sindf] + |sindy| < —3\2/5 | sin 2asin 283 sin 2| < —3\8/§

Prvni nerovnost z levého sloupce pro soucet sin § +sin %—Q—sin 3 bychom jesté mohli pFipsat do prvni
tabulky, nebot je podle odvozovacich pravidel ekvivalentni s vysledkem o souctu cos a+cos S+ cos 7.
Ostatni nerovnosti druhé tabulky tuto vlastnost jiz nemaji, jsou to skuteéné ,nevratné“ algebraické
dusledky nerovnosti prvni tabulky. Vysvétlime to pouze pro prvni dvé nerovnosti z pravého sloupce,
nebot zbylych pét nerovnosti tabulky z nich opét plyne uzitim transformaci (5.10). Zminéné dvé
nerovnosti jsou odhady sou¢tu a + b+ ¢ a soudinu abe pro hodnoty a = |sinal,b = [sinf| a ¢ =
= |sin~y|. Jejich platnost proto okamZité plyne z N5, nebot podle prvni nerovnosti z prost¥edniho
sloupce prvni tabulky plati a2 + b? + 2 < % Tim jsou v8echny nerovnosti druhé tabulky pro
libovolnou trojici (a,b,c) € 7 dokazany.

Ucinme jesté poznamku o absolutnich hodnotach, které se objevily v druhé tabulce nerovnosti.
ProtoZe pro kazdé = € R plati « < |z|, mohli jsme absolutni hodnoty v tabulce vynechat a uvést tak
,slabsi“ vysledky. Byla by to v8ak pro obecné trojice («, 8,v) € 7 zbytetna ztrata. Je oviem zfejmé,
Ze pro trojice (a,f8,7) € Z4 je vynechani nékterych absolutnich hodnot v tabulce ekvivalentni
tprava, nebot napifklad funkce sinz a cos§ jsou na (0,m) kladné. Proto jsou napiiklad znamé

vysledky
3v3 «@ 153 v 33
si si siny < —— a €OS — €oS — €oS = < ——
ina + sin 8 4 siny < 5 5 5 <73
pro vnitini thly «, 8, libovolného trojuhelniku ,,pfesnymi* kopiemi nerovnosti, které jsme dokazali
pro v8echny trojice («, 3,7) € 7. Na druhou stranu nenf mozné pro obecnou trojici («, 3,7) €
pripsat absolutni hodnoty s¢itancim prvni nerovnosti levého sloupce tabulky, nebot napiiklad pro

trojici (3w, —m, —m) € 7 plati
s+ [sin (=5) [+ [sin (-5) [ =1 = 11114 -0 =3
sin sin ( —3 sin (-3 )| = =3.

Stejné tak nelze ani ,vylepsit“ tii nerovnosti z pravého sloupce prvni tabulky.

5Je dobré si uvédomit, ze diky trigonometrickym identitam lze naopak z kazdé z 9 nerovnosti v tabulce odvodit
pFisludnou ze t¥i souc¢inovych nerovnosti (5.11) nebo (5.13), jeZ jsou ostatné také — diky transformacim (5.10) —
navzajem ekvivalentnimi tvrzenimi.
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Prejdeme nyni k nerovnostem s funkcemi tangens a kotangens, které plati pro libovolnou trojici
(o, B,7) € T vzdy, kdyz maji zastoupené hodnoty smysl. Vyuzijeme pritom trigonometrické identity
s funkcemi tangens a kotangens, které jsme diive odvodili a shrnuli do dvou tabulek na str. 169.
V prvni z nich jsou jednak rovnosti tvaru xzy + xz + yz = 1, z néhoz podle nerovnosti N1 a N3
plynou odhady

2> a (t+y+2)2>3  neboli |z +y+ 2 > V3,

jednak rovnosti tvaru 4+ y + z = zyz, z néhoz podle N2 a N3 vyplyva
2,22 2,2.2

% a xy—i—acz—Q—yzgx%Z

Dostavame tak prvni skupinu nerovnosti

22+t 422>

2Q 28 27 tgd 1t 8 tgX| > V3

tg°5 +g’G Hig’g > 1 85 +i85 +ieg > V3
cotg’a + cotg” B + cotg®y > 1 |cotg a + cotg B + cotg | > V3
cotg?2a + cotg’2B + cotg®2y > 1 |cotg 2ar + cotg 28 4 cotg 2] > V3

tgatg?Btg?
tg’a +tg?B +tg’y > %ﬁ“ > tgatgf + tgatgy + tgBtgy
2 2 2
tg?2a + tg728 + tg2y > % > tg2atg2 + tg2a tg2y + tg208 te2y

2P
2

cotg% + cotgé cotg%

27 o cotg2% cotgzg cotgzg
- 2

+ cot gcot ﬁ + cot s
&3 3 2 %85 €3

cotgzg + cotg > cotg

s platnosti v oboru .7 s vySe zminénym omezenim.

K odvozeni nerovnosti plynoucich z druhé tabulky identit na str. 169 uplatnime dfive ziskané
odhady pro souciny typu f(a)f(8)f(v). Tak podle zékladni nerovnosti (5.11) pro libovolnou trojici
(o, B,7) plati, Ze hodnota sou¢inu cos « cos /3 cos v lezi v intervalu <71, %>, jehoz leva mez je zarucena
trivialnimi odhady |cosz| <1 pro = a, 8,7. Odtud plyne poznatek

1

V(a, B,7) € T: cosacosfcosy#0 = ————————— € (—o0,—1)U(8,00),
cos acos B cosy

z néhoz podle identity pro soucet tga tgls + tga tgy + tgf tgy vyplyva odhad

tgatgl + tgatgy + tgB tgy € (—o00,0) U (9,00) .

Podobné z difve odvozené nerovnosti | sin asin siny| < % plyne
1 83
9

V(a, B,7) € T : sinasinBsiny #0 >
| sin e sin 8 sin |

’

takZe z identity pro soucet cotga + cotgf + cotgy vychazi odhad

8v/3
|cotga + cotgB + cotgy — cotga cotgf cotgy| > T\/_

Takovym postupem ziskdme druhou skupinu nerovnosti s funkcemi tangens a kotangens platnych
v oboru 7, které zapiSseme do nasledujici tabulky, a to v poradi odpovidajicim pfislusnym identitam
z vySe zminéné tabulky.
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) U (9, 00)
) U (9,00)

tgatgB + tga tgy + tgBtgy € (—oo,
tg2a tg28 + tg2atg2y + tg2p tg2y € (—oo,
B B, v

t t ted —tg2tglt
g;2+g;2+g2 gzg g2

0
0
5 8v3
9
|cotga + cotg + cotgy — cotga cotgf cotgy| > 87\/3
8
|cotg2a + cotg2 + cotg2y — cotg2a cotg2S cotg2y| > i

9

@ cotg? < otg) B ootg? € (=
cotgzcotg2+cotg2cotg2+cot3200‘cg2 € (—00,0) U (9, 00)

Zduraznéme jesté jednou, ze odhady v tabulce plati pro libovolnou trojici (o, 3,7) € 7 vidy, kdyz
maji v8echny hodnoty v prislusné nerovnosti smysl.

V druhé ¢asti naseho vykladu se budeme vénovat nerovnostem, které plati pro libovolné trojice
(o, B,7) € T4, tedy trojice tvofené vnitinimi thly trojuhelniki. Plati pro né samoziejmé vSechny
dosud odvozené nerovnosti, z nichz mnohé budeme schopni jesté upfesnit, avSak také rada no-
vych nerovnosti, a to diky tomu, Ze hodnoty «, 3,7 lez v intervalu (0, 7). VSechny tyto nerovnosti
uvedeme piehledné v nékolika tabulkach podle zastoupenych goniometrickych funkei. Za kaZzdou
tabulkou vzdy vzapéti uvedeme zdivodnéni nerovnosti, které jsme do tabulky zahrnuli.

Nejdfive uvedeme tabulku nerovnosti s funkei sinus, které plati pro v8echny trojice (o, 8,7v) € F.

0 < sin®a +sin® B +sin? v Sg 1> sin2%+sm2§+sm 3 2%
3v3 3
0< sina+sinf+siny ng 1< sin%+si11§+sin% §§
1
0< sin aesin 3 siny < % 0< sin < sin é sin £ <=
1 1 1 8 1 2 2l 8
00> >2V3 00> —at—s+t—m >6
sina  sin B siny sin g sin g sin 321
1 1 1 1 1 1
o] - - - > 0> —5= + —; - >12
sina  sin?f - sin?y sin? & sin? g sin? 2

Vsunneme si, ze v zapsanych nerovnostech vystupuji pouze hodnoty sin a, sin 3,sin~y a sin §, sin g ,
sin 7, které jsou v 7, kladné. Vime jiz, Ze prvni neostra nerovnost v levém sloupci a prvni dveé
neostre nerovnosti v pravém sloupci plati dokonce v oboru 7. Ostatni neostré nerovnosti jsou v..7;
jejich algebraickymi dusledky. Pro nerovnosti z levého sloupce jsme to podrobné ukézali v ivodni
¢asti této podkapitoly bezprostfedné za piehledem nerovnosti N1 — N6. Pro neostré nerovnosti
z pravého sloupce je zdivodnéni analogické — posledni t¥i nerovnosti plynou z nerovnosti

<

N W

in® 4 s 5+ .
S — Sin — Sin
2 2

o |2

diky tomu, Ze hodnoty sin %,sing,sin% jsou kladné. Ke kazdé neostré nerovnosti v tabulce lze
dodat, ze rovnost v ni nastane, jediné kdyz o = 8 = v = . To ostatné bude platit pro neostré
nerovnosti i v dalgich tabulkach, nebudeme to proto jiz zmifiovat (nenastane-li rovnost jindy).
Pokud jde o ostré nerovnosti v pfedchozi tabulce, ty s ¢islem 0, resp. co na levé strané jsou spl-
nény trivialné. Jejich zapisem chceme zduraznit, Ze vyraz na pravé strané nerovnosti mize nabyvat
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libovolné malé, resp. velké kladné hodnoty. Dosvédcuji to priklady trojic
a=¢ f=¢ ~v=7-—2 (5.14)

s malym parametrem € > 0. Stejné trojice dokazuji i pfesnost ostrych nerovnosti s ¢islem 1 na levé
strané, které vsak nejsou trivialni. Jejich platnost plyne z identit

sin 2@ 3 +51n2§+51n §f1—231n%sin§sin§,
sin%—o—sing—l—sin%:1—|—4sin7r;asin7r;ﬁsin7r;’y,

jejichz pravé strany jsou ziejmé mensi, resp. vétsi nez 1. Zatimco prvni z téchto identit jsme v pod-
kapitole 5.1 odvodili, na druhou identitu se tam nedostalo, i kdyZ je odvozeni celkem jasné: staci
uplatnit odvozovaci pravidlo (5.3) k identité pro soudet cosa + cos S + cosy. Tim jsou vechny
nerovnosti s funkci sinus z nasi tabulky dokézéany. P¥idejme k nim jesté ¢tvefici nerovnosti

0 < sin® 2a + sin? 28 + sin® 2'y<§ 7% sin2asin2f8sin2y < i
0 < sin2a +sin 28 + sin 2y <i J}\[>s1n4¢34—&-51n45+sm4'y>—i

pro hodnoty sini dvoj- a ¢tyfnasobki thla «, 3, v, které v oboru .7 nabyvaji kladnych i zapornych
hodnot. Vsechny &ty¥i zapsané neostré nerovnosti jsme dokazali jiz difve (s absolutnimi hodnotami)
v oboru 7. Proto jsou v pravém sloupci dva odhady v kazdém radku zapsany nezvykle vzdy dvéma
neostrymi nerovnostmi. Jejich opacné sméry v tadcich jsme zvolili kvili identité, podle které se
soudet sin4a + sin4f + sin 4y rovna (—4)-nasobku soudinu sin 2« sin 23 sin 2. Zabyvejme se proto
pouze timto souc¢inem. Pro néj leva ¢i prava nerovnost prejde v rovnost, pravé kdyz bude platit

3
|sin 2a| = |sin2f| = |sin2y| = g,
takze nyni (v oboru J,) kazdy z uhla a, 3,y bude roven jedné z hodnot §,% nebo 27” Kromé
obvykle jediného piipadu a = 3 = v = %, kdy néktera neostra trigonometrickd nerovnost piechdzi

v rovnost, jakou je v naSem piipadé rovnost

3v/3

sin 2a:sin 23 sin 2y = +——

8
se znaménkem +, existuji rovnéz trojice (o, 8,7) € J4, pro které posuzovana rovnost bude platit
se znaménkem —. AZ na poradi prvki jsou v8echny tyto trojice shodné s trojici a = 2{7 =

= v = %. Nasli jsme tak prvni pitklad netrivialni, v oboru J, obecné platné nerovnosti, v niz
nastane rovnost pro trojuhelniky, které nejsou rovnostranné. (Trividlnim piikladem je nerovnost
cos? cvcos? B cos?y > 0.) Pokud jde o dvé ostré nerovnosti v posledni tabulce, prvni z nich je trivi-
alni; platnost druhé nerovnosti plyne z identity, podle které je soucet sin 2« + sin 28 + sin 2y roven
soufinu 4 sin asin 8 sin~y. PFesnost obou ostrych nerovnosti znovu dosvédéuji trojice (5.14).
Prejdeme k nerovnostem s funkef kosinus, jez plati pro libovolnou trojici (a, 8,7v) € 4. Predtim
nez je zapiseme do tabulky, zdiiraznéme, Ze zatimco hodnoty cos g, cos g, cos % jsou kladné, hodnoty

cos a, cos 3, cos 7y stejné jako hodnoty cos 2a;, cos 23, cos 2y mohou mit libovolna znaménka.
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3> cos®a+cos? B+ cos®y 22 2< coszg+coszg+0052% g%
1< cosa+cosf+cosy gg 2< cos%Jrcongrcos% g¥
1
-1< cos a.cos B cosy < gg 0< 1005%00j§cos %1 < %
3> cos2a+cos2f +cos2y > —= 00> —— — > 23
2 cos § Cosg cos %
1 1 1 1
1 S 2 S 2 5 2 > —=
> cos 2ac cos 23 cos 27y 2-3 P cos2§ oI 2
3
3 > cos? 2a + cos? 23 + cos? 2y > 1

V levém sloupci plati vSechny neostré nerovnosti (jak vime) dokonce v oboru .7, pfitom rovnosti
v poslednich dvou nerovnostech nastanou i pro trojice «, 3, tvorené tuhly 2,7”, %% O kterych jsme
jiz psali u nerovnosti pro hodnoty sin 2q, sin 23, sin 2. VSechny ostré nerovnosti v levém sloupci —
s vyjimkou druhé shora — jsou trividlni a uvadime je ze stejného dtavodu jako trividlni nerovnosti
z prvni tabulky. Vyjimetna (netrivialni) ostra nerovnost je disledkem identity
e
cosa + cos B+ cosy = 1—|—4sin§sin§sin%7

nebot druhy s¢itanec na pravé strané je ziejmé kladny.

V pravém sloupci plati prvnf neostra nerovnost (jak vime) v oboru .7; ostatni neostré nerovnosti
jsou v 7, jejimi algebraickymi disledky. Pro trivialni ostré nerovnosti v pravém sloupci, tj. pro
nerovnosti s 0 a oo, plati totéz co pro ostré nerovnosti z levého sloupce. Zbyva posoudit prvni dvé
ostré nerovnosti z pravého sloupce (obé s &islem 2). ProtoZe pro kazdé c € (0,1) ziejmé plati ¢ > ¢,
mame

cosg—kcosg—i-cos%>c052%+c052§+cos

takZze obé& posuzované ostré nerovnosti plynou z identity

27
27

cos? % + cos? g +COSQ% = 2—5—2sin%sin§sin%7
jejiz prava strana je vétsi nez 2. Tim jsou vSechny nerovnosti s funkei kosinus z nasi tabulky doka-
zény, pritom presnost viech ostrych nerovnosti opét prokazuji trojice (5.14).

Vyklad o nerovnostech s funkcemi sinus a kosinus, které plati v oboru 7, zavrsime odhady
soucti f()f(B) + f()f(v) + f(B)f(7), jez jsou o to cenngjsi, Ze pro tyto soucty s funkei sinus
nebo kosinus neexistuji zadné zjednodusujici identity. Z téchto novych odhadu sestavime dalsi ta-
bulku odhadt platnych v oboru 7.

0 < sinasinf + sinasin«y + sin B siny Sg l<cos%cosqucos%cos%+cos§cos% Sg
71<cosacosb’+cosacos*y«kcosﬁlcos*yg% 0< sin%sing+sin%sin%+sin§sin% g%
sinasinﬁ+sinasin'y+sinb’sin'y 24 o0 > cos%(;os§+cos%cos% cos%cos% =4
0> e 2 12

sin 5 sin 5 sl 3 sin 5 Sin 5 Sin 5

Prvni dvé neostré nerovnosti v kazdém z obou sloupct plynou uzitim N3 k dfive uvedenym odhadtm
kladnych souctis f(a) + f(8) + (7). Ostatni neostré nerovnosti plati diky N6 a hornim odhadim
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sou¢intt f(a)f(B)f(y). Vsechny ostré nerovnosti — s vyjimkou téch s ¢isly —1 a 1 — jsou trivialni
a pilesnost viech (bez vyjimky) opét potvrzuji trojice (5.14). Ostra nerovnost s &slem 1 je zfejmé
dusledkem identity

singcosécosl +Cosgsinécosl+cosgcosésinl = 1—|—singsin§sinz
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
odvozené v 5.1. Ostrou nerovnost s ¢islem —1 stadi jisté dokézat pouze v pripadé, kdy «, S,y
jsou vnitini dhly tupouhlého trojuhelniku. Dosdhneme toho napiiklad v pfipadé o > 7§ sectenim
nerovnosti

cosacosy > —1 a (cosa+ cosy)cosf >0,

z nichZ prvni je zfejma a druhé plyne z toho, Ze oba ¢initelé na levé strané maji kladnou hodnotu,
nebot 0 < <5 a0<vy<7m—a<7%. Tim je dikaz viech nerovnosti z tabulky ukoncen.

V dalsi tabulce uvedeme nerovnosti, které plati v oboru 7, pro vyrazy s funkcemi tangens a
kotangens.

00 > tgzg +tg2§ + th% >1 00 > cotg %cotg gcotg% > 3V3
00 > tg%—i—tg%-{-tg% >3 00 > cotg%+cotg§+cotg% >3v3
a B, V3 2 28 27
Qe Zig T < M2 a2 4 cotg?2 + cotg? L > ¢
0< tg2g2g2 S5 OO>COg2+COg2+c0g2_.)

Prvni dvé neostré nerovnosti v levém sloupci jsme jiz dfive dokézali v oboru 7 jako algebraické
dusledky identity xy + zz + yz = 1, nyni jsme jen v druhé nerovnosti odstranili absolutni hodnoty,
nebot ¢isla r = tg 5,y =tg5,2 = tg% jsou v oboru 7, kladnéa. Novou tfeti neostrou nerovnost
z levého sloupce odvodime uzitim nerovnosti N5 pro trojici ¢isel xy, zz a yz, podle které pro nase
¢isla x,y, z plati

V3

5

1
Jry-xz-yz < W =3 odkud zyz <

Kladnd &isla @ = cotg 5,y = cotg %, z= cotg% z nerovnosti v pravém sloupci tabulky spliuji jak
vime identitu x + y + z = xyz. Pro hodnotu s = zyz > 0 to podle N5 znamené

rT+y+z S 83 .
g Tz < — >
3 3 odkud s < o neboli s > 3\/§7

Vs = Yryz <
coz dokazuje prvni dvé neostré nerovnosti, tfeti nerovnost je jejich dusledkem diky N2. Presnost
viech (trividlnich) ostrych nerovnosti z posledni tabulky dosvéd¢uji v nékterych pripadech trojice
(5.14), v ostatnich piipadech trojice

K dokézanym nerovnostem z tabulky pfipojme jesté dvojici nerovnosti

o B «a o B b

— = — - = - >
00 > cotg 2cotg 2 + cotg 2cotg 2 + cotg 2cotg 2 9
00 > cotg a + cotg B + cotgy >3
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Prvni z nich je snadnym upfesnénim vysledku, ktery jsme dokéazali v oboru .7 a podle néhoZ
prislusny soudet lezi v mnoziné (—oo, 0) U(9,00); v oboru .Z; je oviem tento soucet kladny. Protoze
jsme difve v oboru .7 dokézali rovnéZ nerovnost

|cotg o + cotg B + cotgy| > V/3,

je nasim ukolem nyni pouze vysvétlit, pro¢ v pfipadé (a, 3,7v) € 4 je soulet ,uvniti absolutni
hodnoty®“ kladny. Jisté to plati, neni-li trojuhelnik s dhly «, 8,7 tupouhly; v opa¢né situaci, kdy
napi. a > § a 3 +v =7 —a < 3, dostaneme potiebné setenim nerovnosti

cotga+cotgB >0 a cotgy >0,

z nichz druh4 je zfejma a prvni plyne z 0 < 8 < m —a < §. Pokud jde o pfesnost obou (trivialnich)
ostrych nerovnosti, vie opét Fesi trojice (5.14), stejné jako u nerovnosti v dalsi tabulce.

K nerovnostem s funkcemi tangens a kotangens v oboru .7, poznamenejme, Ze jsme uvedli je-
dinou netrivialni nerovnost pro hodnoty cotg «, cotg 3, cotg v, zatimco pro hodnoty tg «, tg 3, tgy
jsme dokonce neuvedli Zadnou takovou nerovnost (u které by ovsem bylo nutné doplnit predpoklad

a,B,v # %), kdyZ nepocitame slozit&jsi nerovnosti, které jsme uvedli a dokézali difve v rozsfienf .7
oboru 7. Z nich za pfipomenuti stoji snad jediné odhady dvou soucti

oo > cotg®a + cotg?f + cotg®y >1
00 > cotg?2a + cotg?2f + cotg?2y > 1

(druhy soucet vSak existuje, jen kdyz o, 3,7 # 7). Tato absence neni projevem netiplnosti naseho
vykladu — zadné takové nerovnosti s obvyklymi soucty a souciny se nevyskytuji ani v literatufe,
protoze v .7 ani jedna z nich obecné neplati.

Jak jsme se jiz zminili, v riznych sbirkach najdeme i jednotlivé priklady nerovnosti, které namisto
oboru 7, plati v uzsim oboru vsech trojic («, 3,7) uréenych podminkou

™
C%ﬁ:’? € (07 5) O[+5+’7:7T,
tedy piiklady nerovnosti, pro vnitini thly «, 8,7 libovolného ostroihlého trojihelniku. Vénujeme
jim tFeti ¢ast naseho textu, v némz nyni méame jedine¢nou piilezitost odvodit témér vSechny takové
nerovnosti rychle a pohodlné z dfive dokdzanych nerovnosti platnych v oboru 7, vsech trojic
vnitinich dhla trojuhelnika libovolného druhu. Pov§imneme si totiz, Zze «, 3,7 jsou vnitini dhly
ostrothlého trojihelniku, pravé kdyz thly
o =1—20, B =71-28, v =1—-2
jsou vnitini dhly obecného trojuhelniku. Plyne to ze zfejmych ekvivalenci
T
a, B,y € (0,5) s d,p,9 e, a+B+y=n & o+ ++=n.
Diky tomuto poznatku a obracenym pfevodnim vztahim

T — T ™=
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muzeme konstatovat, Ze pro kazdou dvojici funkci F' a G svazanych identitou

T—a 7—p 7w—+
2 7 2 7 2

F(CM, /87 ’Y) = G(Tf - 2@7 ™= 2/37 ™= 2’7) neboli G(al7 Blv ’yl) =F <
plati rovnost mnoZzin
T
{Fla.g:apye (0.0) na+B+y=r)= (G, #.7): (@.8.7) € T}.

Znamena to, Ze pro hodnoty funkce F' = F(«, 3,7) vnitfnich uhli «, 8,7 v8ech ostrothlych troj-
thelnikt plati stejné odhady jako pro hodnoty piislusné funkce G = G(a/,8’,+') vnitinich thli
o/, B, vsech obecnych trojihelniki. Proto také viechny obecné platné nerovnosti pro ostrothlé
trojuhelniky muzeme odvodit (alesponi principialné) z nerovnosti obecné platnych v oboru 7. Tak
napiiklad z dfive dokdzanych nerovnosti

27 B

9
2 < cos? % + cos? g + cos 5 < 7 & ™ > cotg% coth cotg% >3V3

po zaméné trojice (o, 8,7) € J4 trojici (r — 2a, m — 23, — 27) dostaneme pro vnitini ahly «, 3,
libovolného ostrothlého trojuhelniku nerovnosti

9
2<sin2a+sin26+sin2'y§1 a oo >tgatgftgy > V3. (5.15)

Na téchto dvou prikladech si vSimnéme nékterych spoleénych rysi, které takto odvozené nerovnosti
budou mit. V ostrych nerovnostech nastane rovnost jediné v piipadé, kdy bude platit
m

7r72a=7r72527r727:g neboli a:ﬁzvzg,

tedy opét pouze v piipadé rovnostranného trojihelniku. Rovnéz tak je jasné, Ze ostré odvozené
nerovnosti jsou pfesné v tom vyznamu, ktery jsme zavedli u nerovnosti v oboru 7.

Povsimnéme si jesté, ze ve vztahu k nagemu predchozimu textu o nerovnostech v oboru .7} ma kazda
z nerovnosti (5.15) odlisné postaveni. Prvni z nich je upFesnénim odhadu téhoz vyrazu v oboru 7,
ktery mél tvar

9
0 < sin® a + sin? B + sin? y < T
Druh4 dvojice nerovnosti v (5.15) je odhadem nového vyrazu tg atg Stg~y, tedy vyrazu, pro ktery
v oboru 7y (za podminky «, 8,y # §) Zadné netrivialni nerovnost vyjma tgatg Stgy # 0 neexis-
tuje. Dodejme, Ze nékteré odhady odvozené v 7, , jako napiiklad

3V3

3
1 < cosa+cosff+cosy < 5 @ 0 < sin2a +sin28 +sin2y < 5

zadné upresnéni pii prechodu od obecnych k ostroihlym trojuhelnikiim nepfipoustéji. Pfesné takové
odhady totiz znovu dostaneme, kdyZ na nerovnosti platné v oboru 7,
1< sing —Q—siné—l—sinz < § a 0<sina+sinf+siny < %
2 2 272 2

aplikujeme vySe popsanou proceduru zameény trojice (a, 3,7) trojici (7 — 2a, m — 28,7 — 27).

Témito tvodnimi pozndmkami o nerovnostech, které plati pro vnitini uhly v8ech ostrouhlych
trojuhelniki, jsme objasnili obecnou metodu jejich odvozovani z nerovnosti v oboru 7, a zarovei
jsme naznacili, v jakych skupinach budeme nové vysledky nyni prezentovat. Do prvni tabulky za-
fadime ty z nich, které upfesiuji odhady vyrazii, jez jsme zkoumali jiz v oboru 7. Jesté jednou
zduraznéme, Ze nerovnosti v nasledujicich ¢tytech tabulkich plati pro vnitini thly «, 8, libovolného
ostrothlého trojuhelniku.
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2<s1112a+sin2[)’+sin2'y§% 1>COSZOL+COS2[3+COSZ’)/2%

2 <sina+sinf +siny < 3—\2/§ 0<cosacosﬂcos'~/§é

0 < sin 2asin 28 sin 2y < % —1 > cos2a + cos 28 + cos 2y > 72

\/§<sin%+sin§+sin%§g %<COS%COS§COS%S%§
2>tg%+tg§+tgg2\/§ 1+\/§<cos%+cos§—0—cos%S37\/3

9
1 < sinasin 8 + sinacsiny + sin Ssiny < 1

3
0 < cosacos 3+ cosacosy + cos fcosy < 1

S vyjimkou ¢ty vyrazi s dhly §, g, 3, odhady pro vSechny ostatni vyrazy v predchozf tabulce jsou
ziskany z odhadi v oboru 7 vySe popsanym postupem. Ctenar se o tom muZe presvédEit postupem
opacnym: v kazdém vyrazu tabulky zaménit trojici a, 8,7 trojici 75, %ﬁ, ? a presveédcit se, ze
odhady pro novy vyraz byly v textu diive dokazany v oboru 7, — stejné jako neostré nerovnosti pro
vyrazy s thly §, g, 3, které jsme do nové tabulky znovu zapsali. Proto nyni dokéZeme pouze uvedené
ostré nerovnosti pro tyto vyrazy (u kterych se pfechod k nerovnostem v oboru 7 nevyplati). I kdyz

pro ziejmy dikaz jedné z téchto ¢tyf ostrych nerovnosti mame k dispozici identitu

sina +sinf +siny = 4cos%cos§cos%,

jejiz leva strana je (jak uz vime) vétsi nez 2, popiSeme ted zajimavou metodu spoletného dikazu
v8ech ¢tyf nerovnosti. Bude zaloZena na tom, Ze pro libovolna &isla x,y € (O7 %) plati nerovnosti

. . A . ™ ™ ™
sSinx +siny > sin — + sin (z+yf —), COS X COS Y > COS — COS (ac+yf —),
4 4 4 4
™ ™ T (5.16)
tgx+tgy<tgz +tg (J:—i-y— Z)’ cosx+cosy>cosz+cos (Jc+y— Z)

Odlozme na chvili ditkaz téchto nerovnosti a ukazme, jak z nich plynou posuzované nerovnosti z nasi
tabulky. KaZzdou z nerovnosti (5.16) zapiSeme pro dvojice

- (33) + (4339

a obé takto ziskané nerovnosti pak se¢teme, resp. vynasobime. Takové uziti (5.16) je korektni, nebot
vSechny hodnoty

Ba+tp
27 2 4’

| Qo
ro |2

)

lezi v intervalu (0, %) diky tomu, Ze «, 3,y jsou vnitin{ thly ostrotihlého trojihelniku. S pfihlédnutim
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5.2. TRIGONOMETRICKE NEROVNOSTI

k rovnosti § + g + 2 = T popsanym postupem dostaneme nerovnosti, které jsme chtéli dokazat:
sin%+sin§ —Q—sin% > 2sin% + sin (%M — g) = \/57
1
cos%cosgcosg > COS2£'COS (%M - g) =5
« B y ™ a+p+y

tg= +tgs +tgs <2Ag— +tg( ——— — =] =2,

gy Tley Ty g4+’g< 2 2)
cosg—l—cosé—f—cosz > 2COSE+COS LM _r *l—l—\/é

2 2 2 4 2 2) '

Presnost dokdzanych nerovnosti dosvédcuji ostroihlé trojuhelniky s vnitFnimi thly
™ T
o = 2¢, = - —¢g =--¢
h=3 773
kde € > 0 je maly parametr.
Zbyva dokazat nerovnosti (5.16) pro libovolna &isla z,y € (O, %) Nerovnosti pro soucet sinti a pro
soucet kosind plynou z identit

Ty T

(sinz + siny) — (sin%—}—sin <x+y—%)) :4sinx;ysin 4 5 sin 4 5 y)
T _ T _

(cosz + cosy) — (congrcos (.’L’+y*§>) :4cosx;ysin 4 5 sin 4 5 y’

o0 jejichz platnosti se lze nejlépe presvédéit dosazenim do pravych stran za souin druhého a t¥etiho

sinu podle vzorce
S e T—y T xty
2sin sin = cos —cos | —— .
2 2 2 4 2
Podobné nerovnost v (5.16) pro soucin kosint plyne z identity

qeon oy =) = (T a)sn (5 -)
9 Sy — . g — ) =si _ 51 _
COST COS Y COS 1 COS | © Yy 1 sin 1 ZT | S 1 Yy,

kterou lze dokézat tpravou obou stran na stejny vyraz
cos(z —y) —cos (5 — (z +y))
2 .

Posledni nerovnost v (5.16) je dusledkem identit

tgx +tgy =

s1n(:)c+y)7 tgz+tg (m+y7§) _ sin(x + y)
COS & COS Y 4 4 cos%cos (x-i—y—%)
a jiz dokdzané nerovnosti pro soucin kosind. Tim je nas vyklad o nerovnostech z prvni tabulky
nerovnosti pro vnitini thly ostrothlych trojihelnikt ukoncen.

Do druhé tabulky zaradime odhady pro takové vyrazy s funkcemi sinus a kosinus, které jsme
v 8irsim oboru J; vibec nezkoumali.

1 1 1 1 1 1
>2v3 _t —+ —
00> sin2a+sin25+sin2fy 22V3 00> cosa+cosﬁ+cos*y
1 1 1 1 1
>4 >12
- sin?2a  sin?28 + sin?2y = cos? a + cos? 3 + cos?y
. ) . 3v3 1
0> sinda+sin4f +sindy > — 5 1> cos 4o cos 43 cos 4y > - 3
0 < sin?4a +sin?48 +sin? 4y < g 3 > cos® 4 + cos® 43 + cos? 4y > z
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KAPITOLA 5. HLUBSI TRIGONOMETRICKE VZTAHY

Ctenar se opét muze presvédcéit, Zze viechny odhady v pravé uvedené tabulce plynou ze diive odvo-
zenych odhadi v oboru Z; plati to i pro odhady ,novych® vyrazi s funkcemi tangens a kotangens,
ze kterych sestavime nasledujici tabulku.

oo > tg’a+tg?f +tg7y > 9 —00 < cotg 2a + cotg 28 + cotg 2y < —/3

3
00> tga+tgf+tgy >3V3 0< cotg o cotg (B cotg y g%
00 > tgatg Stgy >33

Do posledni tabulky nerovnosti pro vnitini thly a, 8, ostrothlych trojihelnika zaradime odhady
ynovych® souctia f(a)f(B) + f()f(y) + f(B)f(7). Také tyto odhady jsou dusledky predchozich
vysledki v oboru 7.

0 < sin2asin 28 + sin 2a:sin 2y + sin28sin2y < g
1 1 1
>4
> sin 2acsin 23 + sin 2acsin 2y + sin2@sin2y —
3
—1 < cos2acos 23 + cos 2a cos 27y + cos 23 cos 2y < 1
1 1 1
00 > > 12
cosacosfS  cosacosy  cosfcosy
00 > tgatg B +tgatgy +tgBtgy >9

V predchozich tfech ¢astech této podkapitoly jsme se vénovali trigonometrickym nerovnostem
obecné platnym postupné v oborech 7,7, a v oboru tvofeném trojicemi vnitinich thla v8ech
ostrothlych trojihelniki. V zavéreéné ¢tvrté ¢asti zaméfime pozornost na nerovnosti, které spliuji
vyrazy s vnitinimi thly «, 3,7 libovolného tupoihlého trojihelniku, tedy na nerovnosti obecné
platné v oboru vsech trojic (a, 3,7) uréenych podminkami

a,B,7y€ (0,7): o+ B +v=mamax(a,[,7) > g
Tyto nerovnosti uvedeme rozdélené do dvou tabulek. Prvni z nich bude obsahovat pouze takové ne-
rovnosti, které tupothlé trojihelniky presné charakterizuji, tedy nerovnosti, jez neplati pro vnitini
dhly a, 8,7y zddného ostrotihlého nebo pravouhlého trojihelniku. Do prvniho fadku tabulky za-
piSeme dvé nerovnosti, které tuto vlastnost ziejmé maji, vSechny ostatni nerovnosti jsou jejich
dusledky diky identitdm odvozenym v podkapitole 5.1.

cosacosffcosy <0 sin 2asin 28sin 2y < 0
cos® o+ cos® B+ cos”y > 1 sin® o + sin® B+ sin® v < 2
cos2a + cos 28 + cos 2y > —1 sin4a + sin 48 + sin4y > 0

cos asin Bsiny + sin avcos Ssiny + sinasin fcosy < 1

sin 2« cos 23 cos 2y + cos 2acsin 23 cos 2y 4 cos 2ac cos 23 sin 2y < 0

K dokézanym nerovnostem z predchozi tabulky, které charakterizuji tupothlé trojuhelniky, dodejme,
7e pokud v nich zaménime znaky nerovnosti znaky rovnosti, resp. znaky opa¢nych nerovnosti, do-
staneme rovnosti, resp. nerovnosti, které charakterizuji pravoihlé, resp. ostroihlé trojuhelniky.
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5.2. TRIGONOMETRICKE NEROVNOSTI

Rovnéz do druhé tabulky, kterou nyni uvedeme, zaifadime nerovnosti, o kterych vzapéti uka-
zeme, ze plati pro vnitini dhly «, 3,y libovolného tupoihlého trojuhelniku. Z naseho postupu vsak
vyplyne, Ze tyto nerovnosti spliiuji i vnitfni thly nékterych jinych trojuhelnikt, naptiklad vSech
pravouhlych trojuhelniki, jez nejsou rovnoramenné, a proto také i jistych ostrothlych trojuhelniki.
Nejsou to tedy nerovnosti, které by tupotihlé trojihelniky charakterizovaly.

1
sin 2a + sin 28 4 sin 2y < 2 sin asin Bsiny < 5
1 2
sina 4 sin 8+ siny < 1 +v2 cos%cosgcos%< +4\[
2—1
cosa+cosB+cosw<\/§ sin%singsin%<\/_4

Protoze v kazdém ze t¥{ fadkl jsou uvedeny dvé nerovnosti, které jsou podle prvni tabulky identit
z podkapitoly 5.1 ekvivalentni, budeme dokazovat pouze nerovnosti pro souéty z levého sloupce
tabulky. S ohledem na symetrii miazeme o uhlech «, 3,7 libovolné zvoleného tupoihlého trojthelniku
predpokladat, ze a € (%7 7T) af,vye (0, g) Prvni dokazovana nerovnost je pak zfejmym disledkem
odhadi

sin2a <0, sin28<1 a sin2y<1.

Ukézeme-li, Ze za naSich predpokladi na thly «, 5,7 plati rovnéz odhady
sina+sinfB <1+cosy a cosa-+cosf < sinvy, (5.17)
vyplynou z nich zbylé dvé nerovnosti, jez méme dokézat, nasledujicim postupem:
sina+sinf +siny <14 cosy+siny=1+ V2sin <’y+ %) < 1—1—\@7
cosa + cos 5+ cosy < siny 4+ cosy = V2 sin (’y+ %) <V2.
Zbyva tedy dokazat nerovnosti (5.17). Pro rozdil stran prvni z nich plati

(1+cosy)— (sina+sinB) =1—cos(a+ ) —sina —sin § =

=1—cosacosf+sinasinf —sina —sin 8 = (1 —sina)(1 — sin §) — cos a cos §.
Posledni vyraz ma skutecné kladnou hodnotu, nebot z 0 < 8 < § < a < 7 plyne
l—sina>0, 1—-sinf>0, cosa<0 a cosf>0.

Rozdil stran druhé nerovnosti z (5.17) ma vyjadreni

sin’y—(cosoH—cosB):2sin%cos1—2cosa+ﬂcosa_6 :2sinz~(cosz—cosa_6>.

2 2 2 2 2 2
Protoze sing > 0, bude posledni vyraz kladny, kdyZ ovéfime, Ze pro ostré uhly 3 a % plati
nerovnost
%< QT_B neboli v+ < a.

To je vSak ziejmé, nebot a > § a v+ B =7 —a < §. Obé nerovnosti (5.17) jsou tedy dokazany.
Protoze v pfipadé a = I plati vztahy (5.17) zfejmé jako rovnosti, plati i tehdy odvozené ostré
nerovnosti z nadi tabulky, neni-li oviem § = v = 7. Timto konstatovanim celé¢ naSe pojednani
o trigonometrickych nerovnostech konéi.
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