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5. kapitola

DYOUPRVKOVA BOOLEOVA.
ALGEBRA

V definici Booleovy algebry (B, 4-, ., ') je zarudena
existence neutrdlnich prvki 0 a 1 vzhledem k jednotli-
vym binirnim operacim. Odtud plyne, Ze Booleova
algebra musi obsahovat aspoh dva prvky vzajemné
rizné.

Uréujte nyni podle axiému a vét (1)—(25) soudty
a soudiny prvki O a 1, utvoite k 0 a 1 jejich do-
pliiky.

Jestlize jste podcitali sprdvné, musi vale vypoéty
formalné souhlasit s vysledky, k nimZz jsme dospéli ve
2. kapitole (tabulky 6 aZz 8). Odtud ale ihned plyne, Ze
mnozina D = {0,1} spolu s operacemi definovanymi
tabulkami 6, 7 a 8 je Booleova algebra. Nazyvame ji
dvouprvkovd Booleova algebra a oznadujeme (D, 4-, .,’).

Jestlize prvky 0,1 konkretizujeme jako pravdivostni
hodnoty vyrokit, dospéjeme zpét k algebie pravdivost-
nich hodnot, jakoZto modelu dvouprvkové Booleovy
algebry.

V ,.éiselné algebfe’ umite jisté fedit fadu typt rovnic
a jejich soustav. Definovali jste také pojem funkce,
seznamili jste se s ruznymi piiklady funkei, jeZz jsou
uréeny rovnici nebo tabulkou. V této kapitole ukazeme,
jak lze zavést pojmy rovnice a funkce v Booleové
algebfe, a uz1]eme ]lch pHi fefeni dloh v (D, +, ., ).

Nejprve si ptipomefime nékolik pojma z logiky. Na
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ptikladech jste se mmnozi seznamili s tzv. vyrokovymi
formamsi. Vyrazy ,,Va: = 2¢ ,x+1 =z jsou piiklady
vyrokovych forem o jedné proméunné z, ,,trojahelnik p
je shodny s trojihelnfkem r“ je vyrokovou formou
o dvou proménnych p, r, ,,(xy+x2°).¢ = 2% je vy-
rokové forma o tfech proménnych %, y, z. Vyrokové
formy lze v podstaté charakterizovat jako vyrazy obsa-
hujici jednu nebo vice promé&nnych s touto vlastnosti:
dosadime-li za viechny prom&nné vhodné konstanty
(pevnd zvolené objekty), dostaneme vyrok.

Viimnéme si nyni bliZze vyrokové formy ,,l/a: = 2%,
Zvolme néjakou mnoZinu, naptiklad mnoZinu vSech
redlnych éisel R. Dosazujeme-li za proménnou z jednot-
livé prvky mnoZiny R, dostaneme bud vyraz, ktery nema
smysl (napfiklad po dosazeni &isla —2), nebo vyrok —
a to bud pravdivy (napf. po dosazeni &isla 7,6), nebo
nepravdivy (nap¥. po dosazeni &isla 1).

Uréeme mnoZinu P viech téch realnych &isel, pro
ka%dé z nich% plati: dosadime-li je za # do uvaZované
vyrokové formy, dostaneme pravdivy vyrok. Lehce
zjistime, %e P je rovno mnoZing v¥ech reilnych &fsel, jez
jsou v&t8i nebo rovna &islu 4. Mno%inu P nazveme obor
pravdivosti vyrokové formy |/z = 2 v mnoZing B.

Obecné definujeme obor pravdivosti dané vyro-
kové formy o jedné prom&nné v mnoziné 4 takto:
Je ddna vijrokovd forma V(z) o jedné proménné x a ne-
prizdnd mnofina A. Oborem pravdivosti vyrokové formy
V(z) v mnoZing A nazyvdme mnofinu P vdech téch prvka
z mnofiny A, pro kaidy z nichi plati: dosadime-li jej do
V(x) za proménnou x, dostaneme pravdivy vijrok.

Pokuste se nyni samostatné zformulovat pojmy ,,obor
pravdivosti vyrokové formy o dvou promé&nnych z,, z,
v mnoziné 4, x A,"; ..obor pravdivosti vyrokové formy
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o tfech proménnych @, x,, 2, v mnozin& 4, X 4, X A,‘*).

Zabyvejme se nynf vyrokovou formou ,z+1 = z*.
Dosazujme za = postupné jednotlivé prvky z mnoZiny
D ={0,1}.

Dosadime-li za # prvek 0, dostaneme vyrok ,,0+1 =
= 0 o rovnosti prvki z mnoZiny D, ktery je neprav-
divy.

Dosadime-li vSude za « prvek 1, dospéjeme opét
k vyroku o rovnosti prvka z D ,,14+1 = 1%, ktery je
v tomto pfipadé pravdivy.

UvaZovand vyrokova forma je piikladem tzv. boole-
ovskérovnice o jedné promé&nné z.

Necht je ddna Booleova algebra (B, +, ., ). Virokovou
formu o jedné proménné z mazveme booleovskd rovnmice
(struénéji ,,rovnice‘) o jedné proménné =z, prdvé kdyk
platt: dosadime-li do této virokové formy véude za x libo-
vogzy prvek mnotiny B, dostaneme vijrok o rovnosti prokd
z B.

Termin ,,fedte rovnict o jedné proménné x v mnofiné B
budeme chapat jako kol uréit obor pravdivosti dané
rovnice v mnoZiné B — a to pokud moZno vyétem (tj.
vypsianfm v8ech prvki). KaZdy prvek z oboru pravdi-
vosti dané rovnice v mnoZiné B budeme nazyvat ,,fefeni
rovnice*. Ve stejném smyslu jako v ¢&iselné algebie
budeme uZivat také termint ,,pravd strana rovnice,
,,levd strana rovnice’.

Zkuste sami vyslovit definici booleovské rovnice na-
piiklad o dvou (tfech) promé&nnych.

*) Ve 3. kapitole jsme definovali kartézsky soudin K x L
mnozin K, L. Obdobné lze definovat kartézsky souéin t#
mno%in K, L, M takto: K x L x M = (K x L) x M. Ana-
logicky tomu je i v pfipad8 &tyf mnoZin, obecnd » mnozin, kde
n je libovolné pfirozené &fslo, n = 2.
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Co budeme rozumét pod terminem ,fedte soustavu
rovnic o dvou proménnyjch x, y v mnoZiné B x B?

Uvedme nékolik ukazek feeni rovnic a jejich soustav
v dvouprvkové Booleové algebie (D, +, ., ’). Na
misté mnoZiny B v definici booleovské rovnice uvazu-
jeme tedy specidlné mnozinu D.

Priklad 18: Reste rovnici ((2'4 1)’ + (+0))'= 0 ojedné
proménné 2 v mnoziné D,

Redeni: Nagim tkolem je urdit viechny prvky z mnoZiny
D, pro néz po dosazeni za proménnou z dostaneme prav-
divy vyrok. Vzhledem k tomu, Ze D je pouze dvouprv-
kovd mnoZina, miZeme zvolit metodu postupného
,»provéfovani jednotlivych prvka mnoZiny D. UZijeme
k tomuto udelu tabulek 6 az 8 z 2. kapitoly.

Ozna¢me levou stranu dané rovnice pismenem L
a dosadme do ni nejprve za proménnou x prvek 0.
Dostaneme pak postupné:

L=(0+1)+(0+0) = (1+1)'+0) =(1'+0) =
=(0+0) =1

Pravé strana rovnice je rovna 0. Vyrok 1 = 0 neni
pravdivy, proto prvek O neni feSenim rovnice.

Dale dosadme do levé strany rovnice za = prvek 1.
Postupné ziskivime L = ((1'+1)'+(140)) = ((0+
+1) 4 1) = (04+1) = 1’ = 0. Vyrok 0 = 0 je pravdivy,
prvek 1 je feSenim dané rovnice.

Mno#ina v3ech feSeni na8i rovnice v mnoZiné D je

tedy {1}.
Rovnici miZzeme felit je$té jinym zphsobem. Upra-
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vime nejprve pomoci axiomu a vét (1)—(25) jeji levou
stranu. Dostaneme

L=(@"+1y+(@+0)) =(1"+2) =(0+2) =2’

Piechdzime tedy k tGkolu urdit viechna x € D, pro néz
plati ' = 0. Ziejmé je ' = 0, pravé kdyZz = = 1. Mno-
Zina viech FeSeni uvaZované rovnice je {1}. Tento zavér
je v souladu s vysledkem, k némuz jsme dospéli pfi
feSeni prvni metodou.

Ptiklad 19: Reste soustavu rovnic

@+y).(@+y) == (26)
Tty =2 (27)

0 dvou proménnych z, ¥y v mnoZiné D x D.

Eedeni: Nakim iikolem je urdit vechny uspotddané dvo-
jice z mnoziny D x D = {[0,0], [1,0], [0,1], [1,1]}, pro
kazdou z nichZ plati: dosadime-li jeji prvni slozku za x
a druhou slozku za y do rovnic soustavy, budou oba
ziskané vyroky pravdivé. '

Opét jako v pirededlém piikladé bychom mohli po-
stupné ,,provéfit* kazdy ze ¢ty¥ prvkt mnoziny D x D.
Reseni touto metodou ponechivam vali vlastni inicia-
tivé.

Zde vyte§ime soustavu rovnic uzitim axiomu a vét (1)
a% (25). Zabyvejme se nejprve rovnici (26). Upravujme
jeji levou stranu:

(@+y).('+y) ==
'ty +rytyy =«
zyt+zy ==z
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Nyni pouzijeme vétu (24); dospéjeme k rovnici
(xy+2'y). 2+ (xy+2'y).2=0
Zjednodusujme postupné jeji levou stranu takto:

xyr'+xys’ + (@' +y).(x+y)ez =0
2y +(@+y)xe=0

xlyl_I_xy/ — 0
y.(x+2)=0
y =0

Pfitom g’ = 0, pravé kdy? y = 1. Dosadme za y do
rovnice (27) prvek 1; dostaneme

z+1=x

Piitom x4 1 = « plati, pravé kdyz z = 1.

Z dosud provedenych tvah plyne tento zavér: Je-li
dvojice [z, y] FeSenim nadf soustavy, pak musi byt z = 1
a zaroveii y = 1.

Provéime zkouskou dosazenim, zda dvojice [1,1] ]e
skutedn feSenim soustavy.

L = (1+1)(I'+1) = (1+0).(0+ 1) =1 _
L= (DD = 000+ D =1y _p

1 =

Ly =1+1=1 _
P:=l }L2__'P2

Mnozina v¥ech feSeni dané soustavy rovnic je rovma

{{L1]}1.%)

*) Uvddime-li feSeni rovnice nebo soustavy rovnic o n pro-
ménnych (n = 2) ve tvaru uspofdidané n-tice, je ,,uspofdddni‘
provedeno tak, Ze jednotlivé slozky odpovidaji hodnotdm
proménnych sefazenych abecednsd.
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Piiklad 20: Reste rovnici (zy’)’.(zz')’.(y2')'=1 o t¥ech
proménnych z, ¥, 2 v mnoZiné D x D x D.

Redent: 1) MiZeme postupnd provéfovat viechny prvky
z D x D x D, tj. viechny uspofddané trojice prvka
z mnoziny D.

2) K feen{ Pﬁkla.du miiZzeme také pouiit ,,tabulkové
metody*‘, kterou jsme se zabyvali ve 2. kapitole p¥i
uréovani pravdivostnich hodnot vyroka:

7\? \?
z|y|z|a |y |2 | =y |(ay')| 2’| (2a')| y2' | (y2")' (wy()y'z(é?)'
1/1{1({0]0;0} 0 1 0 1 0 1 1
1j1|0{0(0j1) 0 1 0 1 1 0 0
1010101 0|0 1 0 1 0
1{0{0{0}1(1]1 0|0 1 0 1 0
ofrji1jryo{ojof 11, 0 0] 1 0
o(rjo0j1y0y1j0( 1 (0] 1 11 0 0
0({0|1j1{10,0; 1 110 (0] 1 0
ojofofr'1j1)0 1 0 1 0 1 1

Z tabulky je ihned vidét, Ze mnozina viech fefeni dané
rovnice je rovna {[0, 0, 0], [1, 1, 1]}.

3) Uzijme axiéml a vét (1)—(25) k tipravé levé strany
rovnice:

(ey') . (zx') . (yz') = @'+9).('+2).(y+2) = (@2'+
+yz'+z'z+-yx). (v’ ’—I-’zl) = 22y +yzy +yxy + 2’2’z 4

yz'ztyrz = xyz+a'y'z

Prechazime tak k Fefeni rovnice zyz4z'y'2’=1 o tfech
proménnych @, ¥, z v mnoZiné D x D X D.
Z tabulky 6 pro séitani plyne

zyz =1 nebo z'y'z’ =1
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Z véty (23) dile dostavame
z=lay=1laz=1 nebo '  =lay =laz =1
&ili
r=lay=1laz=1 nebo xr=0ay=0az=0

Dospivame ke stejnému vysledku jako pfi pfedchozi
metodé FeSeni.

Priklad 21: Reste rovnici z-+a = 1

o proménné x € D a parametrua € D.

ERedeni: Pro @ = 0 je mnozina viech Fedeni rovna {1}.
Pro @ = 1 je mnoZina v8ech Fefeni rovna {0,1}.

Piiklad 22: Redte rovnici az+bz’ = 1
o proménné x € D a parametrech a, b z mnoziny D.
Regeni: Dosazujme za a, b jednotlivé prvky z mnoziny D

a fe§me vidy rovnici pro takto zvolené hodnoty para-
metri.

lL.a=1b=1: l.xz+1.2" =1
rt+x' =1

z=0neboz =1

2.a =1,b=0: l.z+0.2" =1
z=1

3.a=0,b=1: 0.z4+1l.2' =1
z =1

=0

4.a =0,b=0: 0.2z4+0.2° =1
0=1
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Shriime si na zaveér ziskané vysledky piehledné v tabulce:

Parametry a, b Mnozina vSech Fedeni
a=10b=1 {0,1}
a=1>5b=0 {1}
a=0b=1 {0}
a=00b=0 | o1

Zkuste jeSté vyfedit tento piiklad ,,tabulkkovou meto-
dou*.

Zabyvejme se nyni tzv. booleovskymi funkcemi.

Uvaéujme Booleovu algebru (B, -+, ., ’); necht C je
neprdzdnd podmmnofina mnoZiny B.

Booleovskow funkci (struénéji ,,funkci®) o jedné pro-
ménné budeme nazjvat kaZdé zobrazeni mnoZiny C do
mnofiny B.

Booleovské funkce budeme oznadovat f, g, h....Uva-
fujme funkei f o jedné proménné z. Jestlize dvojice
[0, ¥o] € f, nazveme z, hodnotou proménné x, y, hodno-
tou funkce f (funkéni hodnotow f) pro hodnotu x, pro-
ménné x. Namisto ,,[z,, y,] € [ budeme dastéji uZivat
zapisu .y = f(xo)".

Funkece miiZe byt uréena tak, Ze jsou vypsany viechny
jeji prvky. Ptikladem je ttebas funkce ¢ = {[1,0], [0,1]}.
Tuto funkci lze zapsat také takto:

x g(z)
1 ]
0 1

Rikédme pak, e g je uréena tabulkou.
Funkeci ¢ miZeme také definovat jako obor pravdi-
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vosti rovnice ¥ = &’ v mno%ing€ D x D. Presvéddte se
o tom! Rikdme pak struénd, Ze g je uréena rovnict y = ',
kde prom&nna z je prvkem mnozZiny D, a zapisujeme
g:y=2c',kdex € D.

Formulujte sami definici booleovské funkce o dvou
(tFech, ¢tyTech atd.) proménnych.

V dal$im se omezme jenom na piipady funkei v dvou-
prvkové Booleové algebie. Budeme zkoumat zobra-
zeni D do D (funkce jedné proménné), zobrazeni D X D
do D (funkce dvou proménnych), obecné zobrazeni
DxDx ... xD do D (funkce n proménnych).

n-krét
Smluvme se, Ze namisto zdpisu ,,g : ¥y = z’, kde x € D"
budeme psit struénéji jenom ,,g : y = z’*‘; obdobnd
budeme uvidét takto zkricené zapisy funkei i v dalsich
ptipadech.

Piiklad 23: Je ddna funkce f:y = (xz+2').2". Urdete
jejf funkéni hodnotu f(z, z) pro z = 1, z = 0, tj. najdéte

1.(1,0).
Redent: §(1,0) = (1.0+1).0' = (0+0).1 =0

Piiklad 24: Je dina funkce h:y = z+4uv’. Urlete ji
tabulkou!

Redent: x| u I v v | wv’ h(x, u, v)
1 1 1 0 0 1.
1 1 (1] 1 1 1 .
1 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 1
0] 0 1 0 0 0
ol 0 0 1 0 0
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Budeme Ffikat, %e funkce f, g o jedné proménmé (tj.
zobrazeni D do D) jsou sob& rovny, pravé kdyz pro kazdé
z € D.je f(x) = g(z). Zapisujeme ,,f = g“. Nejsou-li
funkce f, g sobd rovny, budeme fikat, Ze jsou rizné,
a pséb ,.f # g

Vyslovte obdobné definici pro funkee o dvou (tfech
atd.) proménnych,

Priklad 25: Urdete tabulkami a rovnicemi vSechny vza-
jemnd razné funkece o jedné proménné x.

Redent: Zapiste kardou z funkei vypisem viech jejich
prvku a srovnejte své zavéry s dile uvedenou tabulkon.

z|h@ | (@) | L@@ | L@
1| 1 0 1 0
of o 1 1 0

Urdeme ka%dou z t&chto &tyf funkei rovnief:

hiy==x
fery=2
hiy=1
fa:y=0

Presvéddte se sami o spravnosti téchto vysledkd dosazo-
vanim do p¥isludnych rovnio a porovnanim s tabulkovym
vyjadienim funkei.

Priklad 26: Urdete tabulkami a rovnicemi vSechny vza-
jemné rizné funkece o dvou proménnych x, y.
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Redeni:*)

X 1 1 0 O .

Y 1 0 1 0
h(z, y) 0O 0 0 0
f2 (=, y) o 0 0 1
falz, y) ;0.0 1 0
fo (@, ) 10 1 0 0
fimy) |1 0 0 0
Je (z, @) i 0 0 1 1
f2 {2 y) 0 1 0 1
fo (z, ) o1 1 0O
fo (2, ) 1 0 0 1
ho (x5 ¥) 1 0 1 0
fu(z, y) N | 1 0 O
he (2, y) 011 1
hs (=, y) b1 0 1 1
e (@5 y) 1 1 0 1
fis (=, ) 1 1 1 0
he (2, ¥) 1 1 1 1

Presvedite se, ze vBechny uvedené funkce f, aZ f,4 jsoun
skutedné vzdjemné rizné a Ze jsme na Zadnou funkei
o dvou proménnych nezapomnéli.

Uréujme postupné jednotlivé funkece rovnicemi. Snad-
no zjistime, Ze je f, : z = 0. Uréit rovnici funkei f, ndm
da uZ asi vice price. Po uréité namaze a hledani dospé-
jeme k zavéru, e je f, : 2 = 2'y’. Neexistuje n&jaka
véta, kterd by nasdi praciurychlila?

Dd se dokdzat, Ze pro kadou funkci f o dvou proménnyjch
z, y platl:

Fiz=Ff QD) .ay+f(1,0). 2y’ 1 (0,1). 'y+f (0,0). 2y’

Piesvédéme se, zda vysledky, k nimZ jsme dospéli

*) Uprava tabulky je pondkud neobvykld; divod tkvi v ma-
Iém formédtu publikace.
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u funkef f1 a f;, jsou v souladu s pravé uvedenym tvrze-
nim.

Dosadme za f(1,1), ..., f(0,0) funkéni hodnoty funkce
}, ze shora uvedené tabulky. Dostaneme

fiiz=0.2y+0.2y’"+0.2'y+ 0.2y’

a po upraveé
h:2=0

Aplikujeme-li vétu na funkei f,, ziskdvame

[i:2=0xy4+ 0.2y +0.2'y+ 1.2y

a po upravé
hiz=ay

Tento zavér opét souhlasi s diive uvedenym vyjadfenim
funkce f, rovnici.

Pomoci shora uvedené véty mizZeme déle snadno uréit
naptiiklad

faiz=ay, fyiz=uay, [s:z=umy fo:z=2y+ay
(a po tipraveé fg : z = z').

Zbyvajicich deset funkei urdete rovnicemi ui kaidy
samostatné.

Tvrzeni uvedené v pfedchozim prikladé lze zobecnit
pro funkce o » proménnych, kde n je libovolné ptirozené
¢islo. D4 se dokazat, Ze pro kafdou funkci g o n promén-
nych z,, x,, ..., 2, plati:

g: wu=g(1, ..., ).oyw,. ... .xy+g(1,1, ..., 1,0).
T oo Xpy¥Tnt ... +9(0,0, ..., 0,]1).2'x,.
X'y +9(0,0, ..., 0,0).25x,. ... &2
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Odtud napifklad plyne, ze kaZdou funkci b o tiech pro-
ménnych x, y, z lze vyjddFit takto:
h:u=h(1,1,1).zyz+R(1, 1, 0). 22"+ A(1, O, 1).
xy'z+h(0,1,1).2'yz+k(1,0,0).2y'2' + h (0,1,0).2'yz" +
k(0, 0, 1).2'y’2+ A(0, 0, 0).z'y'2’

Piiklad 27: Funkce % o tfech proménnych z, y, z je
urdena touto tabulkou:

z Yy z k(= 9,2
1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Urdete ji rovnici.
Redent: Pro funkei k plati

k:u=zyz+tay’+2'yz+-2'y'2
Po tpravé pravé strany rovnice dostaneme
k:u=xyta.(y2+y?)

Cvileni

1. Redte rovnici 42’ = z.x'+ o jedné promsénné z € D.
2. Reste soustavu rovnic z+1==x

z.1=0
o jedné proménné z v mno%ind D.
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8. Redte soustavu rovnic z+ Y4y ==
oy = x'+y
o proménnych x, y v mnoziné D x D.
4. Redte rovnici (xyz)' + (zz+u') = £'+u o proménnych z, y,
2z, u vmnozind D x Dx D x D.

5. Reste rovnice o proménné z € D a parametrech a, b, ¢
z mnoziny D.
a) ax'+-br+c = b))zt .a=1
¢) ard-bx’' = ¢ d) (z'+b).(x'+a).x+a'z=0
6. Re’te soustavu rovnic az+by’ = 1
ay+bz’' = 1
o proménnych z, y z mnoZiny D a parametrech a, b z D.

7. *) Urdete tabulkami tyto funkce:
a) f: y= (xz'+2'2).u
b) fa : y = (w24 y2)+uv'. (z'+2")

8. Urtete rovnici kazdou z funkei f,, fs, f;, jez jsou definovény
ta.bulka.mi.»

z y 2z /l (27, Y, 2) f:! (I, Y, Z) /:I (x’ yv Z)
1 1 1 1 1 0
1 1 0 1 0 0
1 0 1 1 1
1 ) 0 | 0
0 1 1 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0

*) V piikladech 7—10 uvaZujeme vSechny funkce v dvou-
prvkové Booleové algebie.
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9. Rozhodné&te, zda jsou sobé rovny funkce
9 Y= zutz'. (ut+v)
G y=z.(v+u)t+z'u

10. Kolik existuje vzéjemnné raznych funkei jedné; dvou; tif;
&tyt proménnych? Vyslovte hypotézu o poétu viech vzdjemnéd
riznych funkef o » proménnych pro libovolné pfirozené &islo n
& potom ji dokazte!
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