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VYSLEDKY CVICENI
A NAVODY K JEJICH RESEN{

1. Operace v mnoZing&

I. Viechny jsou komutativni, ale Zddnd nenf asociativni. — 2. Viechny
jsou komutativni i asociativni. — 3. Plyne ze vzorci (xy)* = x%y?,
(x : ¥ = x2 : y°. — 4. Operace + neni komutativn{, je viak asociativni.
Pfi komutativnosti stadf najit jediny pifpad, kdy X * B = Y X;

.. . . ) . ABC
tivnosti mu & iklad ¥ = ,
pri asociativnosti muZeme oznalit napfikla KLM >}
KLM NOP ,
= , 3= , kde KLM, NOP, QRS rmu-
(.OP) 3 QRS) ) QRS jsou permu

tace vrchola 4, B, C. — 5. a) M ma 8 prvkd; operace neni komuta-
tivai, je v¥ak asociativni. b) M m4d 4 prvky; operace je komutativni
i asociativni. — 6. a) Operace O neni komutativni, ale je asociativni
(ovéite konstrukéné i potemé tak, ze pfimky p, ¢ vezmete za osy sou-
fadnic). b) Ovéfte konstrukéné i podetné. — 7. Je-iO =[0,0], X =
=[xunb Y =[x 3l je X OY = [ + %3 + 3] — 8. Pii
komutativnosti je tfeba odlisit pfipady x = y,y = x, pfi asociativnosti
pilpaddyx =2y z2,xZ2z2nwy=xZz,y222%22x ),
z 2y = x. — 9. PouZije se definice sjednoceni a praniku (zndzornéte
Vennovymi diagramy). — 10. Na zékladé rozkladu v prvoéinitele
a s vyuzitim vysledku cvié. 8.

2. Neutrilni a inverzni prvek. Grupa

Il. Operace O m4 neutrilnf prvek n = — 1 a inverznd prvek % =
= — x — 2; operace  ma neutrdlni prvek n = 0 a inverznf prvek
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x
£ = 1 V mnoziné C existuje inverzni prvek operace * pouze

k &islim O a 2, v mnoziné R ke kazdému x # 1. — 12. Nem4 neutrdlni
prvek. — 13, Operace max ma neutrdlni prvek » € M, jestliZe pro kazdé
x € M je x = n; inverzni prvek existuje pouze k &islu n a je n = n.
Obdobné pro operaci min. — 14. Neutrilni prvek operace U je &
a pak ‘@ = @, neutrélnf prvek operace n je Z apak Z = Z; k jinym
prvkam inverzni prvky neexistuji. — 15. Operace D nemd neutrdln{
prvek; operace n ma neutrdlni prvek 1 a je 1 = 1, inverzn{ prvky
k ostatnim prvkim neexistujf. — 17. M je grupa,n = a, @ = a,b = ¢,
¢ = b. — 18. M neni grupa, n = b, @ neexistuje, b = b, ¢ = d, d = c.
— 19. Neutrdlni prvek je identické piemisténi 3 a mimoto a) kaidy
prvek je sdm k sobé& inverzn{, b) kazdy prvek je sam k sobé inverzni
s vyjimkou rotacf R = gggg), R = (‘; g gg), pro néz je
R =R, RN = R. — 20. Je-li @ neutralni prvek, je operace O dana
tabulkou

a b a b ¢

a a b a a b c

b b a b b c a

c c a b
a b c d a b c d
a a b ¢ d a a b c d
b b a d c b b a d ¢
¢ c d a b c c d b a
d d c b a d d c a b
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Pro M = {a, b, ¢, d} dostaneme dal’i pfipady, zaménime-li mezi sebou
prvky b, ¢, popf. b, d.

3. MnozZiny se dvéma operacemi

21. a) Z podminek x + (~ x) = 0, y + (— y) = 0 plyne (x + y) +
+ [(— x) - (—3)] = 0; b) z podminek x + (— %) =0, (—») +
+3y=0plyne (x —y) + [(—x)+y] =0; ¢) z podminky x +
4+ (—x)=0plyne xy + (— x)y =0 a z podminky y + (—3) = 0
plyne xy + x(— ) =0;d) plynezc). — 22, a) Je-liy — z = u, je
y=u+ zapak poupravé x L y = (x + u) + z; b) je-li x — (¥ =-
+2)=u jepotpravd x = y L (z +u);c)jelix —y=wuay -
—z=v, je x=u-+yy=z+v aodwud x=(u+2) L v; d
jelix —y=u,jex=u+yapakx +z=u-+(y -+ 2);e)jeli
y—z=ujey =u-+ zapak xy = xu + xz. — 23, a), b) Obdobné
jako 21 a), b); c), d) plyne z 21 c). — 24. Obdobné jako 22 a), b), ¢), d).
— 25, a) ]e-li% =z, % = z,jJeX = uUz,y = U2 a UX = VUZ, Uy = UVZ;
. x Y .
b), ¢) )e-li; =z, =hjlex= uz,y = vt a pak vx = vuz, uy = uvt,
vx + uy = vuz + uot; za tychz podminek je d) xy = uz.vr, €)
x.vt=y.uz. — 26, Podle definice 7a9. — 27. a) {0}; b) {1}; ¢)
~ {0} = {0}, — {1} = {6}, — {2} = {5}, - (3} = {4}; D) {0} ne-
existuje, {1}-! = {1}, {2} = {4}, {3} = {5}, {6}~! = {6}. — 28. a)
{0}; B) {1}; © — {0} = {0}, — {1} = {7}, — {2} = {6}, — {3} =
= (5) — {4} = (4D {1} = {11, {3} = (3}, {5}! = {5}, ()~ =
= {7}, {0}1, {2}"1, {4}-%, {6}! neexistuji. — 29. Sta¥l ukézatr, Ze
{n? 4+ n + 2} = {n)2 + {n} + {2} + {0} pro viecky zbytkové tfidy
podle modulu 3 i pro viecky zbytkové tiidy podle modulu 5. — 30.
Podle definice 7. — 3l. Nulovym prvkem je ¢&islo 0, jednotkovym
prvkem &islo 10; polookruh M neni okruhem, viz cvié. 13. — 32,
Nulovym prvkem je &, jednotkovym prvkem je Z; M neni okruh, viz
cviZ. 14. — 33. Nulovy prvek neexistuje, jednotkovym prvkem je &slo 1,
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viz cvi€. 15. — 34. Podle definice 7,8, 11 ; nulovym prvkem je &slo —1,
jednotkovym prvkem é&islo 0. — 35. Podle definice 7, 8, 11, 12; nulo-
vym prvkem je &islo 1, jednotkovym prvkem ¢&islo 0. — 36. Je-li a nulo-

vy prvek a b jednotkovy prvek, pak

x + y: alb
alalb
blb|a

- 37. Je-li @ nulovy prvek a b jednotkovy prvek, pak

x T+ y: alb|e
alalb]|c
blb|c|a
c ct—b_

xy:

xy:

alb
a a a
bla|b

albfec
alajal|a
bla|b|e
clalc|b

Tabulku s¢iténi lze vyplnit jedinym zpusobem (viz cvi&. 20), totéZ plati
pro prvni dva fddky a pro prvni dva sloupce tabulky pro ndsobeni; ne-
muZe byt c.c = a, nebot M nemd délitele nuly; nemize byt c.c = ¢,
nebot pak by bylo b = ¢. — 38. Obdobné mus{ byt

x + y: al|lb|c|d
alalb|c}d
blbla|d|c
cle|d aT
ald|c|b|a

xy:

a d
alal|a|alea
bla|b|c 7
clajc dT
dla|d|b|c
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Prvni dva fadky a prvni dva sloupce tabulky pro nisoben{ jsou ziejmé.
Nemiize byt c¢d = a, nebot neexistuji délitelé nuly; nemiZe byt
e¢d = ¢, nebot d # b; nemiZe byt cd = d, nebot ¢ # b; musi tedy byt
¢d = b. Obdobné odvodime, Ze cc = d, dd = ¢. Prvni fddek a prvni
sloupec tabulky pro s&itdni je zfejmy. NemuZe byt & 4+ ¢ = a, nebot
pak by bc + cc = ag, ¢&ili ¢ + d = a a nevznikla by aditivni grupa.
Neni moZné, aby b + ¢ = b, nebot ¢ # a; neni moZné, aby b + ¢ = ¢,
nebof b # a; musi tedy byt b + ¢ = d. Odtud bc 4 ¢cc = ed. &ili
¢-+d=~>baobdobnéd + b = ¢c. — 39. Jsou splnény podminky z de-
finic7,8,11. —40.(a + b|/2) £ ¢ + d)2) =@ + o) + (b + D)2,
@+ b5)2) (c +dV2) = (ac + 2bd) + (bc + ad) |2,

a+bvg _ ac — 2bd n bc — ad 'VE-

c+dlz2 e -2 ' & -2

4, Vnijsi operace

4.x00=0=x)0, xOC+1)=x0Or)Ox=|xr +x2=

_ x?
=x1/r+l.—42.x|:|l=x, xCI(r+l)=(xDr)Ox=7:
1
(—+ )=—_1.—43.xl:|r=?,xD(r+1)=(xDr)Ox=
=5 x—x.-+1—44x|:lr —r,x0O@C+1D)=x0OnNOx=
=—rx —x= — (r+ Dx. — 45.n {0} = {0} prokaZdén € Ny;

0 {1} =(0) 1 {1} = {1}, 2 {1} = {2}, 3 (1} = (3}, 4{1} = (4};0{2) =
={0}, 1{2} = {2}, 2{2) = {4}, 3 {2) = {1}, 4 {2} = {3} atd.; pro kazdé
ne N, aprokazdé {x} € C; je (n + 5) {x} = n {x}; {0}° = {1}, {0}» = {0}
prokaidé n = 1; {1}n»= {1} pro kaZdé n € Ny; {2}° = {1}, {2}* = {2},
(21 = (4}, (2)° = (3}, (2} = (2} pro kazdé ne No; {3)° = {1},
{3)" = {3}, (31* = {4}, (3)° = {2}, (3" = (3} pro katdé n € Ny
{4)° = {1}, (4} = {4}, {4)*** = {4} prokaZdé n € N,. — 46. 1 {0} =

= {0} prokazdén € No; 0 {1} = {0}, 1 {1} = {1},2 {1} = {2}, 3 {1}=
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= {3},4{1} = {4},5(1} = {5}, (n + 6) {1} = n {1} prokazdé n € N;
0{2} = {0}, 1{2} = {2}, 2{2} = {4}, (n + 3) {2} = n {2} pro ka3-
dé ne Ny; 0{3} ={0},1{3} = {3}, (n + 2){3} = n {3} pro kaidé
ne Ny; 0{4} = {0}, 1{4} = {4},2 (4} = {2}, (n + 3) {4} = n {4} prO
Kazdé ne Ny; 0 {5} = {0}, 1 {5} = {5), 2 (5} = {4}, 3 {5} = (3}, 4 (5} =
= {2}, 5{5} = {1}, (n + 6) {5} = n {5} pro kazdé n € N,; {0}° = {1},
{0}» = {0} pro kazdé n = 1; {1}n = {1} pro kazdé n € Ny; {2}° = {1},
{2} = {2}, {2} = {4}, {2}7*2 = {2}» pro kaidé n = 1; (3)° = {1},
{3}0 = {3} prokazdén = 1; {4}® = {1}, {4)* = {4} pro kazdén = 1;
(51° = {1}, {5} = {5}, {5)+* = {5} pro kazdé ne N,. — 47. {m —
— 1P = {m? —2m + 1} = {1}, {m — 1}* = ((m — 1}®)* = {1}* =
= {1}, {m — 1J%+1 = {m — 1% {m — 1} = {1} {m — 1} = {m — 1.
—48 )X 00=3,X01=%X, X000 + 2) = X ] nprokazdé
n€N; b) ProkaZdé X # R, X #R'je X 00=3,X01=9%,
XO@+2)=X07 RO0=[,RO1 =R, RT2=NR",
RO3I=R, RO M+ 4) =R O n pro kazdé n € N, a obdobn&

. ABCD
R’; pfitom R = .
pro pfitom (C DAB

5. Polynomy jedné neuréité

49. a) 1; b) 2; c) 4; d) 2, nebot koeficient a, = {1}, kdeZto kazdé a; pro
i < r miZe nabyt kterékoli z hodnot {0}, {1}. — 50. 2.3r, nebot koefi-
cient g, miZe nabyt pouze hodnot {1}, {2}, kdeZto kaZdé a; proi < r
kterékoli z hodnot {0}, {1}, {2}. — 53. a) y* — 3y® 4 4y* — 2y + 1;
by 3t — 40 1 Ly B4 2 56 46

¥ .a)l —x + x%0; b) 27— 9% 3x’,27 37 %3
) 0,1 —2x + 3x2. —55.Je-lid=aqay + ayx + apx® + ...+ arx", kde
ar= £ 1,B =10by+ bx + byx® +...+ byx*,kde b, # 0,aje-lis=r,
pak nedplny podil Q = gy + ¢1% + g% + ... + gs—rx*T a zbytek
R =2y + z1x + zgx® + ... + zr—1x"".. Pro nezndmé koeficienty ¢;
dostaneme s — r + 1 rovnic tvaru args_r = bs, args—r—y + @r_1gs_r =
= be—y> Are—r-g + Gr_1Gs—r—y + @r-3qs—r = bs_y, ..., z nichZ je moz-
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no postupné vypoé&itat gs_r, gs-r—1s ga—r—g, - .., Debot @ = -+ 1. Pro
koeficienty z; dostaneme r rovnic tvaru ¢; + 2; = b, kde 0 S i < r,
pfiemZ vyraz ¢; je utvofen z koeficientd a; a (jiz vypoltenych) qe. —
56.2) (x —6)(x —9);b)(x +3)(x — 18); c) (4x - 3) (3x - 4); d)

(x + .!+21—V3) (x + I—Tll@)’ jednoho &initele miZeme pfitom
1
jedté nasobit libovolnym (komplexnim) &fslem & 0 a druhého &islem B

~57. ) (x+Dx+2)(x+3,b)(x—2) G+ x+ D) (-
+x+ D@ —x+1); DO +x)2L )02 ~x)2+1). — 58

DG DD+ E-2)(x+ Lt@(:: +1_‘i_V5);

oo P e =)
d)(x—;— V_)x-:l_’)( 1+')( —l—/—z—) 59. Po-

lynom A + A ma4 koeficienty a; + d;, kde 0 < 7 < r, polynom AA ma
koeficienty aydy, @3, L+ aod;, @s@y -+ Od) -+ aody, . .., cOZ jsou redlni
&sla. — 60.

a+ qa—+aat ... +aa" =3a,+ aa+ aat + ... + ad.

6. Polynomy vice neuré&itych

63, E_) (2x——3y+_1)(3x+2y——1); b) [ + ]/Z)x—y+(l
V-1 +VDx+y-A+ )2 9 +iy—1+i)x —
— iy — 1 — i); jednoho &initele muZeme pfitom ndsobit libovolnym

1
komplexnim ¢&islem k % 0 a druhého &islem 5 d) nelze rozloZit. - -

64.a= —6,(x -2y —3)(x -3y +2). — 65.a=2,[x—(1 -
-y +1][x—Q+Dy+1a=0,[x— 1 +dy+il[x—010 —
— i)y —i]. — 66. b) Polynom dvou neuréitych mé nejvyse k& + 1
&lent k-tého stupné s riznymi exponenty; polynom r-tého stupné ma
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EDG T2
tedy nejvyle 1 +2 -3 + ... +(r+1)=(r—#1——) denu

. 1.2 2.3 3.4
s riznymi exponenty. c) Podle b) dostaneme 2 + =5 - +

Lo 1)2(r +2) @+ D 'g D@+ jednotlivé &leny

) kR+DGk+2) G+DE+2*R+3—F)
upravime podle vzorce 2 = 3 =

=—k(k+lz(k+2)+(k+l)(k:2)(k+3).—63.Poloﬂmc
a) x=a,y=bz=—¢; b) x=>b,y=c¢,z=a. — 70 Polo-
ime a) x=a,y=b,z=dyu=¢; b)) x=by=a,2=d,u=c¢;
c)x=ay=c¢z=du=5b — 7l. Vychézi se z nerovnosti
x—y+x—2+(—2220— T2.22+3* + 2 — 3xyz =
=x+y+2)(x—xy+ 3y — xz — yz + 22 a ddle podle cvi&. 71.

+ ..

— 73 (x+y+2) (x+ ey + 6%2) (x + €Yy + e2), kdes = —L ';iV3.

— M4 (x+y+DE+y—2(x—y+D(x—y—2.
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