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stupfiové thel, jehoZ velikost v mife obloukové je déna
¢islem 1? (Tento ihel se jmenuje radidn.)

9. Vysetiete vlastnosti nédsledujicich funkei’'a vyjddfete
tyto funkce graficky: a) sin(z + a), b) sinaz, kde a ¥ 0,

1
c) sinz?, d) sin o e)

sinz

10. a) Vyjddiete tg(— , tg(dn + =), tg(dw — x), tg(x +
+ z), tg(r — z) pomoci tgz b) Doka,zte Ze tg(z; + z,) =

tg:t:1 + tgz, _ sinz
T 1 — tgz, tgx,’ TEIC tgzz urtede 1 4 cosz’
1 — cosx .
tgir = ez Ve viech piipadech udejte ta z, pro

néZ napsané vztahy plati.

II. LIMITA

Abychom si dvahy zbytetnd nekomplikovali, budeme se
vétdinou zabyvat jen takovymi funkcemi, jejichZ obor se
skldid4d vesmés z intervald.

Mgjme funkei f definovanou pro viecka x z néjakého inter-
valu, jehoZ vnitinim bodem je bod a. BliZi-li se promé&nnd z
k élslu a a bliZi-li se pfi tom hodnota f(z) k n&jakému &shu b,.
tkaiie, %o funkce f m4 v bod a limitu b, a piSeme to krétce
takto
' slimf(z) = b

T—>a

(¢teme: limita funkce f pro z bliZici se k a je b). Pojem limity
bude tsttednim pojmem nadich tivah, prcto mu vénujeme
zvySenou pozornost. Slova ,,bliZi-li se*, jichZ jsme privé
uZili, je viak tfeba nejprve preloZit do pfesné fedi, abychom si
pod nimi pfedstavovali ndco urditého a abychom je mohli
vyjadiit matematicky. Uki%eme to nejprve na jednoduchém
ptiklads, a teprve potom budeme definiei limity pfesné for-
mulovat.
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Pitiklad 14. M&jme funkci
-1
/(I) = 2-— 1 *

Tato funkce je definovdna pro viecka z s vyjimkou x =1,
nebotf pro z = 1 m4 n4s zlomek ve jmenovateli nulu. V bodé1
hodnota funkce f definovdna neni. Ve viech ostatnich bodech
je definovdna a jeji hodnota je
z + 1, nebof pro z &1 lze dany
zlomek kratit vyrazem z — 1.
Nade funkce je tedy zndzornéna
piimkou y = z 4+ 1, z niZ je
vSak vyloufen bod M o soufad-
nicich 1, 2 (obr. 25). BliZ{-li se
z libovolnd blizko s kterékoli
strany k &islu 1, bli% se y libovol-
né blizko k &islu 2; tento fakt vy-
jadfujeme slovy, Ze limita dané
Obr. 25 funkce v bod8 1 je rovna é&islu 2,
a zapisujeme

z2—1
limf(z) = 2 nebo lim
s—1 z—»1 T —
Na tom, %e hodnota f(1) neni definovina, nezile?i. Nafe
,,bliZeni*, o kterém jsme dosud mluvili, pfesnd vyjaddiime
takto: Na ose y zvolime zoela libovolny otevieny interval
J,, ktery obsahuje bod 2 jako vnitini. Takovy interval jsme
na str. 14 nazvali okolim bodu 2. Pak dovedeme na ose z
nalézt takovy interval J ., ktery je okolim bodu 1, Ze pro v8e-
chnazz mbervaluJ (ovSem s vyjimkou bodu 1, pro néjZ neni
f(1) definovéno) prisluéné, hodnota f(z) padne do intervaluJ .
Vyslovime tedy tuto definici:
Funkce f mé v bod& a limitu b, kdyZ% ke kaZdému
okoli J, bodu b dovedeme uréit*) takové okoli J,

*) Slove ,dovedenfe urdit* znamenaji, #0 ke kaidému okolf Jy
existuje okoli J, bodu a, které mé Z4dané viastnosti.

= 2.
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bodu a, fe pro katdé z +=a z J, hodnota f(z) patii
do J, (obr. 26).

Znovu si pfipomenme, %e funkce f je definovdna ve viech
bodech néjakého okoli J, bodu a. Hodnota f(a) mtZe pfi
tombytjakdkolinebonemusibytviibecdefinovéna.

Y]
4 f S |
4 |
— JU ~ ] E X
0 o_______ 2 4
Obr, 26 Obr. 27

Nenf ovéem nutné, aby mé&la kazdd funkce v ka%dém bodé
svého oboru limitu. Uvedeme pifklad funkce, kterd limitu
nems4.

Piiklad 15. Funkce f budiZ definovdna takto:

(3= pro 0 z< 2,
f(z)_{«}(x—2)’ pro 2 < z<X 4.

Tato funkce je definovéna v intervalu (0, 4), jejf priibéh zn4-
zorfiuje obr. 27. Pedle jeji definice je f(2) = 1, ale tato hod-
nota nenf limitou funkce f v bodé 2, nebot je moZné vymezit
takové okoli J, bodu 1, %e k ndmu neexistuje Zddné okolf J,
bodu 2 tak, aby pro vSecka z & 2 z J_ hodnota f(z) padla do
J,. Sta&f volit J, tak, aby neobsahovalo bod 0, jak je vidét
z obr. 27. Z4dn4 jind hodnota b = 1 nenf viak také limitou
funkce f v bod& 2, nebot pak lze vidy vymezit takové okoli J,,
bodu b, Ze neobsahuje bod 1. K tomuto okoli J; pak zase
nelze r.alézt 24dné okoli J, bodu 2 tak, aby pro viecka x & 2
z J, hodnota f(z) padla do J;.

.
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Ptfiklad 16. DokdZeme, Ze funkce

fz) = kz + ¢, .
definovand pro kaidé z, mé v bodé a limitu b = ka 4 gq.
‘UkédZeme, Ze ke kaZdému okoli (y,, ¥,), kde ¥, << b < y,,
dovedeme nalézt takové okoli (z,, z;), kde z, < « < z,, %o
pro viecka z z (z,, =,) hodnota f(x) padne do (y,, ¥,).
Zvolme tedy libovolné okoli (y,, y,) bodu b, t. j. zvolme dvé
tisla y,, y, tak, aby y, << b < y,. ProtoZe b= ka + ¢, musi
byt ‘

- <kt g<y. (2)
(1) Je-li 2 > 0, dostdvdme odtud
Y1r—14 Y2— 41
TF OSSR
Volime-li z tak, aby ‘% ; 1 ¥ k— | plyne odtud

n—q<kr<y,—¢ tj p<k+qg<y, Jo tedy
interval ( Hh—9 Y — q) hledanym okolim bodu a.

k k
(2) Je-li k < 0, dostdvdme z podminky (a)

Nh—4q Ya—q . Y2—14 Y1— ¢
k—>a> % &l A <a<-—k—.

Volime-li z tak, aby Y k— g <z< L Ic_ 1 , plyne odtud

Yp—9>ke>y —q &l y<kz4g<y, Je tedy
(-"2 - 7 5 R 9) hledanym okolim bodu a.

(3) Je-li k=0, je f(x) = q pro kaZdé z; miZeme tedy in-
terval (z,, z,) volit jakkoli a pro kaZdé z z (z,, z,) je ¥, <

<qg<y, -
K definici, kterd byla vySe vyslovéna, poznamenejme jedté
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toto: Podafi-li se ndm k néjakému okoli J, bodu b nalézt ta-
Liové okoli J, bodu a, %e pro viecka z 4 a z J, hodnota f(x)
padne do J,, padnou viecky tyto hodnoty f(:c) také do kaz-
dého &irsiho okoli J; bodu b,
do ng&hoZ  patii vsecky body
okoli J,. Nalezneme-li tedy
okoli J, bodu a pfisluiné ke
zvolenému okoli J, bodu b, é(: -====

A

nalezli jsme tim zéroven také S
okoli J , bodu a ptisludné k Eir- |
8imu okoli J, bodu b. Toho N gy ey
%asto uZivéme ke zjednoduseni b-c I '
‘pottu a okoli J, bodu b volime X
tak, aby mé&lo bod b prévé =
uprostied (obr. 28). Zvolime Obr. 28

ng¢jaké &slo- ¢ >0 a do J,

vezmeme takovd f(z), pro nd% b — e < f(x) < b+ ¢ ¢&ili
podle (3) (str. 16) |f(z) — b| << . Definici limity pak ¢asto
vyslovujeme takto:

Funkce f m4 v bod® a limitu b, kdy% ke kaZdému
dislu ¢ > 0 dovedeme nalézt takové okoli J, bodu a,
Zeprovieckaz azJ, platf [fiz) — bl < &.

Podobné miZeme vySetiovat, co se d&je, kdyi I neomezeng
vzristd nebo neomezend klessd. BliZi-li se pfi tom hodnota
f(z) néjakému é&islu, nazyvime toto &islo limitou funkce f
v nevlastnim hodé oo nebo — oo, K tomu je ovéem tfeba pFed-
pom'fe"fu'ﬁkce fje definovéna v neomezeném intervalu.
Ka%dy neomezeny interval (k; c0) miZeme nazyvat okolim
nevlastntho bodu oo a kaZdy interval (— oo, k) okolim nevlast-
ntho bodu —oo0. Znovu viak podotkneme, Ze symboly oo
a — oo neznadi Z4dné &islo a %e jim neodpovidaji Zddné body
na ose &iselné. Ndzvih ,,bod o0 a ,,bod —o0* uZivime jen
proto, abychom se vyjadfovali struénéji. Abychom tyto dva
»,body* zfetelnd odlifili od ostatnich bodd éiselné osy, mlu-
vime o nevlastnich bodech. Analogicky podle pfedchoziho
vyslovime definici: :
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Funkce f m4 vnevlastnim bodé o nebo — o limity
b, kdyZ ke kaZdému okol{ J, bodu b dovedeme sta-
novit takové okolf J, tohoto nevlastniho bodu, e
proka?déz z J, hodnota f(z) padne do J,,.

Pro takto definované limity budeme uZivat symbold
limf(z), limf(z).

Fmd Z—>—o

P#iklad 17. DokéZeme, Ze funkce
1
flz) = —

mé v nevlastnim bod$ co i v nevlastnim bod$ — co za limitu
nulu. Za J, zvolime okoli (—e&, €) bodu 0, pfi emZ £ > 0;
pak hodnoty f(z) spadajicf do tohoto intervalu vyhovuji ne-
rovnostem

1
—e< —< &
X
Odtud plyne bud z > -i—, nebo z < — % . Pro ka#dé z z in-
tervalu (-'1—5-, oo) je hodnota f(z) = %deﬁnovéna a padne do

J,. Jo tedy lim - — 0. Podobnd pro kasdé z z intervalu

Z—r@

(— o, — -1_—) hodnota f(x) =% padne rovn&% do J,. Je tedy

také hm% = 0 (viz obr. 19).

—+» —m

Obdobnou definici zavedeme i tehdy, kdy% misto funkce
definované na néjakém neomezeném intervalu méme po-
sloupnost, t. j. funkei, jejim% oborem je mnoZina pfirozenych
¢isel. Také tu se miZe stdt, Zo se hodnota a, bliZi urditému
tslu, kdyZ n roste nade viecky meze. Definujeme:
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Posloupnost, jejiZ n-ty 8len }e a,, mé limitu b,
kdyfkeka’dému okoliJ, bodubdovedemestanovit
takové &islo k, aby pro viecka ptirozend &isla n >k
pattila hodnota a, do J,.

To, e &islo b je limitou posloupnosti, jejiZ obecny &len je a,,
zapisujeme b = lima,,.

Ao

PFklad 18. Posloupnost, jejfZ n-ty &len je

n

= aFT

m4 za limitu &slo 1. Dokéd¥eme to. Za J, zvolime interval
(1 — ¢ 1+ ¢), kde € > 0 je libovolné &fslo kladné. Je-li =

pkirozené &islo, je # <1 pro ka?dé n, a tedy také

a, <1+ e pro kazdé =. Zbyv4 nalézt takové n, pro ndi

l—-eg<a, &li 1—e<$. Odtud viak plyne n >

> —1—— 1. Je-li tedy n libovolné piirozené &islo z intervalu

(15_/1'00 ,pak pro kaZdé takovénjel — e < a, <1+ ¢,
t. j. hodnota a, patf doJ o takde vekutku lime, = 1.

A=
.N&kdy se stavd, e hodnota f(z) padne do intervalu JJ, jen
pro takovi z, kterd jsou v&t3i nez a, t. j. kterd leZi v pravém
okoli tohoto bodu (viz str. 14). Pak fikdme, Ze funkce f md
v-bed¥ g limitu zprava rovnou &slu b. V obdobném smyslu
mluvime o limit zleva: Definujeme:

Funkce f mé vboddalimitu?PT®V®rovnou &islubd,
zleva

kdy% ke ka¥dému okoli J, bodu b dovedeme nalézt
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é Fer:’zé okoliJ bodu a,%e pro véecka z+azd,

hodnota f(z) pattido J,.

To, Ze &islo b je limitou zprava funkce f v bodé a, zapisu-
jeme b = limf(z) a to, %e &islo b je limitou zleva funkce f

z—a+
v bodé a, zapisujeme b = limf(z).
r—a—

takov

Ptiklad 19. Funkce

: pro 0K 2 < 2,
f=) = {i(az—2)2 pro 2 < z < 4,

kterou jsme jiz vySetfovali v piikladu 14, md limf(z) =0
z—>24
a limf(z) = 1, nebot ke kaZdému okoli J, bodu 0 dovedeme

22—
nalézt takové pravé okoli J, bodu 2, Ze pro vieckaz' 2z J,
hodnota f(a:) padne do J,, a ke kaZdému okoli J, bodu 1
dovedeme nalezt takové

levé okoli J, bodu 2, Ze

__________ pro viecka z z J, hod-

J . _nota f(x) padne do J,
(4 Ip—— ' " (obr. 29).

S P S, Nyni si dokiZeme né-

J, . = kolik dileZitych vét o li-

______ NN 4 mit4ch.
Obr. 20 - Véta 3. Funkce { m4

v bod¥ @ limitu b
tehdy a jen tehdy, kdyZ mi v tomto bodd limitu

zprava i hmltu zleva a obé tyto llmlty ]sou rovny
eslu'd. —

iRt
Dikaz. 1. To, %e funkce f m4: v bodd a limitu b,. znamena,
Ze ke ka?dému okoliJ, bodu b dovedeme nalézt okoliJ , bodu
a tak, Ze pro viecka = + a z J, hodnota f(z) padne do Jy.
Plati-li nafe tvrzeni pro véecka, z $azJ,, plati za.]lste
i pro ta z z J ,, kterd lef vpravo od @, t. j. pro viecka z & a
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z néjakého pravého okoli bodu a. Na hodnoté f(a) pfi tom
nezaleZi. Proto limf(z) = b. Z téhoZ diivodu viak nade tvrze-

z—a+

ni plati i pro ta z z J , kterd leZf vlevo od g, t. j. pro vSecka
z %+ a z néjakého levého okoli bodu a. Na hodnoté f(a) pfi
tom op&t nezdleZi. Proto limf(x) = b.

zZ—a—

2. Obréceng to, %e funkce f md v bod$ a limitu zprava
ilimitu zleva a Ze jsou obé& rovny &islu b, znamen4, Ze ke kaz-
dému okoli J, bodu b dovedeme nalézt takové pravé okoli J,
bodu a a takové levé okoli J, bodu a, Ze pro viecka
z == 'a z t&chto dvou okoli hodnota f(x) padne do J,. Sjedno-
cenim obou okoli J, a J, dostaneme jakési okolf J, bodu a.
Plati-li nae tvrzeni pro viecka x +a z J, iz J, plati pro
viecka x &+ a z okoli J,. To viak znamen4, %e limf(z) = b.

z—a
Aby nemohl nastat omyl, budeme n&kdy pro zfetelnost
pfidédvat ke slovu ,,limita‘“ jestd slovo ,,oboustrannd‘‘, aby-
chom jasng naznadili, e tim neminime limitu zprava ani li-
mitu zleva.

Véta 4. Necht dvé funkce f a g pro viecka z +a_
z jistého okolf J, bodu a spliiuji rovnost f(z) = g(z).
Pokplati: M4-1li funkce flimitubvbodéa, mé funkce
gvtém% bodd touz hmltu ' . ’ o

Dikaz. To, Ze h.mf(a:) = b, y '6@
znamend, Ze ke kaidemu okoliJ, J( D | I

bodu b existuje okoli J; bodu a
tak, Ze hodnota f(xr) pro viecka == : |
z $a z J, patii do J, (viz obr. :
30). Sestro;me prinik J, obou
okoli J a J Pak pro k&idé T+ Obr. 30
+az J - pla,ti

a) f(z) = g(z), nebot z patii do J, a
b) f(z) pat¥i do J,, nebot x patii do J,.

(@]
S
<

>
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Proto také g(z) patéi do J,. Tim je ke kaZdému okoli J, bodu
b nalezeno okoli J, bodu a tak, %e hodnota g(z) pro ka¥dé
z %= a z J, patii do J,. To viak znamen4, %e limg(z) = b.

' s—a

JestliZe limf(x) = 0, i{kdme, Ze funkece f je nekoneéné mald
—a
v okoli bodzua Podobné je-li hm/(z) =0 nebo je-li limf(z) =
Z>—a0

= 0, ¥kdme, Ze funkce f je nekoneéné mali v okoll nevlast-
nfho bodu o0 nebo —ao, a konednd je-li hm/(z) = 0 nebo

limf(x) = 0, fikdme, Ze funkce f je nekoneéné mald zprava
;;la)t—) zleva v okoli bodu a.

Vzhledem k pozndmce uvedené na str. 35 miiZeme definici
funkce nekonednd malé v okoli bodu a vyslovit také takto:
Funkce | je nekone&nd mald v okoli bodu a, kdy? lze ke ka¥-
dému ¢ > 0 nalézt takové okoli J, bodu a, ¥e pro viecka
z+azJ,je |fz)] < e

Vé&a 5. Vyrok: hmf(z) =b plati tehdy a jen tehdy,

kdy% funkce /(z)—b je nekonedns malé v okoli
bodu a.

Dikaz. To, %e limf(x) = b, zna¥{, %e ke kaZdému £ > 0
dovedeme nalézt takové okoll J, bodu a, Ze pro viecka
z+azd;je|f(x)— b < e To viak je totéZ, jako kdyby-
chom fekli, Ze funkce f(z) — b je nekone#nd mald v okoli bodu
a. Obrécend: To, Ze funkce f(z) — b je nekoneénd mald v okoli
bodu a, znamend, %e ke kaidému & > 0 dovedeme nalézt
takové okoli J_ bodu a, e pro viecka z 3= a z J,; je |f(z) —
— bl < e. To viak je totéZ, jako kdybychom fekli, Ze
limf(z) = b.

z—a

Z dok4zané vdty plyne, Ze je-li limf(z) = b, je f(z) =

— b+ p(z), kde p(x) = f(z) — b jo funkce nekonetnd malé
v okoli bodu a.

/
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Véta 6. Necht funkce f a g jsou nekonednd malé

v okoli bW—Eﬁ % - flzy + k. g(z), kde kb
jsou dand &isla, j je nekone&nd malé. vokoli bodua.

Diikaz. Jelik= h =0, pak v kaZdém okoli J . bodu a je
E.f(z)+ k.g(x)=0, proto [k.f(z)+ h.g(z)] <e kde
€ je zcela libovolné &islo kladné. MiZeme tedy v dalsfm pFed-
pokladat, Ze aspoii jedno z &isel k, & je riizné od nuly.

Nade pfedpoklady znadf, e ke kaZdému ¢’ > 0 lze najit
takové okoli J, bodu a, %e pro viecke = & a2z J_je |f(z)| < &'
Podobns Ize ke kaZdému £” > 0 najit takové okoli J; bodu a,
Ze pro viecka z &= a z J, je |g(x)| < &". Mdme dokézat, Ze
také ke kaZdému & > 0 lze najit takové okoli J, bodu a, Ze
provieckaz FazJ je k. f(z) + k. g(z)| < e. BudiZ tedy
déno libovolné & > 0 a zvolme &’ a £” tak, aby

€ . £
e — < —
T = |k A = k| + |A|

K témto zvolenym &fsliim ¢’ a &” naleznéme pHsluﬁné okoli
J, & J,. Ob3 nerovnosti |f(z)| < &, |g(z)] < €" jgou splndny
pro viecka z = a z primiku J, intervald J, a J;. Pro kaZdé
takové z je podle vztahii (1) a (2)

k. f(z) + b .g(@)| < [k] . 1f(@)] + [4] . l9(2)] < |Kle"+

Bl < |kl ——— 1+ |h .
o+ IMe” < Ve g M =
Pongvadi J, je okoli bodu a, je Lim[k . @)+ h.glx)]=0,

jak jsme mé&li dok4zat.

Odtud plyne jako diisledek, Ze kaZfdé funkce miiZe mit
vkaZdém bodésvéhooborunejvysejednulimitu.To,
¥e nemus{ mit Zddnou limitu, vyplynulo z ptikladu 15. To, Ze
nemfiZe mit dvé, dokdZeme takto:

Dejme tomu, Ze by funkce f méla v bods a dv8 limity b a ¢
a %e by bylo’d + ¢. ProtoZe b je limita funkce f v bod$ a, je
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funkce f(x) — b nekonedné mala v okoli bodu a. ProtoZe c je
rovnéZ limita funkce f v bodé a, je také funkce f(z) — ¢ ne-’
kone&nd mald v okolf bodu a. Podle pravé dokizané véty 6 je
i funkee @(z) = {f(x) — b] — [f(z) — ¢] = ¢ — b nekonené
mald v okolf bodu a. To znamend: zvolime-li libovolné ¢ > 0,
je moZno nalézt takové okoli J, bodu a, e pro viecka z & a
z J; je |p(x)| < € ¢&ili |c — b| < &. Zvolime-li vBak £ < |c —
— b|, dostdviame |¢c — b| << |c — b], ale to neni pravda. Neni
tedy moZné, aby funkce f méla v bodé @ dvé réizné limity
bac. '

Je oviem moiné, aby méla funkee f v bods a limitu zprava
rovnou b a limitu zleva rovnou ¢ a aby b & ¢ (viz pFiklad 19);
limita zprava ani limita zleva viak nenf limita.

Funkece g, kterd mé tu vlastnost, Ze pro viecka z z jistého
intervalu J ; je b < g(z) < k, kde k a h jsou vhodn4 &isla, se
jmenuje omezend v tomto intervalu. Oznadime-li vétsi z &isel
|k|, |k| pismenem m, lze nasi podminku zapsat ve tvaru
lgix)| < m, kde m > 0.

Za interval J, budeme Sasto volit njaké okoli bodu a.
O funkeci g budeme Fkati, Ze je omezend v okoli J; bodu a,
i kdyZ hodnota g(a) nebude definovéna, ale pro viecka z & a
z J, bude platit |[g(z)| << m, kde m > 0.

Véta 7. Necht je funkce f nekone&nd mald v okoli
bodu ¢ a Tunkcegtev jistém okoli bodu ¢ omezend.
Pak—je-funkce f(r).g(z) nekone¥nd mald v okoli
boduwa—" oo '

Diikaz. Podle danych pfedpokladi 1ze ke kaZdému &' > 0
nalézt takové okoli J;, bodu a, %e pro viecka z + a z J, je
|f(z)] < &'. Dile existuje takové okolf J, bodu a, Ze pro vie-
ckax +azd,je|g(z)| < m, kde m > 0 je vhodné éislo. Pak
pro kaZdé z =+ a z priniku J7 intervali J a J_ je

If(x) . g(2)| = |{(z)] . |g(z)| < me'.
Volime-li tedy zcela libovolné & > 0, stadi volit & tak, aby
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me' < g, b s'é—%. Pak pro keidé z +a 2z J, je

If(z) . g(z)] < e. Pondvadi J, je okoli bodu @, proto
lim[f(z) . g(z)] = 0.

IT—a

Véta plati samoziejmé i tehdy, kdyZ je funkce g nekoneéné
malé v okoli bodu a, nebot takové funkce g je rovnéz omeze-
na v jistém okoli bodu @, jak plyne z nerovnosti |g(z)| < ¢
platné pro kazdé z = a ve vhodném okoli J, bodu a.

omezena

Véta 8. Je-li llmg(z)= c :iz.O,jefunkce 1
z0 9(2)
v jistént oot bodu g, oo e o
“Dikaz. Ponévad: limg(z) = c, existuje ke kaZdému

I—a
€ > 0 takové okoli J, bodu a, %e pro viecka x +a z J £ je
|g(x) — ¢| < e. Proto

lel — l9(2)| < llg(@) — lel| < lg(2) — el < &

podle (1), takZe |g(z)| > |c| — &. Volime-li e < ||, a to lze,
nebot ¢ £ 0, je [c]— € > 0, takde pro kaZdé zfa z J,
plati

gl@)| " lel—¢
Véta 9. Necht limf(z) = b, limg(z) = c. Potom
T—a T—a
a) im[k . f(z) + k. g(x)] = kb 4 ke, kdekah]sou danéd
éisla: ‘
» b) lim[f(z) . g(x)] = be,
zr—>a
flx) b :
c hm—_ —, kud ¢ &= 0.
) g o poknd e ¥
Dakaz. Je-li lunf(z) = b, limg(z) = c, pak podie véty 5
z—>a
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jef(z) = b + p(z), g(z) = ¢ + (=), kde p a p jsou funkce ne-,
kone¥n® malé v okolf bodu a. Potom

8) k. f(2) + b . g(2) = kb + ()] + hle + pla)] =
=kb+ ke + k.p(z) + b .yplz).

Aviak k. p(z) + % . yp(z) je podle v&ty 6 funkce nekonetnd
malé v okoli bodu a. Proto podle véty 5 je im[k . f(z) +
z—a

+ k. g(x)] = kb + ke.

b) f(2) . 9(z) = [b 4 p(@)][c + p(z)] =
=be+ c.g(z) + b . pla) + p(z) . p(z).

Aviak ¢.@(z) 1- b . yp(z) = o(z) je podle véty 6 funkce ne-
konednd mald v okoli bodu a a @(z) . y(z) = a(z) je podle
v&ty 7 rovndZ funkce nekone®nd mal4 v okoli bodu a. Proto
také o(z) + o(z) je podle vdty 6 funkce nekonené maléd
v okoli bodu a, takZe podle vdty 5 je lim[/(:v) . g(z)] = be.

f=) b ?+‘P(-’5) £—£-+
(2) ¢ c+1p(:1:) c ¢

c.plz) —b.y(z) b

¥ (z)

Aviak ‘%;) jo podle v8ty 8 omezend v jistém okoli bodu o
a @(z) — -g— . 9(z) je pro ¢ & 0 podle véty 6 nekonednd mald
v okoli bodu a. Proto je pddle véty 7 i funkce — ( /@) [p@) =

- —b— y(z)] nekone¥nd mal4 v okoli bodu a, takZe podle vty

b.
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Véa 10. Je-li limf(z) = b & 0, existuje takové okoli

z—a
J, bodu a, Ze pro viecka z s=a 2 J, hodnota f(z) mé
totéZznaménko jako &{slobd.

Dikaz. Je-li limf(z) = b, znamené to, Ze ke kaZdému

£—+a
e > 0 existuje takové okolf J, bodu a, Ze pro viecka £ + a
zJje |f(z) — ] < ¢, &ili podle (3) platib— & < f(z) < b+
-+ &. Je-li b > 0, volme £ = b. Pak pro viecka z ¥ a z J; jo
0 < f(z). Je-li vBak b < 0, volme ¢ = — b. Pak rovnéZ pro
viecka z +a z J; je f(z) < 0.

Véa 1. Je-li hmf(z) > hmg(z), existuje takové-okoli
J.bodua, Ze pro véecka z =|= azJgje f(z) > g(z).

Dikaz. Vezmeme-li v tvahu funkei f(z) — g(=), je
hm[/(a:) —g(=)] = hmf(:r:) hmg(:c) >0 (véta 9);, proto

pod.le véty 10 exxstu;e t&kové okoli J ¢ bodu a, %e pro viecka
z+azJ,je f(z) — g(x) > 0 &ili /(x) > g(z).
Je-li g(z) = k, zni nade véta takto: Je-li limf(z) > k, kde

a3
k je konstanta, existuje takové okoli J, bodu a, Ze
provieckaz +azJ,je f(z) > k.

Véta 12. JestliZe exlstu1i11m1tyhmf(a:) =b, hmg(a:) =

= ca pro viecka z Fazjistého okoli J. bodu a plati
f(@) < glz), pak b< e
Diikaz. Kdyby bylo b > ¢, muselo by podle v&ty 11 exis-
tovat takové okoli J, bodu a, Ze pro viecka z f=a z J, by
bylo f(z) > g(z), ale to nen{ moZné, nebot nale vita Zid4,
aby pro viecka z z jistého okol bodu a bylo prdvé naopak
f@) < g().
Je-li g(z) = k, znf nade vita takto: JestliZe existuje
limita limf(z) = b a jestlize pro viecka z 3 a z jistého
30

h

45



okoli J, bodu ¢ plati /(x)g k, kde k je konstanta,
pak b < k.

Je tfeba vyslovné uponmlt na to, Ze i kdyZ je hodnota
f(x) mensi nez g(x) pro viecka z == a z jistého okoli J, bodu
a, mife se stdt, Ze si piisludné limity v bode a mohou byt
rovny, jak uka.zu]e tento piiklad: Je-li f(z)=1— 2% a

g(x) = 1 4 22, je pro kazdé x ¥ 0 f(z) << g(x); pFesto vsak
hmf(a:) = llmg(x) = 1.

Véta 13. Jestlize pro kazdé z 4= a z jistého okoli J,
bodu a plati f(z)< g(z) < Mzx) a existuji-li llmlty
hmf(:c) limk(z), existuje také limita limg(x) a -je

z—>a zr—a
rovna. obéma limitdm ptedchdzejicim.

Dikaz. Oznaéme b spoleénou hodnotu limit limf(z) =
. z—a
= limh(x). Pak ke kazdému okolf J, bodu b existuje okoli J

I—a

bodu a tak, Ze pro viecka z <+ a z J, hodnota f(z) padne do
Jy. Volime-li za J, interval-
,(c, d), kde ¢ << b < d, zna-
‘mend to, Ze pro kaidé z 3-a
z J, je ¢ < f(z) < d. Déle
k okoli J, existuje okolf J7,
bodu a tak, %e pro viecka
z f=a z J, hodnota h(r)
padne do J, t. j. plati ¢ <
< h(z) < d. Utvorme prii-
nik J, okoli J,, J. a J.
Pak pro kaZdé z +a z J,
plati

a) f(z) < g(z) < k(z), nebot z patii do J,,
b) ¢ < f(x) < d, nebot z pati{ do J,
¢) ¢ < h(z) < d, nebot z patii do J7..

<
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Proto je celkem ¢ < f(z) < g(z) < Mx) < d &ili ¢ < g(z) <
< d, takZe g(z) patfi rovndz do J . Tim je ke kaZdému okoli
J, bodu b nalezeno okoli J, bodu a tak, e pro ka%dé = *a
hodnota g(x) padne do J,. To v8ak znamend, Ze limg(x) = b
(viz obr. 31). o8

Vé&ty obdobné vétdm 4—13 dostaneme kdyZ misto obou-
strannych limit vezmeme pouze limitu zprava (po piipadé
limitu zleva). A&koli téchto v&t pro jednostrannou limitu
nkolikrat jeitd pouZijeme, nebudeme je pro tisporu mfsta
dokazovat. Ostatn® tyto dikazy by byly jen opakovinim
diikazi pravé uvedenych.

JestliZe v definicich limity uvedenych na poitku této ka-
pitoly nahradime bod b nevlastnim bodem oo nebo —oo,
destaneme definici t. zv. nevlastni limity. To, Ze funkece f m4d
v bod$ & nevlastni limitu oo, pideme hm/(:c) = 0. Zna.mena

to, Ze ke ka%dému okolf (k o0) nevla,stmho bodu oo existuje
takové okoli J, bodu a, Ze pro viecka = = a z J , padne hod-
nota f(z) do interva.lu (k, c0). Podobny vyznam maji i ostatni
piipady.

Funkce miZe mit nevlastni limitu i v nevlastnim bodé.
Mé-li na piklad funkece / v nevlastnim bod® oo nevlastni
limitu oo, pi$eme to limf(z) = o0 a znamen4 to: Ke ka%dému

o
okolf (k, 00) nevlastniho bodu oo existuje okoli (%, c0) ne-
vlasthiho bodu oo tak, Ze pro viecka z z intervalu (k, o0)
hodnota f(z) padne do intervalu (k, co).

PHiklad 20. Dokéome, Zo lim — = oo, lim —= — <o,
z»0+ T z0— T
t. j. Ze funkce— mé v bodé 0 nevlastni limitu zprava co

a nevla.stnf hmltu zleva —00. Volime-li libovolné okoli (k, o0)
nevlastntho bodu 0o, dovedeme udat takové pravé okoli J,

bodu 0, Ze pro viecka z # 0z J, hodnota f(z) padne do inter.
valu (k, c0). Sta&i se omezit jen na kladnd k. Ptime se tedy,
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1
E”
t. j. dand nerovnost je splndna pro kafdé z z intervalu

( l) Jo tedy vskutku lim —1—=vco Podobnd do okoli
z—+0+ T

(—o0, k'), kde k' < 0, nevlastmho bodu —oo padnou ty

hodnoty f(z), pro nd% j jo — < k'. Odtud plyne ’:, <z<0,

t. ] dand nerovmnost je splnéna. pro kaidé =z z intervalu

pro kterd z je f(z) > k &ili —i— > k. Dostdvame 0 << 2 <

(k” ) ktery tvofi levé okolf bodu 0. Jetedyhm—-: — 0.
z—+0—- T
Cuifend. .
1. Doka.ite iehmz’ 1 =2, limu—
z->1| l_l z*—llzl_l
12. Doksite, %o a) lim = — 0, lim — — 0, b) lim ~ = co.
Zz—® z? z-»—mz z—0
13. DokaZte, %e a) lim 22 = 00, limz® = oo, b) limz® = o0,
z— —— @ Eaad
lima? = — o0, ® : )
Zz2—+—m
az+ b a
14, Doka’te, Ze a) pfi ¢+ 0 je lim — =—,
)RR eF0 de M wtd
az+b a az+b
,_lil_nmca:——{-d_? b)pnc:l:Oa.bc>adJehm+ ard =
T—>——
ar 4 b
e wtd

15. DokaZ%te, Ze a) lunf(a: + a) znamen4 totéZ jako hmf(a:)
b) lim{(z + a) znamené. totéZ jako hm/(x), c) hmlf(a:)[ =

b 2]

znamend toté ]a,ko lim —— = 0.
— f( z)
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16. Jsou-li funkce f a g omezené v intervalu J,, pek i
funkee f(z) + g(z), f(x) — g(x), [(z) . g(x) jsou omezené v in-
tervalu J,. DokaZte.

17, Je-lilimf(z) = b, je hm[f(a:)| [b]- DokaZte. Plati véta
také obrécens?

18, Je-l ].lmf(z) = 0 a jestliZe pro kaidé z 7 a z ndjakého
okoli J, bodu a plati |g(x)| < |f(z)|, pak také hmg(x) = 0.
DokaZte.

19. Je-li funkce f omezend v ndjakém okoli bodu a, neni
lim 1 = 0. Dokaite. .

z»a f(2)

20. Véty 4—13 doka¥te pro limitu zprava a pro limitu
zleva.

II1. SPOJITOST

Je déna funkce f definovand ve viech bodech n&jakého
okoli J, bodu a nejvyse s vyjimkou tohoto bodu e. Zndzor-

y y|
M M
fa) I
]
o

0| a X 0
Obr. 32 ) Obr, 33

nime-lj si tuto funkei grafickv, bude v obvyklych piipadech
timto zndzorndnim jakasi kiivka. Mysleme si, Ze tuto kfivka
probfhdme bod po bodu tak, Ze se blizime k bodu M, jehoZ
vzdélenost od osy y je a.
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