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7. FORMY KVADRATICKE.

JestliZe v soumérné bilinedrni formé polozime y, = z,
(v=1,2, ..., n), pfejde tato v itvar, kterému fkdme kvad-
ratickd forma proménnych z,, x,, ..., ,. Pochopitelné na ni
pfendsime vSechny pojmy a tvahy, které jsme provedli
v odst. 6. Zvld§té je moino také pro kvadratickou formu
provésti redukei, o niz mluvi véta 9.; dik symetrii matice
kvadratické formy staéi k této redukeci jedind transformace
s matici (48) z odst. 6.

Jako piiklad provedme redukei kvadratické formy
= 2z 4 2z,2 + 6x,% + 2x2 4 2x,x, + 62,2, —
— 2z,2, + 6x,25 + 2x,7,.
Matice dané formy

(59)

21,3 —1
L2 3 1

A=l 3346 o
110 2

y b

mé, jak si ¢tendf snadno ovéff, hodnost A = 2; postup véty
9. z odst. 6 se tedy pro nd3 pfipad utvaii takto:
Redukovand soustava prisludnd k systému (a)
22, + 2, + 32—, =0
x,+ 2%y + 32y + 2, =0
mé dvd nezdvisld feSeni. Za ta zvolime na piiklad

613=1, bpa=—1, &5 =0, ‘54321
§u=—1 6 u=—1&4=1,§,=0
a sestavime matici B, podle vzoru (48):
Il, 0, 1, —1
01 —1, —1
B, = 0,0, 0, 1
0, 0, 1, 0
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Danou formu (59) pak transformujeme transformaci B,;
pro matici B,AB, ném po kritkém poéitdni vyjde

2, 1,00

B,AB, —

0,0
0,0
0,0

oo

1
0
0, 0,

) ?

Transformaci (kterd je regulirni — ovéfte si to)
X 1 + Xa - X4

Ty

Ty e — X,
Ty

Ty X,
piejde tedy kvadratickd forma (59) ve tvar
h=2X2+2X. + 2X. X,. (59')

Potvrdte si tuto skutednost pfimym vypodtem.
PiSeme-li kvadratickou formu ve tvaru

4
4

o

f = Zaikxlxk’ Qi = Ay " k= l 2 n, (60)
nazyvame hneémi formy
1 of
=== il ¥ =1,2, ...,
F, 3 7, ,?;:la Ery ¥ n (61)

linedrnimi formami k f pfidrufenymi (adjungovanymi);
nékdy také piSeme F,(x).

ProtoZe je forma f homogenni funkei 2. stupné svych
proménnych, plati pro ni podle Eulerovy véty

ixﬂ—%t')‘:ixﬁ" (62)
v=1vazv— y U. ). v=1v vy
bilinedrni forma

29.F.(z) (63)
se jmenuje poldrou dané formy kvadratické.
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Soumdrny determinant |a,|, ¢,k =1, 2, ..., » matice A
dané kvadratické formy se nazyvd diskriminantem této
formy a rozhoduje svoji hodnotou o tom, zda je forma sin-
guldrnf & reguldrni.

Kvadratickou formu (60) lze psiti také ve tvaru vroube-
ného determinantu. Vypoéftdme-li totiZ hodnotu determi-
nantu r,, ktery vznikne z determinantu R, (vzorec (42) dflu
prvého) tim, e v ném misto kazdého prvku a,, piSeme jeho
doplnék A4, v determinantu A4, vypo&itdme-li tuto hodnotu
r, podle vzorce (45) dilu prvého, dostdvime (x,; znadf
doplnék prvku A,, v determinantu reciprokém k 4)

— = 2
Hh=— Z‘“k(zi?/k = — 4" zkakdf”tyk-
t, 1

Predpokldddme-li jeité, Ze je determinant A soumérny
a klademe-li y, =z, (k=1,2,...,n), dostdvime svrchu
zminéné vyjddieni kvadratické formy f determinantem ve
tvaru

Ay, Aygy ooy Aygy 1y

oy Agay - Aany Ty
—Ar? = . (64)
Anl» Aﬂ2, vy Anm xn
T, T, y Ty O

Kvadratickd forma
F = ZAikziIk
ik
se nazyva formou k f adjungovanou. Je-li hodnost formy f
nejvyse n — 2, je forma k nf adjungovand identicky nulovi;
je-li vBak f hodnosti h =mn-—1, lze podle pf. 13. psati
Ay = Ak (6, k=1,2,...,n). Vzhledem k soumérnosti
plivodniho determinantu je oviem A,;, = A, tedy A,&; =
= A&, (1,k=1,2,...,n) a formu adjungovanou k f lze
pséti také ve tvaru

F— Zglika‘xk = Zl,a,.g,.x‘z + 2_;;,.5,;1‘2,‘ = (;]/,L_g‘x‘)z. (65)
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V pifpadé, Ze plivodni forma mé hodnost b = n — 1, je
kvadratickd forma k ni adjungovanéd rovna dplnému étverci
formy linedrni; je-li hodnost plvodni formy mensi, ne%
n — 1, je adjungovand forma identicky nulovi.

Maticovy obraz kvadratické formy (60) je XAx; s vyhodou
ho uZivime zvlddté k symbolickému zndzornéni transfor-
maci kvadratickych forem. Poldra formy (60) md za mati-
covy obraz matici yAx, odkudz téméf okamzité vyplyvé
fakt, Ze je poldra ,,kovariantem* své formy, coZ znadi:
Prejde-li jistou transformaci dand kvadratickd forma v jinou,
pak pfechdzi jeji poldra — transformujeme-li obé fady jejich
proménnych privé takovou transformaci — v poldru kvad-
ratické formy transformované. Stejné jednoduchym di-
sledkem maticového znizornéni je to, Ze determinant formy
transformované je roven determinantu formy plivodni, na-
sobenému ¢étvercem determinantu transformace, jiZ jsme
danou kvadratickou formu podrobili.

Dokézeme si nyni diileZitou vétu pro theorii kvadratic-
kych forem, vétu o redukei kvadratické formy na linedrni
kombinaci &tverci » proménnych.

Véta 10. Kvadratickou formu lze vhodnou reguldrnt linedrnt
transformact prevésti na linedrni kombinaci &verch promén-
nyjch, t. j. na tvar

X2+ X2+ ...+ X2 (66)
Je-li hodnost dané formy h, je mezi koeficienty c, (v = 1, 2,
<oy W) prdvé h nenulovych.

Dikaz. Obsahuje-li dané forma (60) aspoii jeden étverec,
doséhneme eventuelnim pfeéislovdnim proménnych toho,
%e bude a,; == 0 a piSeme formu ve tvaru

n _ l n
f=anz®+ 2‘”12“11@'1: +f/=— (Zalkxk)2 +
L=2 @y k=1
- 1 2 1 2
+f—— (20'11.:-'51:)2 = — (Zalkxk)z + D,
a5 k=2

an k=1
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kde f1) (a také oviem f) je kvadratické forma u% jen pro-
ménnych x,, x5, ..., T,

Transformujeme-li danou formu (60) za pfedpokladu
ay, + 0 linedrni substituci, kterd je inversnf k reguldrni
transformaci (rozmyslete si to)

n
X, =Dayxy, X, =2, v=2,3,..,n, (67)
k=1

dostaneme ji ve tvaru
clxl2 + F(l)(xzv Xa, R ] Xﬂ)

Neobsahuje-li dand forma Zddného &tverce proménné, do-
sadhneme vhodnym oznadenim, %e bude a,, & 0 (vyludujeme
zde pFipad formy identicky nulové) a piSeme pak f takto:

n "
3 = apriz, + xllczaalkxk + xzzazm +
n

= 1
+f=— (a2t + Zazklk) (@102 + zalk-”l.

a2

- zalh"‘kzazhxk + f = — (0'12171 + zazlr"’k)

Qyoi=3

- (@7, +1-Zaau1k) + B
@ a 7jsou kvadratické formy v proménnych z,, z,, ..., Z,.
Regulérni transformaci, kterd je inversni k substituci
n
X, = M@ + 7o) + (a1 + a0) 74),
k=3
n (68)
X, = Hayplw, — ) + gs(’au — @) %),
X, =z,v=3,..,n

dostaneme pak piivodnf formu ve tvaru

48



71 X2 4 ya Xt + F® (X4, X, ..., X,).

Dalsfm odst&povinim nésobkid &tverci proménnych od
forem F®) resp. F® dospdjeme posléze k tvaru (66). Trans-
formace, jichZ pfi tom uZivdme (jsou oviem obdobné privé
provedenym) se sice tykejf jen nékterych proménnych (vidy
téch, které zbyly ve formédch vzniklych tim kterym odsté-
penim jednoho nebo dvou é&tvercil), lze je viak interpreto-
vati zfejmé po kaZdé jako transformace vSech proménnych.
Tyto vechny transformace jsou — priavé tak jako (67) a
(68) — reguldrni a jejich postupnou aplikaci lze nahraditi
jedinou reguldrni transformaci viech proménnych, kterd
je z nich sloZena. Byla-li hodnost pivodni formy %, je tedy
i hodnost formy transformované na tvar (66) rovna % a
podet nmenulovych koeficientli ¢, nemiZe byti mensf neZ %
(pak by hodnost transformované formy byla totiZ mensf
neZ k), ani v&t3f ne% & (pak by ona hodnost byla také v&tsi
ne% k). Tim je véta 10. dokdzéna.

Utzite¢né je pro kvadratické (2 také bilinedrni) formy
zavésti pojem ekvivalence.

Dvé formy kvadratické (nebo bilinedrni) nazyvidme ekvi-
valentni, je-li moZno jednu z nich pfevésti reguldrni trans-
formaci (u bilinedrnich forem dvéma takovymi transforma-
cemi) ve druhou. Tento pojem ekvivalence je ziejmé vzd-
jemny a plati o ném:

Dvé formy kvadratické nebo bilinedrni jsou na-
vzdjem ekvivalentni tehdy a jen tehdy, maji-li
stejnou hodnost.

Dikaz. Provedeme jen pro dvé kvadratické formy f,, f,.
Jsou-li ekvivalentni, existuje reguldrnfi transformace linedr-
nf, kterd pievddi formu f, v f,. Protofe pak pfi takovéto
transformaci zistdvd hodnost h, formy f, stdle stejnd, je
nutnd k;, = k,.

Maji-li naopak obé formy stejnou hodnost %, = h, = A,
pfevedeme prvou z nich (podle véty 10. a jedt& dalsi maliékou
tpravou) reguldrni linedrni transformaci C, na tvar
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X2+ X2+ ...+ X2
druhou pek transformaci C, (op&t reguldrnf) na tentyZ tvar.
Je tedy zfejmo, Ze sloZend reguldrni transformace C,C,?
pfevadi formu prvou pfimo v f,.

Pro pfipad dvou forem bilinedrnich probihd dikaz dplné
analogicky — provedte jej.

Pozndmky. K formdm kvadratickym se jedté pozdéji (aZ
probereme uZiti determinantii v theorii rovnic) vritime a
sezndmime se s jejich daldimi vlastnostmi, jeité zajimavéj-
8fmi, neZ jsou ty, které jsme pravé poznali.

Redukce kvadratické formy, jak jsme ji tu nazna&ili, se
dé provést u ka?dé formy nikoli identicky nulové. Po-
chdzf v podstaté od Lagrange a byvé také obdas uvidéna pod
jeho jménem (Oeuvres, Recherches sur la méthode de maxi-
mis et minimis, 1759). Jind methoda, velice elegantni, nikoli
viak tak vieobecnd, pochdzi od Jacobiho (Journ. f. Math.
63, 1857).

Redukce kvadratickych forem mé dilefitou dlohu v geo-
metrii, mechanice, astronomii i v mnohych jinych oborech
(pouzili ji Gauss, Lagrange, Jacobi a j.).

Priklady.
17. K objasnéni theoretickych vyklad& tohoto para-
grafu zopakujeme viechny pojmy a pouéky, které jsme tu
zavedli resp. odvodili, na pfikladé formy (59). ProtoZe md
tato forma hodnost » = 2, Ize ji redukovati na kvadratickou
formu pouze dvou proménnych. To jsme provedli vyse; v.
vztah (69'). Jeito md nase forma n = 4 proménné, bude
miti také Styfi pfidruzené formy linedrni. Podle vzorce (61)
pro nd dostdvame (lze je ovSem pséti téZ ihned — jak?)
F, =2z + z,+ 32,—2,
Fy,= z, 4+ 2z, + 323+ z,
Fy = 32, + 3z, + 6,
Fy=—x+ z, + 2z,

a ovifime pro né snadno platnost vzorce (62).
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Poldra dané formy vychdzi podle pfedpisu (63) ve tvarn
(viimnéte si soud¢tu indexd v jednotlivych élenech)

22y, + Y2 + Ty + 31Ys + 225y, + 32y, — Ty +
+ 3xyy; + gy, — Ty + Toys +
+ 6z3y; + x4y, + 27,9,

Dané forma je singuldrnf a m4 hodnost A = 2; jsou tedy
viechny dopliky A4, ze vztahu (64) rovny nule a rovnice
(64) tedy vskutku splnéna (nebof také 4 = 0). Forma ad-
jungovand k (59) je oviem identicky nulovi.

Nakonec je§ts provedeme redukei nasi formy ve smyslu
véty 10. Budeme zde pouZivati pfimo transformace (67) —
je totiZ a;, = 2 —, doporuduji viak &tendfi provésti podrobné
cely postup, jeni zavedeni této transformace pfedchdzel.
Transformace (67) zde jest

X,=2n +2,+ 30—, Xy =12, Xy =15 X, =2,
reciproké k ni pak bude

22, =X, — X, —3X;+ X, 2, = X,, 3= X,, z, = X,
coZ dosazeno do dané formy vede k prvnimu &isteénému
vysledku:

fl = %Xlz + %Xzz + *}st + %Xf + 3X,X, + 3X,X, +
+ 3X X, = %Xlz + FO,

Na formu F® aplikujeme opét transformaci inversnf
k reguldrni substituci obdobné (67):

Y,=3X, + 3%, + 434X, ¥ =X, Y, =X, ¥, = X,,
tedy transformaci
X, =3Y,—Y,— Y, X;=Y, X,=Y3 X, =7,

Dostaneme tak koneén& tvar, o némZ mluvi véta 10.; zde
je velmi jednoduchy:

fz = %}’12 + %Yza-
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Transformac{
Y, = Vﬁzl, Y, = ngz, Yy=2, Y, =2,
pak bude forma (69) nejjednodusstho mozného tvaru
fa=2+ 22

Je zcela snadné najiti transformaci, kterd pfimo pfevédi
danou formu (59) ve tvar prdvé napsany. Tato reguldrni
transformace vznikne sloZenfm t&ch, jichZ jsme postupné
uZili, tak¥e jeji matice R bude

R = C,C,(C,,
kde jest
%: _%v —‘%, % 1, 0, 0, 0
o, 1, 0,0 _ o, & —1, —1
G=lo o 1of € =loo 1 o
0, 0, 01 0,0 0, 1
V2, 0,00
G=| o300
0, 0,1,0
0, 0,0, 1
Vypodet jest vhodnym cvidenim pro ndsobeni matic a vede
k vysledku
1z, —4g -1 1
_lo, §—1, —1
R= 0, O 1, O
0, O 0, 1
Transformaci

z = %V2_Xl - ‘z]/:_'sT_X: — X3+ X,

Ty
Ty
2

Vix,— X, — X,

3

X,

musi tedy forma (59) pfejiti ve tvar
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= X2+ X2

Presvédéte se o tom pH{mym dosazenim a také pomoci ma-
ticového obrazu dané formy. .

18. ,,Pfednostni‘* odislovdni proménnych kvadratické
formy.

Mi-li kvadratickd forma s koeficienty a,, = a,; (1, k = 1,
2, ..., n) hodnost %, Ize odfslovat proménné z,, z,, ..., z, tak,
%e bude hlavni minor 4, = |a,|, ¢,k =1, 2, ..., k rizny od
nuly. Tento soumérny determinant 4, mé bud aspon jeden
hlavni{ minor (A — 1)-fadovy rizny od nuly — pak otfslu-
jeme proménné z,, x,, ..., z, tak, aby prdvé minor 4, _, =
=|aw|, ,=1,2,...,h—1 byl nenulovy — nebo jsou
viechny hlavni minory (b — 1)-fadové determinantu A,
nulové. V tomto druhém piipadé vSak musi A4, obsahovati
alesponi jeden hlavni nenulovy minor (k — 2)-fadovy, jezto
by jinak byly rovny nule vibec viechny (k — 1)-fadové
minory (tedy ne pouze hlavni) determinantu 4, a tento by
nemohl byti rizny od nuly (toto tvrzeni je zcela trividlnim
disledkem véty o minorech determinantu reciprokého k da-
nému; v nafem pfipad& vezméte v podet determinant reci-
proky k A, a uvaZujte o jeho libovolném hlavnim minoru
dvoufadovém). V piipadé, Ze jsou viechny hlavni (h — 1)-Fa-
dové minory determinantu 4, rovny nule, existuje tedy
alesponi jeden nenulovy hlavni minor (A — 2)-Fadovy a tu
oznadime proménné =z, z,,..., z, tak, aby byl nenulovy
prévé minor A, , = |ay|, 4,k =1,2,...,- —2. S nenulo-
vym determinantem 4,_,, event. 4, , naloZime stejnd jako
dfive s 4, a tak pokradujeme; poloZime-li 4, = 1, dospivdme
tak k jistému otfslovdni proménnych pivodni kvadratické
formy, jeZ nazveme ,,piednostnim‘ (takovych odislovéni
miie oviem byti mnoho) a zédroveii k fadé minord

1= Ay, Ay, 4y, ..., A, (69)
UkdZeme si, Ze v této fadé nemohou vedle sebe stdti dva
nulové éleny a Ze &leny sousedicf zleva a zprava s nulovym,
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maji vidy navzdjem riiznd znaménka. BudiZ na pf. 4, = 0,
kde 0 << 8 << k; podle konstrukce fady (69) to znaédi, Ze jsme
v A,;, nenadli ?4dny hlavni nenulovy minor s-fadovy,
takZe tam rozhodné’ existuje alespon jeden (s — 1)-fadovy
nenulovy. Jeden pak z téchto byl vzat za 4, , a proto je
A, £ 0. Také 4,;, musi viak byti rizné od nuly, jezto
by jinak musil v 4,;, existovati aspofi jeden nenulovy
hlavni minor s-fadovy, ktery bychom vzali za 4,, takZe by
proti pfedpokladu bylo 4, 0. Je tedy A, 4 0 a také
A,4, =0 a dokdzeme jedté, Ze je A,;.A,4, < 0. Také
tato skuteénost je sice zcela elementdrnim disledkem véty
o minorech determinantd reciprokych, pfece snad by viak
mohla zplsobiti uréité potiZe a proto zde naznadime jeji
dikaz: Nenulovy hlavni minor 4, , byl ziskén z 4,, vy-
nechédnim jistych dvou fddkd (budiZ to ¥ddek p-ty a o-ty)
a stejné é&islovanych dvou sloupci. Sestrojime si determinant
k A,;, reciproky, oznalime jeho elementy znaky oy,
t,k=1,2,...,8 + 1a vezmeme v tivahu jeho hlavni minor,
tvofeny elementy, v nichZz se kiiZi fddky s pofadovymi
¢isly o, o a sloupce téhoz pofadi. Podle véty o minorech de-
terminantu reciprokého je tento dvoufady subdeterminant
roven pravé soudinu A, ,.A,;, a protoZe jsou viechny
s-fadové hlavni minory determinantu 4,;, podle pfedpo-
kladu nulové (tedy i xg = xyr = 0), mdme konedné (pa-
matujme, %e vSechny determinanty zde vystupujici jsou
soumérné)
— | Yewr %o
Arl . As+1 - ;O‘Zm Ko

0, oape

—_ — 2
aﬂo’: O - ‘xqa < 0'

Abychom uvedeny postup pfedvedli na &iselném piikladé,
budeme se zabyvati reguldrni kvadratickou formou

f=a?+ x,? 4 92?2 + z?— 22,7, + 42,703 — 42,7, —
— Bzyry + 4ry7,. (70)
Matice
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1, —1, 2 —2

r _']-, l, —3, 0
A= 9 _3 9o 2
—2 0 2 1

mé hodnost » = 4 a pro jeji determinant najdeme hodnotu
A4, ="17. Jeho minor 4,, mé hodnotu —1 a proto mizeme
bez jakéhokoli pfeménovdni oznaleni proménnych kldsti
A, = — 1. Protoze viak je prvni hlavni dvoufadovy minor
determinantu 4, — doplné&k to jeho prvku 9 — roven nule,
zato viak mé druhy hlavni minor (doplnék prvku a,,)
hodnotu 5, provedeme pieznafeni proménnych wx;, %, ,
(a také z,) na nové &, iy, &5, ¢, podle schematu

Ty Tgy T3y 2y ’
tl) tav ta: t4 ) (70)

V téchto novych proménnych bude miti forma tvar

fo= 2 0?3 4 12 + 4yt, — 2t — 4,8, —
— 6tyty + 45t (707

a lze poloZiti 4, = 5. Pak uf mdme beze vieho pfefadovéni
4, =1,4,=1.
Pfedislovani proménnych v piivodni form& podle schematu

(70') je tedy prednostni (takovéd jsou zde mo¥néd dvd) a
vede k formé (70”) s maticf

1, 2 —1, —2

2, 9 —3 2.
—1,—3, 1, ol’
—2, 2 o0 1

v této matici uz mé fada hlavnich minorid vzniklych po-
stupnym vroubenim

A=

1, 2]

Ay=1, 4 =1, 4=y ¢

= 5,
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1, 2, —1
dy=| 2 9 —3|=—1,
1 —3 1
1, 2, —I, —2
2 9 —3 2|
di=|_y 3 1 o|="7
—2 2 0 1

vlastnosti fady (69).
JestliZe jsme provedli pro danou kvadratickou formu

f= izkbikyiyk
pfednostni oéislovéni, vede ,né.s vznikld forma
f= ;}:‘am’”ixk
k ¥adé hlavnich minori (69). ‘Tuto fadu lze doplniti na iplnou

1 =Ag, Ay, Ay, ..., Ay, Apyy = Apyg=...= A4, =0. (71)
Vyraz
o = Dsgn(d,,4,), (72)
g=1

kde klademe sgna = 1,0, —1 proea >0,a =0, a < 0, md
veliky vyznam pro theorii kvadratickych forem a jmenuje se
signaturou dané formy f'. Tak mé forma (70) signaturu
rovnou nule, protoZe je

o = sgn(4y,4,) + Sglll(AlAz) + 58111(‘42%3) + sgn(d,4,) =
N + — —_— —_— .

Tento vysledek ukazuje (jak pozdéji podrobné poznime),
%e jo naSe forma indefinitni, coz znadf, Ze miiZe nabyvati
hodnot kladnych i zdpornych, klademe-li za jeji proménné
dselné hodnoty (pfesvéddte se o tom). Riizné pochybnosti,
které by se zde mohly vyskytnouti, tak na pfiklad, zda hod-
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nota signatury nezivisf na tom, které z moznych pfednost-
nich odistovén{ (je-li jich vice) pro formu zvolime, vyvri-
time pozdé&ji, ad se budeme zabyvati kvadratickymi (a
jestd jinymi) formami s jiného hlediska.
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