Pocet pravdépodobnosti

4. Rlzné tlohy

In: Bohuslav Hostinsky (author): Pocet pravdépodobnosti. Prvni
C¢ast. (Czech). Praha: Jednota ¢eskoslovenskych matematikt a
fysikdl, 1950. pp. 106-124.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403261
Terms of use:

© Jednota Ceskoslovenskych matematikt a fyzika

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences
provides access to digitized documents strictly for personal use.
Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/403261
http://dml.cz

KEAPITOLA CTVRTA

RUZNE ULOHY

42. Pravddpodobnosti sloZitych zjevd. a) Budiz p, pravdépo-
dobnost, Ze se vyskytne zjev E,, p,, pravdépodobnost, Ze sc
vyskytne E, a p,, pravdépodobnost, Ze se vyskytne E,. P¥i
tom nepfedpokldddme nic o tom, jsou-li zjevy E; zdvislé
jeden na druhém, nevyluéuji-li se vzdjemné; soudasné s jed-
nim z nich miZe se vyskytnouti i druhy z nich nebo oba zby-
vajici. BudiZ pak p; pravdépodobnost, Ze E; se vyskytne
sdm (bez druhych dvou); k = 1, 2, 3. Obdobné oznaéime zna-
kem py = pi; pravdépodobnost, %e se vyskytnou E; a Ej
(bez ohledu na to, vyskytne-li se tfeti zjev) a znakem
Pit = Pri’ pravdépodobnost, Ze se vyskytnou jen E; a E
s vyloudenim ttetiho; ¢,k =1,2,3,% & k. Koneéné budiZ
P12s pravdépodobnost, ze se vyskytnou viechny tfi zjevy

v By By,

Ponévadi E, se vyskytne bud sim, nebo doprovizen zje-
vem E,, nebo doprovizen zjevem E,, nebo kone&né doprova-
zen ob&ma zjevy E, i Es, plati rovnice

P1=0~+ P12 + P13’ + Pros-

Ponévadz zjevy E, a E,, vyskytnou-li se oba, bud nejsou
nebo jsou doprovdzeny zjevem Ey, je

P12 = P12 + Piss» P1s= P13 -+ P1ss
a méme, vyloudice z prvni rovnice p,," & p,5’,
P =P —Pra—Pis + Pias

P12 = P12 — Pig3» P13’ = Pis — Piss-

Podobné rovnice bychom odvodili zimé&nou indexd pro p,’,
Py’ 8 Pro Py’
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Pravdépodobnost PO, ze se vyskytne jediny ze zjevl E,,
E,, Eybez druhych dvou (neni ddno, ktery), je

PO =p'+p'+ p'=
=P+ Pa+ Ps— 2(P1a + P1s + Pm) + 3P1as-

Pravdépodobnost, Ze se vyskytnou jen dva z uvaZovanych
t#f zjevil bez tFetiho (neni dano, které dva), je

PO = piy' + Py’ + Doy’ = Pra+ Prs + Paa— 3Pyps-

Pravdépodobnost P, e se vyskytne aspon jeden ze zjevid
B, E,a E,,je

P= PO 4 P® 4 p.—
= Py + Py + P3— (P1a + P13 + Pas) + Praa:

b) Vezmeme-li v dvahu # riznych zjevi E,, E,, ..., E,,
Ize odvoditi rovnice, obdobné pfededlym, které vyjadiujf
razné pravdépodobndsti jako funkce pravdépodobnosti p;
(Ze se vyskytne viibec zjev E,), py (Ze se viibec vyskytnpu
dva zjevy E; a E;), Pkt (Ze se vyskytnou vibec t zjevy E;,
Ey a E)) atd. BudiZ p;’ pravdépodobnost, %e se vyskytne jen
zjev E; s vyloudenim ostatnich, '’ pravdépodobnost, Ze se
vyskytnou jen E; a Ej s vyloudenim ostatnich; P®) budi%
pravdépodobnost, Ze se vyskytne jen jeden ze zjevi E; (neni
déno, ktery), P® pravdépodobnost, Ze se vyskytnou jen dva
z nich (neni déno, které); budiZ kone&né P pravdépodobnost,
e se vyskytne aspon jeden ze zjeviL K, El, ..., E,.

Plati tyto vztahy.*)

*) @. Castelnuovo: Calcolo delle Probabilitd, seconda ediz. I., 29,
Bologna. — H. Poincaré: Calcul des Probabilités, 21éme &dition, 60;
Paris, 1912. — M. Fréchet: Recherches théoriques modernes sur la
Théorie des probabilités, premier livre, 12, Paris, 1937. O fad$ podob-
nych tuloh jedné spis M. Fréchet: Les probabilités associées & un sys-
téme d’évenements compatibles et dépendants (Actualités scienti-
fiques et industrielles No 859, 942, Paris, 1940—43).
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Py = Px—z_Pu + gpm--- (1)

P’ = P1a— ani + gplzib- . (2)
PO =3p/ = p;— 22?& + 3%1’&1- . 3)
1 1 k] L7 (7
PO = Spy’ = Dy — (3)s 2Pur + 4 X Pitim-.- (4)
k ik Tkl ikim
P=2PO=73p— gpik + %P«'kt- .- (5)
t L] 1 17

kde soudty vztahuji se ke viem kombinacim indexi 1, 2,
3, ..., n bez opakovéni. K odfivodnéni rovnic (1) a (2) pfi-
pomefime samozfejmé rovnice

n=p+ an-' + Z":Puk' + ...
13 1
Pu = P + gpm' + gf’uu' +... (6)
Dyt = Puit’ + zpukz' + ’zpn'klm, +...; (N
m

zde znadf p,', P, ikts - .- pravdépodobnosti, Ze se vyskytnou
jen zigvy E,, Ey, E;, resp. jen E,, E;, E;, E; atd. Utvotice
sef{tdnim rovnic tvaru (6) a (7) soudty

Zpli: Zpub
i tk

a vyloudice pak soudty
pr' 2P’
i tk

dostaneme vztahy (1)a (2).

¢) V osudi je n kouli o&islovanych &isly 1, 2, ..., n. Koule
se vytahuji postupné jedna po druhé, vytaZzené se nevklidajf
zpét. Jak velkd je pravdépodobnost P, Ze aspon v jednom
z téchto n tahii se shodne jeho pofadové &islo g dislem vyta-
Zené koule?
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BudiZ p; pravd&podobnost, e pfi i-tém tahu vyjde koule
s &islem 4; pg, Ze pi ¢-tém vyjde i-td a pi k-tém k-t4 atd.
Pak je podle (5)

P=Dpi— Dpu+ D pu.-.
< & ikl
Zde je pro libovolné 4, k, ...

1
Py= Pik=m’ P = wn—1)(n—2) " "
a tedy
1 1 1
P=n.7‘-—(n),.m+ (n)’n(n—l) (n—2) cos
nebo
(=1

1 1
P=1 2l+3! e n!

43. vytvofujlel funkce. V n&kterych ulohich je vyhodné
povazovati hledané pravdépodobnosti P;, P,, P, ... za koe-
ficienty ur¢itého mnohotlenu F(x) proménné z. Dovedeme-li
sestrojiti mnohoélen F(x), uréime hledané pravdépodobnosti
jako jeho koeficienty.

Tak pravdépodobnost Py, Ze k kostkami vrhneme soudet
ok rovny N, je podle odst. 7e rovna koeficientu pfi z¥ v roz-
voji mnohoélenu F(z), kde

F(z)=%(z+ R e e Al ol A z°)5‘=

= kak + Pk+1:b‘k+1 oo + Pok.‘l:u.

V tomto rozvoji se nevyskytuji mocniny proménné z niZ3f neZ
k-t4 ani vy33i neZ 6k-t4. Patrnd je

1 1
P],:E, Pok=-6—i.

1)
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Jiny piklad poskytuje rozvoj dvojélenu podle binomické
véty v dloze o pravddpodobnostech pfi opstovanych poku-
sech. Budi% p pravdépodobnost, %e se pokus podafi, a po-
loZme

F(z)= (pr+ 1 —p)*= Po+ Pz + Pgz*+ ...+ Py (2)
koeficient p¥i ™, totiz

Py = n)pp™1 —p)»™, m=0,1,2,...,n,
je podle (1) odst. 13 roven pravdépodobnosti, Ze v fadé »
pokusi se vyskytne m zdafenych a (n — m) nezdafenych.

Funkce F(z) (mnohodlen), jejiz koeficienty se rovnaji
hledanym pravdépodobnostem, se nazyvé podle Laplacea
vytvorujict funkcf. Mnohodlen (1) je vytvofujici funkef
v 1iloze o soudtu ok na k kostkdch, mnohoélen (2) je vytvorfu-
jicf funkef v iiloze o opakovanych pokusech.

44. Andrédv princlp soumérnosti. a) Vratme se k dloze o opako-
vanych pokusech (odst. 13) za pfedpokladu, Ze p= }.
Nékdo hézi penizem; padne-li lic, zfské 1 Kds, padne-li rub,
ztraci 1 Ké&s. BudiZ » podet hodil v jedné ,,partii‘,

m ... podet hodi, kdy peniz padne na lic

m' ... polet hodd, kdy peniz padne na rub mom=n

tchylka 4 je definovéna rovnief

h=m—in,
takze
m=4n-+h, m'=kn—h. (1)
Hriéav zisk na konci partie o n hodech je
m —m’ = 2h. (2)

Pravdépodobnost P,,, Ze v partii o n hodech bude m hodl
pfiznivych (hodi na lic) je podle (1) odst. 13 pro p = %;
n! 1 (m+m)! 1
min—m) 20 mlm’l 2mim”

Pp=
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V tomto vzoreci je prvni &initel, totis
(m 4 m')!

mim'!

&)

roven podtu partii o celkovém po&tu m 4 m’ hodd s m
hody pHznivymi; 2* je podlet viech moZnych riiznych
partif oz hodech.

Znizornéme viechny moZné partie diagramem (obr. 21).
Na osy Om a Om’ naneseme, poéinajice bodem O, stejné
veliké dily o délce a; vedeme pak délicimi body rovnobézky
k osdm, takZe se celd rovina rozdéli na &tvercovou sit. Prvni
hod budiZ zndzornén dsetkou 00,, padne-li peniz na lic,
a 1dsedkou 00,, padne-li na rub. Ka?dy daldi hod bude
zndzornén tsedkou o délce a rovnobéinou bud s Om nebo
8 Om' podle toho, padne-li peniz na lic nebo na rub. Obrazem
partie bude lomen4 &ira zadinajici v O a konéici v bodé M
o soufadnicich m, m’. Podet hod v partii je m + m' = n
(v obrazci je bod M volen tak, ze m = 6, m' = 4, n = 10).
Podle (2) je hrativ zisk odpovidajici takové partii roven
m —m’ (pro zobrazeny bod M je m — m' = 2). Pohybuje-
me-li se po lomené &ife od O smérem k M, jdeme vidy bud
v kladném sméru Om nebo v kladném sméru Om’, nikdy
v zdporném. Uhrnny podet
viech lomenych &ar takto se- m. A7
strojenych, které zadinaji v O | d
akondi v M(m,m'), se rovna /
vyrazu (3). Kdybychom ke
ka?dému vrcholu sité piipsali

pFisluSinou hodnotu vyrazu - 4
(3), dostali bychom Pascaliiv [*. 2
trojihelnik (viz odst. 3c); [
vrchol trojihelnika je v bodé pgt—
0 a jednotlivé fidky ve sche-

matu na str. 11 odpovida- ,0 O, =
jici hodnotdm n =1, n =2, Obr. 21.
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n=3, jevli se v obr. 21 jako pHe¢ky kolmé k 04 (prvni
tfi jsou v obrazci vytedkovény).

b) Sledujme, jak se postupné méni hradiiv zisk prib&hem
partie zndzornéné lomenou ¢arou OM: jak veliky je po prv-
nim hodu, jak po druhém atd. Zisk miiZe byti po nékterych
hodech roven nule (kdyZ pkisludny vrchol lomené &ary leZf
na OA) nebo zdporny (kdyZ piisludny vrchol lezf nad tseé-
kou 0A4); lezi-li pFisludny vrchol pod OA, je zisk kladny.

PoloZzme si otdzku: Je-li bod M pod 04 (jako v obr. 21),
kolika lomenymi &arami lze spojiti O 8 M(m, m') tak, aby
celd &ira zustala (nehledé k bodu 0) pod 0A4? Jinymi slovy:
kolik partif, kazdd o m + m’ hodech, mi tu vlastnost,
Ze prib&hem partie zustdvé zisk stdle kladny a Ze na konec
m4 hodnotu 2k = m — m’, kde m je podet pkiznivych hodii
a m’ polet nepfiznivych? (m a m’ jsou dand celd &isla,
m > m').

D. André roziedil tilohu tim, Ze vzal v uvahu ke kaZdé
lomené &afe OM, kterd protind dsetku 04, &iru k ni soumér-
nou podle OA4. Budiz x hledany podet lomenych &ar OM, které
neprotinaji OA. Nechf O, je bod (a,0) a O, bod (0, a); viz
obr. 21. Podet viech &ar, které zadinajf v O, a kondf v M,
je podle (3) roven

(m 4+ m' — 1)!
mi(m’ — 1)! ° )
Tyto véechny &iry protinaji OA. Je-li P posledni priseéik
tiry s OA, nahradme jeji &4st omezenou body O, a P &arou
soumérné poloZenou podle OA. Tak dostaneme &iru O, M,
kterd protind OA. Podet viech dar OM, které protinaji OA
a z nichz kazdd zadind bud dsedkou OO0, nebo usetkou 00,,
rovnd se tedy dvojnasobn® vzatému &slu (4); abychom
dostali z, odedteme od (3) dvojndsobnd vzaté &islo (4):
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_(m 4 m')! __2(m+ m' —1)!
mim'! ml(m’' — 1)t
(m+m)'—2m (m—+ m' —1)'
mim']

nebo po snadné tpravé
_(m4+m) m—m 5
mm't  Tm+4m' (5)
Pravdépodobnost, Ze pribéhem partie, kierd se sklddd z m

pHznivich hodd a m' nepfFiznivijch (m > m'), bude miti hrdé
stdle kladny zisk, je

_ (m+m)! 1 m—m'
Qn = mim't T 2mEm o o
nebo
m—m'
=P, —,
Qm m m + mr

kde P, znadf pravd&podobnost, e partie se sklddd z m
pfiznivych hodd a m' nepiiznivych bez podminky, %e zisk
m4 byti stdle kladny pribéhem partie.

¢) Privé fefend tloha je v jddfe totoind s Andréovou
tlohou o volebnim osudi: pf¥i volbé dostane z celkového
podtu hlast kandiddt A m hlasi a kandidat Bm' hlasd
(m > m'). Jak velké je pravdépodobnost P, Ze, kdyZ hlaso-
vaci listky jsou jeden po druhém vybirdny z osudi, je ve
prospéch kandiddta A stdle vétiina vytaZenych listkii ?

Polet vSech moZnych pofadi, ve kterych mohou byti
lstky jeden po druhém z osudi vybrény, rovnd se vyrazu (3);
potet prlznivych pofadi, t. j. t&ch, pfi kterych méd A stdle
vétdinu, je roven ¢&islu 2 danému rovniei (5). Je tedy hledand
pravdépodobnost P rovna

P (m-+m') m—m' (m4 m')
= TmmT  mym o mlm]
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nebo*) P_m—m’
T m4+m

45. Gaussiv zékon chyb. a) Mé&fime-li n. pf. n&jakou délku
milimetrovym métitkem, odedteme na ném celé milimetry
a odhadneme desetiny milimetru. P¥ méfenich se dopousti-
me chyb**); kdo je zbéhly v méfeni, nedéld velké chyby,
nybrz jen malé (v desetindch mm). Statistiky chyb (zejména
v astronomii a v geodesii pfi mé&Feni dhld) ukdzaly, Ze pravdé-
podobnost chyby je tim mensi, ¢im je chyba vétsi. Dochdzime
tak k pojmu ,zdkona chyb*, ktery, pripoustime-li, Ze
hustota pravdépodobnosti je spojitd funkee f(z) velikosti =
chyby, je vyjadfen takto: Pravdépodobnost, Ze chyba lezf
mezi z a = } dz, kde dx znaéi nekonedné malou velidinu,
je vyjadiena vzorcem

f(z) dz.

Gauss volil funkei f(x) zvlaStnim zplsobem, ktery lze
pochopiti, pfipustime-li tento pfedpoklad: Kazd4 chyba =z
rovnd se algebraickému souétu malych ,,elementirnich
chyb, které maji vSechny stejnou prostou velikost &; pFi-
poustime, Ze pravdépodobnost, Ze chyba je kladné rovnd

*) O Andréové tloze psali v patiZskych Comptes Rendus de I'Aca-
démie des Sciences t. 105 (1887) J. Bertrand (p. 369, 437), E. Barbier
(407), D. André (436). Mimo to: @G. Dumas (Nouvelles Annales de
math. 4¢ série, 7, 1907, p. 546, Bertrand (Calcul des probabilités, Paris,
1889, p. 17), H. Poincaré (Calcul des probabilités, Paris, 1912, 2¢ édi-
tion, p. 44), Czuber (Die Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre An-
wendung, 3 Aufl,, Leipzig, 1914—21, Bd. I, p. 37). Andréiv princip
soumndrnosti mé vyznam pro fefeni rozmanitych tloh; viz o tom
P, Lévy: Sur les processus stochastiques homogénes (Compositio
mathematica vol. 7, 1939, p. 283—339).

**) Chybou nazyvéme rozdil pravé hodnoty z hodnoty nalezené
méfenim. Pfedpoklédéme oviem, Ze lze pravou hodnotu zjistiti. Tak
n. pf. stanovime-li soudet 1hlu v trohujelniku tak, Ze zmafime jeho tfi
thly a pak tato t#i mdrné &isla seéteme, jo chyba v souttu rovna tomu,
kolik chybi do ,,pravé hodnoty*, t. j. do 180°. V jinych piipadech
musime vhodnymi kombinacemi méfeni odvoditi ,,pravé hodnoty*’.
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se pravdépodobnosti, Ze je zdpornd (= }). Pfirovndvime
zde vznik elementérni chyby k tahu z osudf, ve kterém
je tolik bilych kouli kolik &ernych. Tah bilé koule znamen4d
elementdrni chybu & kladnou, tah &rné zdpornou — e.
Pravdépodobnost chyby bude tedy totéZ co pravdépodob-
nost dichylky (viz. odst. 15), kterd se vyskytuje v serii obsa-
hujici n tahd; po kazdém tahu klademe vytaZenou kouli zp&t
do osudf. Uchylka k souvisi s chybou z podle rovnice

x = 2he.

nebot celkem }n 4 A tah@i vede k elementdrni chybd - e,
a n — h tahd k chyb& — &. Je-li # velmi veliké &{slo a nenf-li

h Pédovd vétdi nei V;, plati podle rovnice (3) odst. 20,
(klademe p = })

| N
P(h1<h<h,)=fl/—7;.e » du;
hy

poloZime.li

S S G SR SRS A . )
h—2_e' hy = 2¢’ he = 2" T 25 du = 2e’
b= e
VZne'
obdrifme

zy
k
Pz, <z < g)= f E e~k dy,

coZ je Qaussiv zdkon chyb. Pravdépodobnost, Ze chyba leZf
v mezich z aZ z + dz, je

k (P ]
V;e-kz dz. (1)
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Veli¢ina £ se nazyvd presnost! méfeni. K¥ivka uddvajic
,;hustotu pravdépodobnosti*

flw) = o= b,
T

jako funkci velikosti chyby « mé tvar ,zvonu‘‘ (viz odst.
20b, obr. 1). Pravdépodobnost, Ze chyba mé absolutni
hodnotu nejvjrée rovnou z, je rovna integrdlu

z
e—2

k
o=k dy = 2 dz = O(kz); 2
f V= V=

O(t) znadi funkei dfive zavedenou (odst. 21a).
b) Stfednf hodnota chyby je (viz. odst. 32a)

l Z=+4+
Ko tr gy [ L e =0.
V"{e Tl [ 2V71 ¢ z]z=—-ao

StFedni hodnota, dtverce chyby je (viz rovnici (2) odst. 19

prom:l)
e~k dr — —* dy =
vn - fvn” '

@«

2 1
— 2 o—° —
N lczl/nfy Y= g
0

je tedy tim vétai, &m je £ mensi. Qdmocnina z této hodnoty
se nazyva stfedni kvadratickd chyba u. Je tedy

TR T AR
Pravdépodobnost, Ze chyba je nejvyie rovna y, je podle (2)

3)
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1
Olkp) =0 |—|= ©(0,707...) = 0,683 ....
(k) (V2) o ) =06

Pravdépodobnost, Ze chyba je rovna nejvyse 3y, je
3
V2

Pravdépodobnost, Ze chyba je rovna nejvyse 4u, je

O(3ku) = @( )= (2,121 ...) = 0,997 ....

4 .
O(4ku) =06 (Vé—) =0(2,82...) = 0,9999 ....

c) Budte X a Y dvé velidiny zdvislé na ndhodé&. Prvni necht
se df Gaussovym zdkonem chyb s pfesnosti k, druhéd pak
Gaussovym zdkonem s pfesnostf [; je tedy

Pao< X<z+4+dz)= %e”"”' dz,
n

l
Py<Y<y+dy= Te—"”' dy.
7
Hleddme pravdépodobnost P=P (2 < X + ¥ < 2+ dz),
Ze soudet X + Y jest obsaZen v mezich z a (z + dz) pfed-
poklédajice, e X a ¥ jsou dvé vzdjemnd nezdvislé velidiny.
Pak je podle véty o nisobeni pravdépodobnosti

F= f f B e—poivtdzay,
T
A

kde integradni obor A v roviné Ozxy je ddn nerovnostmi

r<r+y<z—4 da

Je to pruh omezeny dvéma rovnobéZkami o smérnici = — 1,
jejichz prisediky s osou Oy maji pofadnice z a z 4 dz
(viz obr. 22; obor 4 je vyé&irkovin).

Zavedme na misto y novou integraéni proménnou wu
rovnici
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y=1u—=z,

tak¥e v transformovaném integrdlu budou integra¥nimi
proménnymi z a «. PonévadZ

D(z,y) _ 1,o|=1.

Diz,u) |—1,1

Obr. 22.
je

z4+dz 4@
P= ﬁl_ f f o—k'z—"u—2)' dz du.
nu-z F=m—m
Zavedme dédle misto x proménnou £ rovnici
Py

Tere o
Vychézf z+dz +o

P Kl g o
=— P odu . [ em dS
a)ke + B2 f ° f

z JEFE—

pondvadZ pak (viz odst. 19a)
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e+de 4
ffu) du = f(z) dz, [~ = |/m,
je z -0
H
== = —H*
T e dz, (4)
kde
1 1 1
TE-ETTE ®

Smysl rovnice (4) vyjédiime takto:

Soudet X + Y dvou velilin, kterd se Fidf Gaussovym zdkonem
8 presnostmi k resp. 1, Fidi se tymZ zdkonem s pFesnosti H,
kterd je dana rovnici (5).

Kdybychom nazvali x4 a x’ stfedni kvadratické chyby pro
X resp Y a u" stfedni kvadratickou chybu pro (X 4 Y),
dostali bychom — viz (3) — rovnici (5) ve tvaru

pr=pt ot

Ve zvld¥tnim p¥ipadé, Ze X i ¥ #idi se Gaussovym zdkonem
8 toutéZ pfesnosti k, je h = k a tedy

1 _2 g_F*
H? — k2 - Vz.
misto (4) mdme pak
ko_E2
)

V:?;z 1 dz. (6)

Pe< X4+ Y<z+d2)=

46, Dvd vity o stfednf hodnotd chyby. a) Rozdélme méfenou
délku na n &4sti (ptibliZné stejnych) o délkich a,, a,, ..., ay
a hledejme stfedni hodnotu &tverce chyby, které se do-
pustime, vezmeme-li soudet nalezenych hodnot (x; znaéi

hodnotu nalezenou méfenim délky a;) za hledanou délku.
Predpokléddme, Ze 8. h. chyby pfi méfeni kazdé jednotlivé
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délky a; je rovna nule a Ze s. h. étverce chyby pfi mé&feni
délky a; je rovna konstant® u? a Ze jednotlivd mé&feni délek a;
nez4visi jedno na druhém. Z rovnic

s.h.(a; — ;) = 0, 8. h. (@; — 2;)2 = pu?, (1)

plyne vypoétem obdobnym tomu, ktery jsme provedli
v odst. 15b, Ze hledana s. h. étverce chyby je

s.hfla+a,+...4+a)—(z,+ 2,4 ... +z4)P =

= 8. B [(@— %) + (@g— %) + - + (@0 — 70) P = nps?.
Tedy: Stfedni hodnota étverce chyby, kterd vznikne, rozdélime-li
danou délku na n Edsti, méFime-li katdou &dst zvld3té a vysledky
selteme, je n-krdt vétsi nez stfedni hodnota &tverce chyby vzniklé
pri méfent jednotlivé Edsti.

b) Méfime-li néjakou délku @ n-krit a je-li pfi kaZdém
jednotlivém méfeni (x; znadi hodnotu nalezenou pfi i-tém
méfenf)

s.h.(@ —z) =0, s. h. (e — z;)* = u?, (2)
jak velikd je s. h. ¢tverce chyby, které se dopustime, vezme-
me-li aritmeticky stfed méfeni

Ty + Xy ..o+ xg

n

za pravou délku?
Hledan4 s. h. étverce chyby je

s.h.[a— Z, + 2+ ...+x,,]= _

n
L ple—mt@—a)+ ..+ @—m)P
n2

Vypoéet obdobny vypodtu v odst. 15 b vede k vysledku,
Ze hledand s. h. je rovna

u?

n
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Tedy: Mé&ftme-li néjakou délku n-krat a vezmeme-li za hledanou
hodnotu aritmeticky stfed vdech méfeni, je stfedni hodnota
&verce chyby, kieré se tak dopustime, n-krdt mendi nef stfedni
hodnota &verce chyby vaniklé pfi jediném méfens.

Poznamenejme, Ze ob& véty dokdzané v tomto odstavei
byly dokdzdny jen na zdkladé nezédvislosti chyb vznikajicich
pki jednotlivych méfenich a na zdkladé rovnosti (1) resp. (2);
plati obecné&, i kdyZ rozdéleni chyb se nefidi Gaussovym
zdkonem uvedenym v odst. 45.*)

47. Borelova véta o spoletnych pravdépodobnostech. a) V ne-
omezené posloupnosti navzdjem nezdvislych pokusii budiZ
pravdépodobnost, Ze se pokus zdafi, rovna }. Pak je podle
(1) odst. 13 (p=})

1
P, = (n)m-F, m=20,1,2,...

pravdépodobnost, Ze mezi prvnimi » pokusy bude m zdafe-
nych.
Ay= limP,=0

n—w

je pravdépodobnost, Ze se nezdai{ ani jeden pokus.
4, =lmP, =0

n—xo

je pravdépodobnost, Ze se zda¥f jen jeden pokus atd. Obecné
jeprok=0,1,2,...

A = limP; = lim [(n)k .—21;]=0 (1)
n—>o n—rw

pravdépodobnost, Ze se zdaif pravé & pokusili. Pravdépodob-
nost, Ze bude vice neZz m zdafenych mezi prvnimi n pokusy,

*) Ctenéf nejde podrobndjsi vyklad o theorii chyb v knize: B. Kla-

dive: M&tické chyby a jejich vyrovnavani (Cesta k v8déni, ev. 24,
1943); viz téz Zd. Hordk: Praktické fysike, 1947,
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je 1—(Py+ Py+ Py ... + Pp).
Roste-li » do nekonelna, je vzhledem k (1)
1—(A0+A1+A2+---)=1 (2)

pravdépodobnost, ¢ v neomezené fadé bude nekonend
mnoho zdafenych pokusi.

b) BudiZ v neomezené fadé nezavislych pokush } pravdé-
podobnost, Ze se prvni zdafi, (})? pravdépodobnost, Ze se
druhy zdafi, (})? pravdépodobnost, Ze se tfeti zdaFi atd.
Pravdépodobnost, ze se nezdaif ani jeden pokus je

T A

nekonedny soudin je konvergentnf, md urditou kladnou
hodnotu. Pravdépodobnost 4,, Ze se jen jeden pokus zdaff,

dostaneme, nahradice v sou¢inu 4, jeden &initel (1 —2%)

¢initelem ?lm—, a seftouce pak vSechny tak vzniklé soudiny.

Tedy 1

2m 1
A1=Ao."2:1 __I_=Ao.2127_—1-.
1——
om
Pravddpodobnost, Ze se zdafi jen dva pokusy, je
1

om on

R

1
=42 ZrhE—T

mn
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kde soudet se vztahuje ke viem kombinacim dvou riiznych
kladnych celych &isel m, n. Podobn8 se uréf pravdépodobnosti
45, A, ..., Ze se zdafi jen tfi nebo jen &tyfi pokusy atd.

Méme tedy

1

Ao+Al+Aa+---=Ao[1+Zl'2;—_—l'+

+2

1 1
2 == h2,F-ne—ne=0 "

+...)]=Ao(l+—2—:l_—1)(l + 221_1)(1 + 231_1)....
4)

Ponévadz pak

1 1 )\ @ —nm
(1_5"‘ (1 * 2"—1>)‘ PE—1

je vzhledem k (3) a (4)
A0+A1+Aa+ Aa+ =1,

a tedy pravdépodobnost, Ze v neomezené fad® bude neko-
neénd mnoho zdafenych pokusiy, je

1—(A0+A1+A2‘FA:;+---)=O- 5)

¢) Ptiklady prdv® uvedené objastiuji obecnou v&tu, podle
niZ levé strana rovnice (4) nebo (5) nemiiZze miti jinou hodno-
tu neZ nulu nebo jednu: V neomezené posloupnosti nezdvislijch
pokusd budif py provdépodobnost, %e k-ty pokus se podafi;
O<p<],(k=1,2,3,..). Jeli fada

Pt Patpat .,
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divergentni, je pravdépodobnost P, fe se vyskyine nekoneénd
mnoho zdafenyjch pokusit, rovna I, je-li ona fada konvergentni,
je P = 0.%)

*) E. Borel: Sur les probabilités dénombrables (Rendiconti del Cir-
colo Matematico di Palermo t. 27, 1909; viz téZ E. Borel: Traité du
Calcul des Probabilités et de ses Applications, T. I. Fascicule 1.
(Paris, 1924), p. 24.

124



		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T12:23:58+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




