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log z = log z = é¢im# vznikaji tyto zajimavé

z z
Ez"’ .oy 10”’
vztahy:

log 1,371288574238542 = 0,1371288,
log 10,00000. . = 1,000...

log 237,5812 = 2,375812 atd.

Tamtéz na str. 118 éteme tuto zajimavou posloupnost

sin 0° =4|2—}z  sin60° —ﬂ/z+yr
8in15° =1} f2 —V3, sin67°30'=1} V
sin22°30'=$ [/2—}2, sin75°

sin30° =4)2—]1, sin90° :4; +1/4
sin45° =4 ]/2—,

9. NapiSme ¢isla celd tak, jak za sebou jdou, vedle sebe;
kterd éislice stoji na miliontém mfisté?
9 lcifer. &fsel zaujme 9= 10 — 1 mist,
90 2cifer. éisel zaujme 90 . 2 = 200 — 20 mist,

900 3cifer. éfsel zaujme 900 . 3 = 3000 — 300 mist,
9000 4cifer. ¢fsel zaujme 9000 . 4 = 40000 — 4000 mist,
90000 5cifer. ¢isel zaujme 90000 . 5 = 500000 — 50000 mist;
tedy tato vSechna éisla celkem 543210 — 54321 = 438889
mist, daldfch 561111 mist jiZz zaujimaji ¢isla Sesticifernd,
nutno jich tedy jeSté napsati 561111:6 = 93518, zbytek
jest 3; 93518té éislo Sesticiferné jest 99999 4 93518 =

= 193517, dalai éislo jest 193518, hledand ¢islice 3.

b.
CISLA FIBONACCIOVA.

UvaZujme o rovnici g2 —p — 1 = 0, majici kofeny g, , =

lj:l/_

Pro cfslo n celé kladné, on+3 = gn+2 4 gntl, on+3 =

Predeviim jest o2 = o, + 1, 0,2 = g» + 1; 8 téZ,
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= "% + g"*1, a po odedtenf g +* — gM 8 = (gt —
— 92n+2) + (91"+1 — 0 n+1)

Oznaéme p»+! — g2+l = A, pak lze psdti: Ay, =
== A”+1 + An. _

Kdyz n =0, jest Ay= g, — g, = V5;_kdyi n =1, jest
4= 02— 0= (6. —00) (e + 02) = |5, take 4, = 4, +
+ Ao =2|/5, 43= 4, + 4, =35, ...

Budeme uvaZovati o posloupnosti éisel

4, A, A,

i T

elﬂ+1 J— 92ﬂ+1

8

I o ¢lenech této posloupnosti plati

Gnig=Ga+1+ Gp (2)
za potéteénich podminek gy =1, a; = 1.

Prvnich deset ¢lend této posloupnosti tedy jest
1;1;2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55.

Tato &isla, je. maji mnoho péknych a zajimavych vlast-
nosti, sluji éisly Fibonacciovymi dle prizviska Leonarda
Pisanského, italského matematika, Zijictho ve XIII. stoleti,
o jehoZ tloze vedouci k témto ¢islim se je§té zmin{me.

Jak z predchoziho patrno, Ize je bud poéitati ze vzorce (1),
nebo z vytvarného zdkona (2); posledni zpusob pri vyssich
indexech jest velmi nepohodlny; upravme si proto vhodné
pro velikd n zpisob prvni.

znacme ji

(1)

Gy, 0y, 8y, 0, ..., Ap =

1_VF
Ponévadz jest g, = 2V5 = —0,618..., jest 1%=
Qz
= —0,277..., == 0,171.. —-=—0108 =
8 AR Yo -
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0" 0a°
= 4 0,067..., _gz —0,041..., V—g = 4 0,025..., atd.
Lze tedy s velmi malou chybou & nahraditi éislo a, ¢islem
n+1

a, = elv—g,pfiéemi—1<e<0proliché,n3,0<s<1
pro suda n. Rostou tedy Fibonacciova ¢isla pro velkd n jako
geometrickd fada s kvocientem -;(V5 + 1). Pri praktickém
pocitini nutno uziti logaritmi sedmi a vicemistnych.

Na pf. pro n = 15 jest log ».‘Z(V5 4+ 1) = 0,2089785 a tedy
a,; = 987,0023 misto spravného a5 = 987.

1. Nahradme pavodni poédteéni podminky jinymi kla-
douce by = p, by = ¢; tak obdrZime posloupnost

PP+ 4¢P+ 2¢,2p+ 3g, -,

takZe s ohledem na plvodn{ posloupnost jest

by = pan—y + qan—;-

2. Snadno stanovime soucéet prvnich n ¢lent Fibonaccio-
vych. Jest totiz:

8n=00+a1+a2+ ...—l—a”:
1
= V_g(91_92+ 02— @+ ...+ ot — g tY),

1 gttt —1 gttt —1
= — +
V5 [Ql e—1 % —1
ponévadZ jest

1

1 1
( _l)=l) ( _1)) = =
01\ 02002 31 o —1 02 0p—1
. 1
Jost = V_g(91n+3_‘912"‘02"+3+ 0°) = Gny3—0y.
3. V mésté se objevila epidemickd nemoc, kterd se objevi

u postiZeného aZ druhy den, nazitif tohoto dne pacient umira
nakaziv v kazdém z obou dni dal${ jednu osobu.
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a) Kolik nemocnych jest béhem n-tého dne?

b) Kolik nemocnych zemfe koncem n-tého dne?

¢) Kolik osob zemfelo béhem téchto n dni?
V n-ty den necht jest nemocno b, pacientd, jsou to ti, ktef
byli nakazeni predevéirem v poctu b,_p, dile nakaZeni dne
pfedchoziho v podtu bp_—;; jest tedy by = by -+ bp;.
Prvni den jest by = 1 jeden nemocny, druhy den tyZ a jeSté
jedna osoba pfedeslého dne nakaZend, tedy b, = 2. Jednd se
tedy o posloupnost 1; 2; 3; 5; 8; ... Jest totoznd s posloup-
nosti ndmi uvaZenou, plati viak o nf b, = a, 1. Koncem
n-tého dne zemfou pacienti nakazivsi se den pred tim, jest
tedy ¢, = @n—1; celkovy podet mrtvych jest pak

dp=0b+b+ ...+ byp_p=a, —a, lidi.
Tedy 14. den po vypuknuti choroby jest nemocno a,; = 987,
koncem 14. dne zemfe a,; = 377 lidi a celkovy pocet umrti
je a;; — 1 = 986 lidi.

U Fibonacciho éteme tuto tlohu v tomto znéni. Par kra-
likd vrhne kaZdy mésic dalsi par, kolik para krélika jest
koncem roku, nezajde-li Zidny z kralfka ?

4. Z jinych vlastnost{ téchto ¢isel uvedme, Ze N, =
= 5a,2 + 4(— 1)*+1 jest dplny étverec. Jest totiz

5 n+l___ o n41)\2
Na= 2O T | (gt = (o o+ ot

Aviak &isla By = 0; + 0 By = 0> + 2>, By = 0* + @2, -
téz hov{ rovnici B, = B,_; + Bpn—s, nebot jest:
ottt 4 gttt — ot —ot — ot — ot =
=" (e —a—1)+ "t (0 —e.—1)=0
aviak pro poldteéni hodnoty B, = 1, B, = 3, takie Tada
odmocnin jest: 1;3;4;7;11;18;29; ...
5. Dale jest

Anlp 2 _a2n+1 =(— 1

Jest totiZ levd strana rovna



(91""'1 - 92"+1) (Q1”+3 — 92"+s) — (91"+2—92"+2)2 _
5 =

_ = (9192)ﬂ+51 @—e)_ gy

Znizornéme nynf soudiny ay, @y 42, @%,+1 jako obsahy obdél-
nfka a étverce o stranich ay, @y 4 2= ap~+ ap+1, TESP. 0 strané
@ +1; je-li n dostateéné velké, nepostiehneme, Ze tyto dvé plo-
chy se ruzni o jednotku plo$né miry. Toho vyuZijeme k vy-
svétleni této zdhady. Rozstiihnéme &tverec a sloZme jej
dle priloZeného nivodu:

3 5
5 s O S F 8 c
5 \ 3 3 E
5
3 E 3
8 A 8 E B
Obr. 1.

V drubém uspoirddéni se ndm zd4, Ze jsme ziskali jednu
jednotku plodné miry. Avdak nakreslend hlopiiéka neni
tseckou; mezi jednotlivymi ¢4stmi uvnitf obdélnika vznikl
protahly kosodélnik o ploSe zadarmo ziskané 1. Kdyby body
A, Fy, E,, C lezely v jedné pfimce, musilo by byti
AE : EE, = AB : BC, odkud EE, = AE . BC : AB = 3.
Avsak my jsme volili EE, = 3, le#{ tedy ve skutetnosti
bod E, o {5 pod skuteénou iihlopfiékou; podobné zjistime, e
bod F) lez{ nad skuteénou tdhlopfickou. Jaky thel ¢ sviraji
strany tohoto kosothelnika ve vrcholu 4% Jest

AR, = |82 32, AF, == |/5* 2, takse /73.V29sinyp =1
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a odtud 1
8in p = 57—, = 1° 14’ 43".
? 2117 v
Prklady. 1. Je-li b,=p, b,=¢, b, =p + ¢, by =p + 2¢, ...,
ukaZte, Ze
bnbn+2—bzn+1 = (— I)» (p? + pq — ¢%),

a Ze 50,2 + 4 (— L)s+1(p® 4 pq — q?)
jest uplny &tverec. Odmocniny tvofi opét Zfsla Fibonacciova
o podatednich podminkdch by = —p + 29, b, = 2p 4 q.

2. Vysvétlete a propottste zéhadu vzniklou proménou &tverce
o strand 13 v obdélnik o stranédch 8 . 21

1
V3 Fe)YsE + 130
3. Ukaite, Ze u?, + u?, +1 jest rovné% &len téZe Fibonacciho

posloupnosti.
4. Stanovte obecny &len posloupnosti, v niZ 4,=m,, 4,=m,,

Ay=AgAy, .. A, = A, . Ay o

6.
MAGICKE CTVERCE.*)

Snad z4dny ze zdbavnych problémi nemuze se vykizati—
aZ na slovnf rovnice — tak bohatou kulturn{ historif a litera-
turou jako magické étverce. Nazyvame tak ctverce o n krat
n polich, do nichZ jest vepsédno po jednom z éfsel 1,2, 3, ...
..., n?, tak uspofddanych, ze souéty v fddeich i ve sloupcich
i na hlavn{ a vedlejsi dhlopfiéce jsou tyté%. Tento soudet
jest $(1+ 7 :n a sluje konstantou daného ¢tverce.
Magické ¢étverce jsou nesporné puvodu orientdlniho, vznik
jejich jest vSak zahalen neproniknutelnou rouskou — prosté
vézi v neunavné lidské hravosti. Pfipomernime aspon jednu
z nejstar§ich forem magického étverce. Novoplatonik Theon
(2. stol. po Kr.) zpozoroval, Ze ve &tverei

sin ¢ = @ = 28’ 14".

*) Novéjsi literatura o magickych &tvercich: Fitting, Jahres-
beder d. Mathematikervereinigung, 40, str. 177, 1931; Schubert-
Fitting, Mathem. Mussestunden, str. 132; Kowalewski: Ma-
gische Quadrate und mag. Parketierung, Scientia delectans II.
1937; viz téhoZ autora: Grossen Mathematiker 1939, str. 37/41.
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