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IL
KARTEZSKE A NOMOGRAFICKE SOURADNICE.

Objasnéni  pojmu soufadnice na specidlni soustavé.
A. Pravouhlé soutadnice bodu. Polohu bodu v roviné
stanovime nejjednoduSeji, kdyZ zavedeme pravoihlou sou-
stavu soufadnic. Sestrojime dvé piHmky z, y k sobé kolmé
(osy soufadnic) a poéinaje od jejich praseéiku O (poédtku)
opatiime je stejnym méfitkem.?) Obecny bod v roviné
uréuje pak jednoznaéné dvojici éisel z, y, totiz vzddlenosti
obou jeho kolmych prumétu do soufadnicovych os od po-
é4tku (méfené uvedenym méfitkem). A obricené, obecnd
dvojice redlnych éisel (kladnyeh nebo zdpornych) vede
k jedinému bodu. I je patrno, Ze jsme jiZz predem stanovili
potadi obou zdkladnich pfimek (osa x prvnf, osa y druhd)
a Ze jsme je také orientovali (opatfili uréitym smyslem).
Zikladni vlastnosti téchto soufadnic, které presnéji nazy-
véame pravotihlé kartézské soutadnice bodu (z useé-
ka, y pofadnice), jsou ¢tendfi zndmé. Pripomenme jen, Ze
okolnost: bod B m4 soufadnice z, y piSeme: B (z; y), a déle
Ze zvolené méritko miZeme definovati také t. zv. jednotko-
vym bodem J (1; 1). ’

Uréujeme-li polohu bodu v roviné nebo sestrojujeme-li
bod privé popsanym zpisobem, mluvime struéné o pravo-
1hlé kartézské roviné. Zdrover je to jeden z nejjednodussich
zpusobu, jimiZ si zjedndvame jednojednoznaénou korespon-
denci mezi nekoneéné mnoha body v roviné a nekoneéné
mnoha dvojicemi redlnych éisel, kladnych i zdpornych.

Pojem ,,nekonedn& mnoho bodl v rovin&“ je t¥eba objasniti.
JestliZe jednoznaéné uréeni n&jakého geometrického prvku (bo-
du, pfimky, kruZnice a pod.) zévisi na r vzédjemnd nezédvislych
gislech, tu pravime, Ze v8echny tyto prvky tvofi r-nésobnou

%) PouZiti stejného mé&fitka na obou osich je sice v analy-
tické geometrii obvyklé, nikoliv vSak nutné.
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varietu nebo Ze je jich «f. Poloha bodu na pfimce, kterou jsme
orientovali a opatFili poddtkemn a jednotkovym bodem, je
jednoznaéné urdena jedinym &fslem (jak?): na pFimece leZi
w?! bodi. Poloha bodu v kartézské roviné je jednoznaéné& uréena
dv&ma soufadnicemi: v rovin& existuje «o? bodd. Pkimka je
v kartézské roving uréena jednoznaéng dv&ma podminkami
(jak?): v rovin& existuje oo? pfimek. V roving je 3 kruZnic,
oo® kuZelosetek a pod. Varietu bodd v rovind vystihuje velmi
nazornd termin pouZivany v analytické mechanice: bod v ro-
viné (a obecné&ji bod na ploSe) md dva ,,stupnd volnosti‘‘.

B. Definice soufadnic. Uréeni polohy bodu v roviné
dvéma tiseékami, jeho pravoihlymi soufadnicemi, neni jisté
jediné. Snadno si dovedeme piedstaviti, Ze polohu bodu lze
uréit i jinak, pomoci dhli, poméra délek a pod. Za téchto
okolnosti jevi se ndm pravoihlé soutadnice jen jako velmi
specialni piipad velké skupiny soufadnicovych soustav, které
souborné jmenujeme ,,bodové soufadnice“. Opirajice se
o zniamé vlastnosti pravodhlé soustavy, dovedeme jiz nyni
vysloviti jejich zikladni vlastnost: soufadnicemi bodu
tozumime takové &isla, kterd jednoznaéné uréuji jeho po-
lohu, a obricené. '

Za zékladni geometricky prvek v roviné nemusime po-
kazdé voliti bod. MaZe jim byt piimka, kruZnice a pod.;
postaéi pak, kdyz ve vhodné definované souradnicové sou-
stavé stanovime éisla, kterd jednoznaéné uréi jeho polohu,
a obriacené. Timto zplisobem k bodovym soufadnicim pFi-
stupuji ,,soufadnice pfimky‘, ,,soufadnice kruznice* a pod.

MiZeme tedy vysloviti tuto obecnou definici: Soufrad-
nice geometrického prvku jsou éisla, kterd jedno-
znaéné urduji jeho polohu vzhledem k jinym pevné
zvolenym geometrickym prvkam (jejichz konfiguraci
nazyvame soustavou soufadnic), a obrdcené.

C. Po&et urdujicich &isel. V pravd podané definici ne-
bylo zminky, kolik é&isel je nutnych a kolik stadi, aby byl
jednoznaén& urden prvek v roving. Pravouhlé soufadnice ndm
ukazuji, e potfebujeme dv® nezdvisld &isla, abychom uréili
polohu bodu v roving; je to zéroveni podlet ,,stupria volnosti,
ktery md bod v rovin&. UvaZujme nyni pfimku jako zdkladni
prvek! V3ech pfimek v roviné€ je %, i bude tfeba k uréeni

14



y
polohy pfimky v rovind dvou nezavislych é&isel. Podobné
k uréeni polohy kruZnice v kartézské roviné bude zapotiebi
tif nezévislych é&isel atd. Prost® potfebujeme tolik nezavislych
&isel, kolik ,,stupfit volnosti‘‘ mé pFislusny prvek. Ale ted jiZ
musime ,,stupnd volnosti‘* pojimati v SirSim smyslu neZ v me-
chanice, nebot vedle polohy musime pfihlifet i k zmé&nam,
kterych je pFisluiny prvek schopny (na p¥. kruZnici v roviné
miZeme podrobiti posunut{, otoéeni, ale také homotetii vzhie-
dem k pevnému st¥edu homotetie a pod.). Uvahy tohoto druhu
vedou nés k v&té: K uréeni polohy geometrického prvku
or,stupnich volnosti‘“ stadi pravér nezdvislych &isel
(soufadnic).

Necht geometricky prvek mé r ,,stuprii volnosti‘‘. I staédi
k jeho uréeni podle uvedené véty r nezavislych &isel. Je-li tedy
jeho poloha jednoznaéné uréena s &isly, p¥i demZ je 8 > r, tu
z téchto s &isel jich musi byti s —r zévislych na ostatnich,
jinymi slovy: mezi t8mito s &isly musi platit 8 —r vztaha.
S pfiklady takovych soufadnic se setkdime v dalsim vykladu.

Setkdme se vBak i s pFipady takovych soufadnicovych sou-
stav, které jsou zddnlivé ve sporu s poZadavkem jednojedno-
znaéné korespondence. Tak obecnou dvojici soufadnic budou
uréeny na pf. dva body, ale soumdrné poloZené podle pevné
pfimky. Jindy obecnou dvojici &isel budou dokonce uréeny
éty¥i body, ale soumé&rné& poloZené vzhledem k priseéiku dvou
pfimek k sob& kolmych. V takovych pfipadech, zvlidt uvede-
nych, kdy jedinym bodem skupiny (sloZené z kone&ného poétu
bodi) budou jednoznainé urfeny i ostatni body této skupiny,
budeme zdkladni poZadavek jednojednozna&né korespondence
povaZovati za nedotéeny.

D. Stfedové soufadnice bodu. Dovedeme-li zacha-
zeti 8 pravodhlymi soufadnicemi, tu nejjednodudii zpisob,
kterym se miZeme orientovat o zdkladnich vlastnostech
jiné soustavy, je ten, Ze nalezneme jeji vztah k vhodné
zvolené pravoihlé soustavé a vyvodime jeji vlastnosti ze
zndmych vlastnost{ této soustavy.

Uvedeme piiklad. Polohu obecného bodu B (obr. 1) ma-
zeme urditi tak, Ze jej promitneme z pevného bodu S (stfedu)
do pevné primky o (osy), kterd neprochdzf stfedem S, na
niZ jsme zvolili jiny pevny bod O (poédtek) a kladny smysl.
Je-li B’ tento pramét, tu vidime, %e obecny bod uréuje
(pfi zvoleném méfitku, pro viechny sméry stejném) dveé
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disla £ = OB', ; = BB'. Pi tom kladnou délku & nanddime
v kladném smyslu od O, zépornou opaéné; délku 7 nanisime
na piimku SB’ tak, Ze kladné hodnoty 7 ddvaji body v té
pilroviné (urené osou o), kde le#i stiedsS,

y zéporné hodnoty pak pislu§i bodbm
v druhé pilroviné (jinak: je-li % kladné,

)

je také délici pomér % kladny, a eb-

racené). Urcuje tedy obricené

obecnd dvojice redlnych ¢isel

(&;7m) jediny bod. I miZeme

vziti ¢éfsla £, za soufadnice

bodu v roviné; nazveme

s : -4 je stfedové sourad-

0 O0ex nice bodu.(!) Abychom

§ nalezli jejich zakladnf

Obr. 1. vlastnosti, zvolme pra-

votuhlou soustavu tak,

]a,k naznaéuje obrazek. Necht v této soustavé md stied S
soufadnice (m; n), bod B soufadnice (z; y). Pak plati

ni(E—m)=y:(E—a) yin=n:fE—mF+at
a z téchto rovnic plyne jednak

—_—, Y =
Ve—mr v | T VE—mp i
jednak

£= = Je—mE F =P @

To jsou rovnice, pomoci nichy mazeme pievésti pravothlé
soufadnice na stfedové, a obricené.
PfSeme-li rovnice (2) ve tvaru

x—ﬂy
- —= - [ (), @

1—Y 1__




a nechdme-li » vzristati nade viechny meze (m je pevné,;

ko1eéné), tu nalezneme lim £= 12, limn=y, t. j:
n—>o . n>®

pravothlé souradnice jsou zvldstnim pi{padem stiedovych

soufadnic (vysvetlete podrobnéji!).

Potdtek O md soufadnice £ = 7= 0. Pro body na ose o
plati n= 0, i je to zdroveh rovnice této 08y; podobné
& -= 0 je rovnici spojnice OS. Obecny vztah mezi soufadni-
cemi £, 7 vyjadiuje ¢drul®); jejf rovnici v soufadnicich z, y
poskytuji rovmice (2). Jako pifklad uvaZujme zvld5tni
piipady linedrniho vztahu af + by +¢c=0 (a,b,c kon-
stanty)! Je-li b= 0, zjednodusf{ se piivodni rovnice na
&= —c:a a vyjadiuje pfimku, kterd prochédzi stfedem §
a na ose o utind visek — ¢ : a, a obricené. Je-li ¢ = 0, do-
spivdme k rovnici 7y =—c:b; &dra jf vyjédfend sluje
konchoida pifimky é&ili Nikomedova (vyslovte na zi-
kladé rovnice = -+ k jeji vytvarny zdkon!). Je-li ¢ =0
a @ = + b, mame rovnici § = 4 #; ¢ira ji vyjddiend sluje
8ikmé strofoida (pro m = 0 nazyvd se prim4d strofoida;
vyslovte vytvarné zikony obou téchto éar!).

Tento pfiklad mél ndm struéné ukézati, pro¢ pouZivime
jeSté jinych soustav vedle pravouhlé. Vidéli jsme prévé,
Ze rovnice nékterych éar objevujf se zvldSt jednoduché
v soufadnicich stiedovych. A naopak; napiSte si v téchto
soufadnicich na pf. rovnici kruZnice, kterd m4 stied v po-
¢atku a polomér r! PouZivime proto jinych soufadnicovych
soustav za tim téelem; abychom si usnadnili studium jistych
geometrickych vlastnostf, jejichz vyjddfeni m4 v takovych
soustavich zvldst jednoduchy podetni tvar. S jinymi pi-
klady se jeité setkdme v dalsim textu.

Ulohy k tomuto odstavei: 1—7.

Kartézské soufadnice bodu. A. Definice a trans-
formace. Soustava pravoihlych soufadnic je uréena jedno-

10) Ovsem za jistych, ostatnd dosti obecnych podmmek.
jejichZ splnéni ve viech p¥ipadech, v této knize uvaZovanych,
muZeme pfedpoklddati.
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zna¢né, jsou-li diny jeji osy (pofadim a orientaci) a jednot-
kovy bod J (1; 1). Kolmost obou soufadnicovych os viak
neni podstatnd; obecnéji miZeme totiz zvoliti dvé piimky,
které sviraji ostry thel (oznadime jej w), stanoviti jejich
poradi, orientovati je a obé soufadnice z, ¥y odméfovati
ve sméru téchto dvou piimek. Mluvime v tomto piipadé
o kosothlych kartézskych soufadnicich bodu.ll)

Obr. 2.

V ka%dé souradnicové soustavé md zvlistni didleZitost
t. zv. transformace soufadnic. S obsahem tohoto pojmu je
étendf v podstaté obeznidmen (transformace posunutim
a ototenim!). Na tom misté si ukiZeme, jak se vyjadiuje
transformace mezi dvéma kartézskymi soustavami (obecné
kosoihlymi), které maji spoleény poédtek (obr. 2). Oznaéme
osy jedné soustavy z, y, druhé 'z, 'y. I vidime, %e pro kaZdou

11) Oba druhy kartézskych soufadnic, pravouhlé a kosouhlé,
nazyvame nékdy spoleénym ndzvem soufadnice rovnobd%-
kové (paralelnf).
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piimku p, kterd prochézi spoleénym poédtkem O, plati

xcos (p, x) + y cos (p, y) ="wcos (p, 'x) + ¥’ cos (p, 'y),
pii ¢emZ znaéi na pf. (p, z) uhel, o ktery tieba otoéiti
piimku p kolem poéitku O v kladném smyslu, aby splynula
8 osou z. Zvolme nyni (p, y) = %s; tim uréime jednoznaéné
pifmku p,, pro niz opét plati

z cos (py, z) = 'z cos (py, 'x) + 'y cos (py, 'y).  (*¥)
Podobné zvolme (p, ) = §x; tak uréime pif{mku p,, pro
niz plati '

Y ¢08 (pg, y) = 'x co8 (Pg, ') + 'y cos (ps, 'y).  (**)
Uvaime viak, Ze lze psiti cos (py, 'z) = cos (‘z, py) =
= sin [§z + ('z, py)] = sin [(py, y) + (7, py)] = sin ('z, y)
atd. Po této dpravé obdriime z rovnic (*) a (**)

_ sin(':l:, y) , sin ('.1/, I’I) ’
x x

" sin (z, y) sin (7, y) 3)
_ sin ('l‘, Z) , Sill (’yr 17) I
" sin (y, x) sin (y, z)° *’ l

témito vztahy jsou tedy vyjddfeny soufadnice neédrkované
soustavy soufadnicemi ¢arkovanymi.

Abychom nalezli obricené vyjddfeni, uvaZujme nejprve
determinant soustavy (3). Ten je

1 . . . .
D E——m—[sm( z, y)sin ("y, x)—sin ('z, x)mn( ¥, 9}

Ponévadz je ('y, z) = ('y, 'z) + (2, z), (y, v) = (y,'z) +
+ ('z, y), lze také psdti
___sin (y,'z) . , ,
= Stz ) @ 9) [sin ("z, y)cos ('z, x)
— sin ('z, z)cos ('z, y)],

ponévadi je (‘z, y) = (‘z, z) + (=, y), zjednodudi se vyraz
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v lomené zdvorce na sin (z,y), takie D = sin ('z,’y) :
:8in (z, y). Uivajice tohoto vysledku, miZeme Fefenf sou-
stavy (3) podle édrkovanych soufadnic psiti ve tvaru

1y B (2 'y) sin (y, 'y)

~ s (o " sm(sy Y )
, _ sin(x,'7) sin (y, 'z)
" sin ('y, 'z) " sin (‘y, ‘z) <’

rovnice ty maji tvar rovnic (3) aZ na to, Ze carkované
veli¢iny jsou zaménény za neédrkované a obrdcené.

JestliZe pocédtek ¢drkované soustavy mé v neddrkované
soustavé soufadnice (zy; %), tu v rovnicich (3) na levych
strandch misto x resp. y nastoupf{ rozdily z— z, resp.
Y¥— Yo, V rovnicich (4) na pravych strandch misto z resp. y
rovnéf rozdily z— xz, resp. ¥y — y,-

B. Zékladni vlastnosti kosouhlyeh sou¥adniec.
V tomto odstavei jen velmi struén& uvedeme zdkladni vzorce
analytické geometrie v kosothlych soufadnicich, (3) pfenecha-
vajice jejich ov&fenf — ostatné snadné — ¢&tendFi. Vzdéle-
nost dvou bod& By (z;; y;), + = 1,2 je déna vzorcem

d= V(za"" )2+ (Ya— ¥1)? + 2(2a— %) (Y2 — ¥1) cos a»
vzdélenost bodu B(z; y) od po¥itku vzorcem
d=Yz+y*+2zycos w.

KaZd4 linedrni rovnice az + by + ¢ = 0 (a, b, ¢ konstanty)
vyjadfuje pFimku, jeji tiseky na soufadnicovych oséch jsou
—c:a, —c: b a nezdvisi tedy na Ghlu w. Specidln& z cos & +
+ ycos (o — &) — d = 0 vyjadfuje pfimku v norméalnim tvaru
(co znadi «, d, jak pFevedete obecny tvar pfimky na normAlni?).
Rovnice pfimky, kterd prochézi dvéma body B; (z;; v;), t =1, 2
znf

r y 1
zZ Y 1
Zy Yp 1
Utivajice pfedchizejicich vysledkidi, miZeme napsati ihned
rovnici kruZnice, kterd mé4 stfed (m;n) a polomér r; znf

(z—mP +(y—n)2+2(z—m)(y—n)cosw—12 = 0.

4

= 0.
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Obracené kaZda rovmice tvaru
zd L y® + 2zycosw + 2m'z + 2n'y +p =0

vyjadfuje kruZnici; urlete jeji stfed a polomé&r! Jednoduchy
tvar ma také rovnice hyperboly o poloosich a, b, jestliZe
ji vztéhneme k asymptotam jako soufadnicovym osém; zn(
zy = } (a® + b?) &ili zy = %e®. Pondvadi mezi poloosami a, b
a uhlem asymptot w platitg o = b : a 8ilisin w = 2ab : (a*+-b?),
lze rovmm této kfivky psati také ve tvaru

zy sin o = }ab.
Ulohy k tomuto odstavei: 8—15.
Kartézské soufadnice pfimky. A. Definice. Rovnici

obecné piimky v kartézskych soufadnicich miZeme psdti
ve tvaru

uzr +vy +1=0; ®)
tato piimka utind na soufadnicovych osdch iseky
1 1
= —, g=——. 6
p i . (6)

L]

I je kaZzdou dvojici éisel u,», z nichZz aspon jedno je od
nuly rozdilné, uréena jedind piimka, a obricené. MiZeme
tedy dvojici [u; »] povaZovati za soufadnice piimky; sou-
fadnice takto definované nazyvidme prfimkové soufad-
nice (nebo Pliickerovy soufadnice). Jejich geometricky
vyznam vyplyva z rovnic (6): jsou to ziporné vzaté reciproké
hodnoty useki, které piimka tvoif na kartézskych soufadni-
covych osdch. Soustava primkovych soufadnic je urcena
jednoznaéné obéma soufadnicovymi osami a t. zv. jednotko-
vou piimkou j[1; 1] (vyloZte jeji vyznam!).

Je-li pfimka rovnobéZnd s osou z resp. y, md soufadnice
[0; v] resp. [u;0]. Piimka, ]e]ﬂ soufadnice jsou [0; 0], je
nekoneéné vzdilend piimka roviny (nevlastni pfimka;
proc¢?). A pod.

B. Zikon duality. Rovnice (5) vyjadiuje t. zv. pod-
minku incidence: ukazuje, jaky vztah musi spliiovati sou-
fadnice (z; y) a [u; v], aby bod (z; y) leZel na pFimce [u; v]
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(aby bod a piimka byly incidentni). Lze pak na tuto rovnici
nahliZeti dvojim zptisobem: budto ji poklddati za bodovou
rovnici pfimky, jeji% dseky na osich jsou— »—1,—v—1,
kdyz u, v jsou konstanty a z, y proménné, nebo za prim-
kovou rovnici bodu (z;y), kdyz »,» jsou proménné
a z, y konstanty. Na této dvoji interpretaci se zaklidd pro
geometrii dalefity zdkon duality. Bodu, kolem néhoZ se
piimka otdéf, odpovidé piimka, kterou bod popisuje. V&em
bodim piimky (piimé fadé bodové) odpovidaji v3echny
piimky jdouci jednim bodem (svazek pfimek). Bodu jakoZto
prusec¢iku dvou piimek odpovidd dudlné piimka jako spoj-
nice dvou bodi. Zejména pak kiivce jako souhrnu jejich
bodii odpovidd kfivka jako souhrn (obdlka) jejich teden.12)

Analyticky vyznam zdékona duality ndm nejlépe objasni
pitklady. Rovnice

ay +bv +¢c=0 ar + by +¢c=0
vyjadfuje bod (a:¢; b:c); vyjadfuje pfimku [a : ¢; b : c];
u=a v=="b x=a y=>b
vyjadfuji p¥imku [a; b]; vyjadfuji bod (a; b);
'u=0,v=0 =0 y=0
vyja«Fuji pfimku nevlastni; vyjadfuji potatek;
1ol AR

vyjadfuji p¥imku jdouci po- | vyjadfuji nevlastni bod;
&atkem;

u = a, v libovolné z = a, y libovolné
resp. u libovolné, v = b resp. z libovolné, y = b
vyjadfuji bod na ose usefek | vyjadfuji pHimku rovnob&z-
resp. pofadnic; nou s osou pofadnic resp. use-

cek;
au + bv =0 ax + by =0

vyjadfuje bod nevlastni p¥im- | vyjadfuje pfimku jdoucf po-
Ky. atkem.

12) Odtud také jiné pojmenovéni: soufadnice tednové
(tangencialni).
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ux +ovy +1
V'u2+v*

+
Ze kartézskd soustava je pravoihls, absolutné vzddlenost bodu

A dile vyraz vyjadiuje za predpokladu,

vr . Uy — UV . oy .
z; y) od primky [u; v]; az - —————=% vyjadiuje vhel
(%; y) od piimky [u; v]; vyT i%u2+vlvz yjadruj
dvou piimek [%;; ), i = 1, 2 (kdy jsou rovnobézné, kolmé?).

A pod.(?)

C. Transfdrmace bodovych soufadnic na pfimkovsé.
Pro jednoduchost se omezime na pravouhlé soufadnice. BudiZ
déna kfivka s bodovou rovnici F(z; y) = 0. Jeji tefna v bods
(x; y) a v souiadnicich X, Y zni

(X—a)F, + (Y — ) Fy =0

oF eF F’
F’ = T = o .1/, = _Iz
( z oz v oy ¥,
Jeji pfimkové soufadnice jsou
Fl FI
U=—__ "% _ yp=— y (*)

F, ¥ 9T, 2, T yFy
Vylouéime-li z rovnic (*) & z rovnice dané kfivky promé&nné
z, y, dostaneme pFimkovou (tednovou) rovnici této k¥ivky.
Na pf. pro kruZnici z2 4 y® — #2 = 0 nalezneme u? + v? —

Je-li obracend dana k#ivka pFimkovou (teénovou) rovnici
F(u, v) = 0, tu rovnice jeji teény je ux + vy + 1 = 0, rovnice
blizké tedény je (v + du)x + (v + dv) y + 1 = 0 a prasefik
obou t&chto pFimek ma soufadnice

de v — du
wdv—vau’ VT udvo—vdu

zr=—

&ili
xr = — _F’u y Y = '—‘-————F'° . (**)
‘ . uF’, + oF", uF’, + oF’,
Vylouéime-li z rovnic (**) & z rovnice dané kfivky proménné
u, v, dostaneme bodovou rovnici této kFivky. Hleddme-li na
pE. kiivku s vlastnosti, %e soufadnicové osy utinaji ne jejich
teéndch tsek stdlé délky r, tu jeji pFimkova (tetnova) rovnice
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e u_2 + v_z —7r2 =0 a bodova rovnice z* + yi Ao
Sestrojte tuto kfivku jako obalku teden (sluje astroida)!

D. Polérni reciprocita. Studium &ar s rovnici F(u, v) = 0
lze jednoduSe pfevésti na studium &ar s rovnici F(z, y) = 0.
UvaZujme kuZelosetku K a obecny bod P; jeho poléra vzhle-
dem ke K budi% p (viz obr. 3). Poldra bodu P, blizkého k bo-
du P, budiZ p’. Ob& poléry p, p’ nechf se protinaji v bod& Q.

Obr. 3.

JestliZe body P vypliuji k¥ivku I', tu poldry p obaluji jinou
k¥ivku I a vzé.jem.né. souvislost k¥ivek P, I je tato: te¢ndm q
k¥ivky I (t. j. meznym polohdm spojnic bodt P, P’) odpovi-
daji body @ kfivky I, a viem tefndm p k¥ivky I'’ odpovidaji
body P k¥ivky I'" (pély polér p vzhledem ke K ). Dv& k¥ivky
T, I" které jsou v takovém vztahu, nazyvdme polarné reci-
prokj'mi vzhledem ke kuZelosefce K (jinak: kfivka I'resp. I'
je polarisovéna ke kifivce I resp. I" vzhledem ke kuZelosedce K).

" Zvolme za zékladni kuZelosetku K (imagindrni) kruZnici
X'+ Yt +1=0. (7)

Poléry bodt (z; v), (z + dz; ¥ + dy) jspouzX + yY +1=0,
(z+dz) X + (y +dy) Y + 1 = 0, a jejich prisedik ma sou-
fadnice
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dy Y = dz
zdy —ydz’ =  zdy —ydz’
JestliZe body (z;y) lefi na k¥ivce F(z, y) = 0, tu rovnice
jeii tedny je (X —2z)dy — (Y —y)dz = 0 a jeji soufadnice
jsou dény vztahy

X=—

dy . dz

zdy —ydz’ v= zdy — ydz’

Plati tedy X = %, ¥ = v. Doéli jsme tak k v&t&: Rovnice
k¥ivky v pravoudhlych pFimkovych soufadnicich u, v je zdroven
rovnici jeji polérnd reciproké k¥ivky vzhledem ke kruZnmici,
ktera v pravoiuhlych bodovych soufadnicich z, ¥ je vyjadiena
rovnici z* 4 y2 + 1 = 0, jestlife v rovnici dané kfivky na-
hradime soufadnice pfimkové bodovymi. A obracens. Mame-li
tedy studovati kfivku s rovnici F(w, v) = 0 v pravouhlych
pfimkovych soufadnicich, budeme studovati kfivku s rovniei
F(z, y) = 0 v pravouhlych bodovych soufadnicich (coZ je
tiloha jednodus&i) a odvodime si jejf polarn{ vlastnosti vzhledem
ke kruZnici (7).(4)13)

Ulohy k tomuto odstavci: 16—26.

Jiné druhy p¥imkovyeh soufadnie. Pfedpoklédame-li pravo-
dhlou soustavu jako zdkladnfi, tu normaAlnf rovnici obecné
pfimky mbZeme psédti ve tvaru

zcost 4 ysint— f =0 resp. a:-f—ytgt—p—O (8)

v ndmZ znadi tedy f délku kolmice s poéitku na p¥imku spusténé
a ¢ thel této kolmice s osou + =, p je tsek pfimky na ose z.

13) Na misto &sel u, v 1ze za soufadnice pHmky vziti pfimo
¢isla p, g (souFadnice tvsekové).(*) Je-li déna k¥ivka bo-
dovou kartézskou rovnici F(z, y) = 0, tu jeji rovnice v tGse-
kovych soufadnicich je vysledkem eliminace z, y z dané rov-
nice a z rovnic

u=—

oz dz __:;dy
P ydy,‘I—i‘/ dI

je-li kfivka dédna usekovou rovnici F(p, g) = 0, tu jeji bodové

kartézskd rovnice je vysledkem eliminace p, ¢ z dané rovnice
a z rovnic

d d
z = p*: (p —q—dz), y=gq% (q——p d—;)-
DokaZte!
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Obrédcend obecné dvojice [f;t] (f > 0, 0 < t < 2a) resp. [p;¢]
uréuje jedinou pFimku. MbZeme tedy &isla f, ¢ resp. p, ¢ vziti
za soufadnice pfimky; dospfvdme tek k soufadnicim nor-
malnim resp. axidlnim. Pfedpokladéme-li, Ze f resp. p jsou
funkecemi thlu ¢, t. j. f = f(t), p = p(t), a Ze uihel ¢ nabyvi
viech moZnych hodnot, tu rovnice (8) pfedstavuji oo! pfimek,
které obecnd jsou teénami ndjaké kiivky I'. I miaZeme takové
rovnice povaZovati za tednové rovnice této 8ary; mluvime pak
o normalni (také magické) resp. axidlni rovnici kiivky. (%)
Dalsi vlastnosti téchto soufadnic v ulohédch: 27—30.
Homogenni soufadnice bodu a pfimky. A. Definice.
Za piedpokladu, Ze zdkladni soustava je obecné kosoihls,
poloZzme
z:z misto z, y:z misto y resp.
. { . ¢ (9)
% :w misto u, v : w misto v,
pri éemZ predpokliddme, Ze asponi jedno z ¢éfsel z, y, 2
resp. «, v, w je rozdilné od nuly. I uréuje obecna trojice éisel
(z; y; z) resp. [u; v; w} jediny bod resp. pfimku, jehoZ (jejiz)

o es - . . x u v .
kartézské souradnice jsou |—; ¥ resp. | —; — |. To v8ak jiz
z 2 w' w

neplati obricené. Dovedeme totiZ udati vidy nekoneéné
mnoho trojic z, y, z resp. u, v, w, jejichZ pomér mé dané

z L ow v
hodnoty < % Tesp. —, — & které tedy vedou na tyZ bod

resp. primku. Bod (pfimka), ktery je uréen trojici z, y, z
(u, v, w), je uréen také kazdou trojici gz, py, 0z (ou, ov, ow),
-kde ¢ = 0; obrécené, jsou-li z, y,z (u, v, w) ,souradnice’
bodu (pfimky), mi tyZz bod (pfimka) také ,soufadnice
oz, 0y, oz (ou, ov, ow), kde ¢ = 0. ZdleZi tedy jen na po-
méru téchto tfi hodnot, a to jsou dvé nezdvisld éisla, tedy
tolik ¢isel, kolik m4 bod (piimka) v roviné ,,stupiiti volnosti‘.

Proto nazyvdme tato éisla pomérné nebo Hesseovy
souradnice bodu (pfimky). PonévadZ kazd4 algebraickd
rovnice F(z, y) = 0 resp. F(u, v) = 0 stane se po zavedeni
téchto novych proménnych podle pokyni (9) homogenni,
nazyvaji se tyto souradnice c¢astéji homogenni soufad-
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nice bodu (pfimky). Obrdcené z homogenni rovnice
vznikne nehomogenni (kartézskd) rovnice, kdyZ prosté po-
lozime z= 1 (w = 1). V homogennosti téchto soufadnic
zaleZi také nejvétsi jejich vyznam.

B. Zikladni vlastnosti homogennich soufadnie.
Homogenni soufadnice poddtku jsou patrné (0;0;2), kde
z 0, tedy nejjednoduseji (0;0;1). Bod o soufadnicich
(z; 0; z) resp. (0; y; z), kde z,2z 5= 0 resp. y,z = 0, leZi na
ose z resp. y. Je tedy (x;0;0) resp. (0; y; 0) nebo nej-
jednoduseji (1;0;0) resp. (0; 1;0) nevlastni bod osy =z
resp. ¥. Bod, jehoZ vSechny homogenni soutadnice by byly
rovny nule, neexistuje. Piimka jdouci poédtkem md homo-
genni soufadnice [u; »; 0]; soufadnice osy x resp. y jsou
[0; v; 0] resp. [u; 0; 0], nejjednoduseji [0; 1; 0] resp. [1; O; 0).
Piimka, jejiz viechny homogenni soufadnice by byly rovny
nule, neexistuje.

Homogenni rovnice primky md tvar

axr +by +cz= 0, 19)
a obricené. Obsahuje-li pfimka nevlastni body os, je
v tomto pifpadé p=—c:a= 0, ¢g=—c:b= @ ¢dili

a = b = 0, a rovnice (10) za pfedpokladu, Ze ¢ 3= 0 (kdyby
bylo ¢ = 0, prochézela by piimka poédtkem a nemohla by
obsahovat nevlastni body soufadnicovych os), mé tvar

z=0. (11)

Tato rovnice vSak vyjadiuje viechny nevlastni body roviny
(proc¢?), je tedy rovnici nevlastni piimky roviny. Jeji sou-
radnice jsou [0; 0; ] nebo nejjednoduseji [0; 0; 1]. V homo-
gennich soufadnicich Ize tedy s nevlastnimi dtvary (s dtvary
v nekoneénu) zachdzeti jako s dtvary v koneénu. V této
vlastnosti zédleZ{ dalsi vyznam téchto souradnic.
Podminka incidence bodu (z; y; z) a p¥imky [u; v; w] je vy-
jad¥ena rovnici
uz + vy + ws = 0. (12)
Dvoji interpretace této rovnice (ktera?) umoZiiuje nam opét
prenadeti vlastnosti odvozené pro body na pf¥imky, a obracend
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(zdkon duality). Na pf. z kartézské rovmice p¥imky, jdouci
dvéma body, obdrZime ihned homogenni rovnici takové pfim-
ky; zni

T Yy z
Ty Y1 25
Ty Ya 2

Dudlné rovnice
U v ow
Uy Uy W,
Uy Vg Wy
vyjadfuje tedy bod, v n&mZ se protinaji dvé pFimky. Uvedte
jiné priklady! :
Protneme-li kruZnici
z8 + y* 4 2zy cos w + 2m'zz + 2n'yz + pz =0
nevlastni pfimkou, obdrZime

=0

8 4 y? + 2zycos w = 0 &ili -%:——cosw:l;isinw. (13)

Protind tedy nevlastni pFimka ka?dou kruZnici v tychZ dvou
komplexnd sdruZenych bodech (1; — cos w &+ ¢ sin w; 0); pri-
seliky tyto se nazyvaji body kruhové, jejich spojnice s po-
Sdtkern majf rovnici (13) a nazyvaji se pfimky isotropické.
V homogennich pravoidhlych soufadnicich jsou kruhové
body (1; + 4; 0), isotropické pFimky z® 4 y2 =0 ¢&ili = L+
+ 4y = 0. Snadno dokdZeme tyto tfi vlastnosti isotropickych
pFimek: 1. Jsou samy k sobd kolmé (rozsifime-li oviem obvyk-
lou definici thlu i na elementy imagindrni). 2. Uhel isotropické
piimky 8 obecnou p¥imkou je konstantni. 3. Priivodite méfené
na isotropickych p¥imkdch maji nulovou délku (odtud jiny
nézev: minimilni pimky).

S hlediska duality odpovidé po&atku (0; 0; z) nevlastni pf¥im-
ka [0; 0; w], kruhovym boddm (1; 4 ¢; 0) isotropické pFimky
[1; £ ¢; 0]. VyloZte podrobné&ji!(?)

C. Tedna v homogennich soufadnicich. BudiZ
F (z, y, 2) = 0 algebraickd kfivka n-ho stupné. Ozna&ime-li na
okamZik nehomogenni soufadnice pruhy, tu plati z = 2z,
Yy = yz a tedy ‘

' dz = zdz + zdz, dy = ydz + zdy.
Z rovnice &ary vSak plyne
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dF_. d + d +—dz—.0'

tedy po dosazeni podle pi-edché.ze]icich vztaht
(P = aF - - OF -
(Eermi B+ fmErya)-o
po zavedeni homogennich soufadnic
3F 24 8_1"_ aF )dz (

Podle Eulerovy véty o homogennich funkecich!4) je vyraz
v prvni zdvorce rovny nule, takZe pro body v koneénu (z 3= 0)
plati

- OF -
dz+@dy)z=0.

dy oF oF

Yy = dz _EW

Rovnice tefny v bods (a:, y) zni
Y—y=y(X—2),

nebo — * zavedeme.li homogenni soufad.mce — -
XoF Y OoF (z2dF, yoF ,
Z oz Z dy z oz z oyl
PouZitim Eulerovy vty se tento vyraz zjednodusi na
oF oF oF
XE+Y%+Z-§=0; (14)

touto rovnici je tedy vyjédfena tetna dané k¥ivky v homogen-
nich soufadnicich. O soufadnicich této teény plati

oF oF oF

v nehomogennich soufadnicich
— oF oF - _@F a_ﬁ_’ i
Y= T T oy’
Ulohy k tomuto odstaveci: 31—36.

* 1) V&ta Eulerova o homogenni funkei F(z, y, z) stupné n:

oF oF oF
z$+y@+zz=n1?._



Nomogratické soufadnice. Polohu bodu v roviné velmi
obecné miZéme uréiti takto: Zvolime dvé obecné pimky
P, ¢ (souradnicové nebo nomografické osy; obr. 4), které
orientujeme, na nich body P, @ (poddtky) a mimo osy dalsi
dva body P,, @, (stfedy). Polohu obecného bodu B uréime
¢fsly p, g, jak naznacuje obrizek. A obricené. Souradnice
takto definované nazyvdme (obecné) nomografické sou-
fadnice bodu.(?

A. Nomografické soufadnice bodu. Zvolme osy tak,
aby p 14 ¢, poditky a stiedy tak, aby P =P, Q = @,.
Soufadnice bodu takto definované sluji (obycejné) nomo-
grafické soutfadnice bodu. Zvolime-li kartézskou sou-
stavu, jak ukazuje obr. 5, plati zfejmé

z=Ilp:(p+4qhy=pg:(p+9 (15)
a obrdcené
p=ly:(l—=x),q9=1y: = (16)

B. Nomografické soufadnice piimky. V soustavé
nomografickych soufadnic takto definovanych je obecnd
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piimka jednoznaéné uréena iiseky s, ¢, které utind na nomo-
grafickych osdch. A obrdcené. (Vylozte podrobnéji!) Zvlastni
pozornosti si zaslou#{ pravoihlé nomografické soufad-
nice piimky (w=4n). Ziklad-

nimi prvky této soustavy jsou p=y q

dva body (pocitky P, Q) a je-
jich spojnice (osa PQ), coZ jsou

dudlni prvky k prvkim pravo-
uhlé soustavy, dvéma pifmkim
(osém z, y) a jejich E}useéx’ku s

(podstku 0). Timto dudlnfm zpu- ™~
.sobem zavedli tyto soufadnice (t
Unverzagt a Schwering, sluji 7]
proto také soufadnice Unver- | /
zagtovy-Schweringovy (také

soutadnice dudlni k pravo- Obr. 6
dhlym). Zvolime-li pravouhlou .
soustavu, jak ukazuje obr. 6, plati zlejmé

u=(t—s):ls, v=—1:3 (17)

a obricené
8=—1:0, t=— (1 +lu):».(19 (18)

Dalsi vlastnosti nomografickych soufadnic v tilohdch:
37—48.

Ulohy ke cvideni.

1. Prozkoumejte stfedové soufadnice v piipads, Ze stied §
se nachézi na kolmici vztyfené k ose v poéatku!

[V rovnicich (1), (2) poloZte m = 0.]

2. Napiste rovnici Nikomedovy konchoidy n = + k v pravo-
dhlych soufadnicich! Sestrojte tuto k¥ivku, rozezndvajice pfi-
pady, kdy k& = n! Uka¥te, 6 vhodnou volbou poéitku pravo-
hlé soustavy lze rovnici &ary v této soustavs jestd zjednodusit !

[(z— m)*y® + (y — n)? (y* — k*) = 0; pro'k > nmé k¥ivka
st¥ed S za dvojnésobny bod, pro £ = n ma tu hrot, pro k < n
je stfed t zv. lsolovany bod, osa o je asymptota khvky, trans-
formaci 'z =z —m, 'y = y—n.]
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3. Napiste rovnice kosé a kolmé strofoidy v pravouhlych
soufadnicich & sestrojte tyto kFivky!

[Rovnice kosé strofoidy zni (z’ + Yy + n (2 — y?) —
— 2mzy = 0; poditek O je dvojnasobny bod, osa o je asym-
ptota.]

4. Jak zni rovnice kfivky afé + by +¢=0 (a,b,¢ &+ 0)
v pravouhlych soufadnicich?

[K¥ivka 4. stupné, kterou transformaci z 2. ulohy 1ze uvésti
na tvar (z2 4 y3) (y + n)? — (Az + By)? = 0; kfivku tu se-
strojime nejsnadnéji s pomoci polérnich soufa.d.nic, o nichZ bude
pojednéno ve étvrté kapitole.]

5. Za soufadnicovou &aru na mist® osy o lze zvolit i jinou
ki¥ivku. Zvolte na p¥. kruZnici a v pHpads, Ze O = S sestrojte
k¥ivku s rovnici 7 = + & pro k# 2r, kde r znadf polomé&r
zvolené kruZnice (sluje Pascalova zévitnice, spee. pro
k = 2r kardioida)!

[JestliZe je k£ > 2r, je bod O = S dvojndsobny, jestliZe je
k = 2r, je hrotem, pro k < 2r je to bod isolovany. K¥ivky
jsou 4. stupné; napiste ve vhodné zvolené pravoihlé soustave
jejich rovnice!)

6. Jak se specialisuje soufadnicové soustava, uvedensd
v 5. tloze, zvolime-li jejf st¥ed ve stFedu soufadnicové kruZnice?
Jak je v této soustav® vyjddiena krunice se stfedem v bod& §
a 8 polomérem a?

[Soustava ta je ve velmi jednoduchém vztahu k poldrnf
soustavd (tyto soufadnice budou vyloZeny ve &tvrté kapitole);
n=a—r.]

7. Vysetfete soufadnicovou soustavu, v ni¥ poloha bodu je
uréena jeho vzdédlenostmi od pevného bodu (poédtku) a pevné
piimky (osy)l

[Jsou-li (0; ) pravodhlésoufadnice poldtkua y=0rovniceosy,

plati z = VE’ — (p —n)2, y = na obricend § = Va:’ + (y—n)?,
7 = y; obecné dvojici (§; n) odpovidaji étyFi body. Co vyjadiujf
rovnice § =k, n=k, E=1n, §E—kn =0 (k = konst.)?]

8. DokaZte podetnd, Ze stfedové soufadnice pfejdou v koso-
ahlé, jestliZe stfed S se vzdédli do nekoneéna po pfimce OS!
[V rovnicich (2‘) poloZte nejprve n : m = tg w & poté
lim n & o0 ; obdrZite rovnice, které platf pro pfechod kosovhlych

soufadnic na pravouhlé. Viz také 9. wlohu.]

9. Napiste transforma&ni rovnice, které plati mezi a) dvéma
pravouhlymi soustavami, je-li irkovand k nedirkované na-
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todena o vhel «, b) pravoihlou soustavou a kosodhlou, jestliZe
osa usedek kosouhlé (8arkované) soustavy svird Ghel o s osou
usedek pravouhlé (neddirkované) soustavy, specidlné pro « = 0!

[Za pFedpokladu, %e polatky obou soustev splyvajf, obdrZi-
me specialisaci rovnic (3) a (4): a) £ = ‘zcos x — ‘ysin «,
y='zsinx + 'y cos « a obrdcend ‘z = x cos & + ¥ sin a,

‘Yy=-—=xsinx + ycosa, b) x =’z cos « + 'y cos (& + o),
y = ‘zsin & + ‘ysin (« + @) a obrdcend ‘zsin w = zsin (& +
+ @) — y cos (6 + w), ‘ysin ® = — T sin & -+ ¥y cos &, spec.

z ="'+ 'Yycos w, ¥y = "ysin w & obricend ‘rsin w = zsin v —
— ycos w, ‘ysin w = y. Jak zni rovnice a), b) v pfipads, Ze
poditky obou soustav jsou riizné?]
10. V kosouhlych soufadnicich vyjddfete obsah trojihelnika
s vrcholy B; (z; y3), ¢ = 1, 2, 3!
z oyl
b

Ty Yy 1
T3 Ys )
11. V kosouhlych soufadnicich vyjadfete a) tangentu uhlu,
ktery svird spojnice dvou bodt s osou + z, b) vzdélenost p¥im-
ky ax - by + ¢ = 0 od podatku!

) (Y3 — ¥1) sin @ b) csin
a8 (]
(Z2z— 7)) + (Y — ) cos @ ™’ Ya? I b — 2ab cos w

12. V kosouhlych soufadnicich napi&te rovnici kruZnice, které
a) prochézi poéatkem, b) dotykd se v polatku osy pofadnic,
cl)’ dotyké se obou soufadnicovych os, d) prochézi body (0; 0),
(b; 0), (0; a)!

[2) z® + %% 4 2zycos @ + 2m’z 4+ 2n'y = 0; urbete jeji
stfed a polomér! b) x? 4+ ¥® + 2zycosw - 2rzsinw = 0,
c) 22 + y? + 2zycos w + 2::]/1_7;}: 2yV;+ p = 0 (Sty¥i krui-
nice), d) =% + 4% + 2zycos w — bz — ay = 0.]

13. Jak zni rovnice strofoidy v kosoihlych soufadnicich?

[Vyjd&me z vytvarného zdkona této k¥ivky, daného v st¥e-
dovych soufadnicich rovnici' £ = 4 %! ObdrZime tedy rovnieci

kfivky, jestliZe vylou¢ime parametr 4 z'rovnice-sr + % —1=0,

sin o]

které vyjadfuje svazek pfimek o stfedu (a;0), a z rovnice
22+ (y— AP + 2z (y — A) cos w — A2 = 0, kterd vyjadiuje
kruZnice se stfedem (0; 1) a s polomdrem 4. Vysledek je
(22 + y* + 2zycosw)z—a (22— ) = 0. PHimky 2 4+ y=0
jsou tedny k¥ivky v poddtku (dvojnasobném bodé&), pFimkae
z 4+ a = 0 je joji asymptota. Jak se tyto vysledky specialisuji
pro kolmou strofoidu?)
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14. BudiZ ddna kruZnice a na ni dva pevné body O a T;
v bod& T sestrojme te®nu. Obecna pFimka svazku o stfedu O
protne kruZnici v dal8im bod& M, teénu v bod& M’. Naneseme-li

ne tuto pfimku vise¥ku MM’ od bodu O i co do smyslu, vytvoh

geometrické misto bodii’ B takto ziskanych (OB MM ) t. zv.
kosou kisoidu. Jakéd je jeji rovnice v kosouhlych soufadni-
cich?

[Bod O zvolme za poédtek, pfimku OT za osu -+ Z, Tovno-
bé2ku k teén& v bod& T za osu y. Dand kruZnice mé pak
rovnici

z? + y* 4+ 2zycos w —a(z + 2ycos w) = 0, (@ = 61—"),
pfimka svazku budiZ y = Jx (4 parametr). JestliZe z této rov-

1 4 22 cos »

1 + 24cos w+ 73’
podle sestrojeni bodu B, vyloudime parametr 7, nalezneme
rovnici kFivky ve tvaru (22 + y® 4 2zycos w)x —ay® = 0,
LeZ%i-li body O, T na jednom priméru, je w = in a koséd
kisoida pfejde v kolmou (Dioklovu) kisoidu (%2 + y?)z —
—ayd = 10.]

15. V kosouhlych soufadnicich napiste vyraz pro a) smérnici
teény y’ = dy:dz, b) dhel 7, ktery svird teéna s osou tisedek,
¢) kosotihlou subtangentu, d) kosothlou teénu (délku teény)!

[8)y’ = sin 7 :8in(w—7), b)tg T = ¥’'sin w: (1 + ¥ cos w),
)y:y,d) ylf1 + 2y cosw + y2:y'.]

16. Interpretujte dudln& vétu: Délici pomér J bodu B (z; y)

vzhledem k bodam B; (z', Yhi=12je 2= BB1 BB,. jeho
pravouhié sou.i‘ad:uce jsou = (z,—Amy):(1—12), y=
= (¥ — Ays) : (1 — )

{Délici pomér i pkimky p [w;2] vzhledermn k pFimkam
P {245 1.], 1 =.1,2 je 4 = sin (p, p,) : sin (P, P,), jeji souFadnice
jsou u = (uy — Jug) 1 (1 — 2), v = (v, — Aoy : (1 — 2).]

nice & z rovnice z = @ (l — kterd plati

17. Toté% udifite pro véty: a) spojnice bodi (z5 ¥;), ¢ = 1, 2
mé rovnici (Y — y;) (3 — zl) —(z—x) (Y — %) =0, b)
otadi-li se pFimka y = kx + g kolem bodu (z,; ¥,), je jeji
rovnice ¥y — Yo = k (z — x,), ¢) dvé& piimky a;x + by + ¢ =0,
t© = 1, 2 protinaji se v bodé& s kartézskymi sou.i‘adnicemi T =
=(b16; — bycy) : (arhy — aghy), ¥ = (a3e; — @,10,) : (A1b, — ashy);

34



nutnd a postadujici podminka, aby byly rovnobé&iné, znf
aby— ah, = 0, d) aby t¥i pFimky a;x + by +¢; =0, ¢ = 1,
2, 3 se protinaly v jediném bodg, je nutné a stadi, kdyz

ay, by ¢
ay by ¢,

= 0. -
‘ay by ¢ '

[a) priseéik dvou pfimek [ug; v;] ma rovniei (v — vy) (ug —
— u,) — (4 —a,) (vg —v,) = 0, b) probihé-li bod v = ku + ¢
piimkou {uy; ), je jeho rovnice v-— vy, = k (u — 1), ¢) dva
body amu + b + ¢; = 0 urduji pf¥imku o soufadnicich u =

= (bycq — bgcy) : (@;bg — agh,) atd., d) napsany vztah je nutna
a postaéu_]im podminka, aby tFi body au + biv + ¢ = 0 leZely
v pfimce.]

18. Jak se transformuﬁ pfimkové soufadnice v pkipadg&, Ze
obé& soustavy jsou pravothlé a poéatky splyvaji?

[Transformaci pFimky wx 4+ vy + 1 = 0 podle tilohy 9a)
nalezneme: ‘u = uwcosx 4+ vsina, ‘v = —wusinx 4+ vecosa
a obrédcend u = ‘wcosax—’vsinax, v = ‘usinax -+ ‘vcos «.
Jaky tvar maji tyto rovnice v pfipads, %e poditky obou sou-
stav jsou rizné? Jak je vyjadfena nejobecné&jsi transformace
pfimkovych soufadnic?)

19. Teénovou rovnici kruZnice se stfedem v poéatku odvodte
pkimo na zdklad& vlastnosti, Ze jeji teény maji od poditku touz
vzdalenost!

1
[Vztlélenost pfimky od podatku je ——_-!].
u? 4 o2

20. Jak znf teénové rovnice kruZnice o stfedu (m; n) a polo-
méru 7°?

[mu + nv + 1) — 7% (u? + v2) = 0]

21. Odvodte tednové rovnice elipsy, hyperboly a parabgly
v zékladnich polohéch!

[a?u? L b%2—1 = 0, pr2 —2u = 0.]

22. Doka#te, %e pkimkové (tednové) rovnice &ar

(%)""i' (%)"_1 = 0 (a, b, n konstanty)

(sluji k¥ivky Laméovy) zni

(—au) ™! & (—be) 11 = ot
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Co vyjadfuje tato rovnice pro n =1, — 1, 2, 1, 3 (také pro
a = b)? Jak zni rovnice polarné reciproké kfivky vzhledem
ke kruimici (7)? Vyslovte vysledek vétou!

[Pro n=1, —1, 2, }, § obdrfime p¥imku, hyperbolu
(jakou?), elipsu (hyperbolu, jestlife misto b poloZime b, ¢ =
= +V— 1; kruZnici pro @ = b), perabolu (jakou?), evolutu
elipsy (hyperboly; speciélné pro @ = b astroidu). Polérndreciproké
kfivka je opst Laméova kfivka, ale s jinymi konstantami.]

23. Jak zni pfimkové (tenovad) rovnice kuZeloseSky

617 + Bgy® + 28,33y + 20137 + 2a5Y + a3 = 0?

[Aju? + Aggv? + 24 uv + 24,5u + 24,0 + Ay = 0, pii
temi Ay = Ay (i, k=1, 2,3) jsou dopliky diskriminantu
G131 G153 Gy
Gy Gz Qg3
G13 Gz O3

24. Jak zni p¥imkova rovnice k¥ivky, jejiZ tedny a) omezuji
se soufadnicovymi osami trojiihelnik stdlého obsahu, b) vyti-
naji na soufadnicovych oséch vselky o konstantnim «) souétu,
B) rozdflu, ) soudinu, 6) podflu!

[8) kuv —1 = 0 ¢&ili 42y —k = 0, kde %k je dvojndsobny
obsah (hyperbola), b) v  eu  kuv = 0 é&ilie (k—z —ey)? =
= 4ay, kde k je dany soudet (¢ = -+ 1) nebo rozdil (¢ = — 1);
viz ulohu a); v— ku = 0 (co to znamenda?). VySetfete kuZelo-
selky sub «), 8)!] ’

25. Kdy jsou kf¥ivky a) b2z2 4 a?y?—1 = 0, b) y2 — 2pz =0,
¢) zy — k = 0 autopoldrni vzhledem ke kruZniei (7), t. j. kdy
zékladni kfivka splyne s kfivkou poldrné reciprokou?

4

[a) a=b=V1—, kruZnice z® 4 y2=+1, b) p= 411,
¢) k= + . VyloZte podrobnégji!]

26. Co vyjadfuje v usekovych soufadnicich rovnice apq
4+ bp +¢qg+d =0 (a,b,c,d konstanty)?

[KuZelosedku (bz + cy + d)? — 4 (bc — ad) zy = 0, kters se
dotyks soufadnicovych os. VySetfete pfipady a = 0 resp.
be — ad = 0!]

27. Jak souvisi normélni resp. axidlni soufadnice s.Pliicke-
rovymi?

[u=—cost:l,v=——sint:faobrécenéj=l:Vu’+v’,

t= arctg-%- resp. u = —1:p, v= —tgt:p a obricend
v
p-—l.u,t—arctg;.]
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28. Jak zni pravouhlé rovnice kfivky, vyjddfené rovnicemi
(8), jestliZe f resp. p jsou funkcemi parametru ¢ ?

[Na zakladd rovnic, podle nichZ se transformuji p¥imkové
soufadnice ne bodové, nalezneme parametrické vyjddfeni
z = f(t)cost— f’(¢)sint, y= f(t)sint + f'(t) cos ¢t resp. z =
= p(t) — p'(t)sin t cos f, y = p’(t) cos? t, kde f(t) =df:d,
p’(t) = dp:de.]

29. Jak zni normélni resp. axidlni rovmice a) kruZnice,
b) astroidy, ¢) geometrického mista pat kolmic spusténych
8 poditku na tedny dané k¥ivky (t. zv. upatnice dané kfivky
vzhledem k politku), d) kfivky, jejiZ teény maji stdle touz
vzddlenost k od teden dané k¥ivky (t. zv. kfivka paralelni
k dané)?

[a) St¥ed (m;n), polomér », f = mcos ¢t + nsint 4 7 resp.
p=m-+ntgt+ rsect, b) p? + q® = a? tedy f= jasin 2t
resp. p = asint, ¢) £ = fcost, y = fsin¢ resp. £ = p cos?¢,
y = psin ¢ cos ¢; provedte vypodet pro astroidu (vysledkem je
t. zv. &tyFlistd ruZice, sestrojte ji!), d) f, = f + h resp.
Py =17p + hsect.]

30. Jak znf rovnice normély kfivky v soufadnicich normaél-
nich resp. axidlnich?

[Soui;a.dnice normaly jsou f'(¢), 7 + tresp. p(t) — p’(t) cotg ¢,
4ot

31. Uréete nevlastni body hyperboly b3z2—a?y? —a?b3z2 = 0!

[Le¥i na asymptotach bz + ay = 0 dané k¥ivky.]

32. Jak znf rovnice teény kuZeloselky v obecné poloze?

[KuZelosetka mé rovmici @,,Z? + GaaY? + aye2® + 2a4,7y
+ 2a437z + 2a4,yz = 0; tefna Je déna rovmici (14).]

33. UZivajice vysledku pfedchozi tlohy, udejte podminku,
aby obecné pFimka byla tefnou obecné kuZelosedky!

[Srovnanim koeficient v rovnicich (a;,z + a,y + a,52) X +
+ (8107 + Gyg¥ + G32) ¥ + (3yT + Oy + G2) Z = 0 8 aX +
+ bY + ¢Z = 0 nalezneme pogminku

@11 G153 Gy @
G1y Gg3 Ony = 0.]
G1p @g3 Og3 C
{fea b ¢ O

34. Na zdklad& vysledku pfedchozi tdlohy napiSte rovnici
kuZelosetky v homogennich pfimkovych soufadnicich:

Gy @ Q13 U
G12 G Qg3 ¥

Gy3 Qg3 Ty W
v v w 0
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"+ 35. Kdy je obecna kuZeloselka parabolou?

[Dotyks-li se nevlastni pimky; je tedy nutné a stadi, kdyz
ayyep — Gyp* = 0.]

36. Jsou-li P = 0, @ = 0 rovnice dvou pﬁmek co vyjadidje’
rovnice P? + 1Q = 0, kde 1 je promdnny parametr?

[Uréete vztah k nevlastni pfimce! Je to soustava parabol
se spoleénou osou P = 0.]

. 37. Kartézska soufadnicova soustava je zvléStnim pFipadem
obecné nomografické soustavy. DokaZte!
[P =@ =0, @, resp. P, jsou nevlastni body os p resp. g.]

38. Které jsou obyé&ejné nomografické souFadnice a) podatki,
b) os?

[a) P (0; q), Q (p;0), kde p, g jsou libovolna élsla., b) =0
1
resp. — = 0.
. P P ]

39. Kterou rovnici je v oby&ejnych nomografickyeh soufad-
nicich vyjdd¥ena obecné p¥imka? Jakou rovnici mé pfimka ne-
vlastni?

[apg + bp +cgq =0 (a, b, e konstanty) Které pﬁmky jsou
vyjédfeny touto rovmici pro b =0, ¢ =0, a =0, b =c'= 0,
a=c=0,a=b=0?p+qg=0]

40. Co vyjadfuje v obyé&ejnych nomografickych soufadnicich
rovnice

apq + bp + cq + d = 0 (a, b, ¢, d konstanty)?

[KuzZelosedku, jdouci body P, @; jeji rovnice v kosotthlych
soufadnicich je dz® — (b—c)lzy — aly® —dlz — cl?y = 0.]

41. Co vyjadiuje piedchozi rovnice pro a) b=c =0,
b) b=¢, a=0?

[a) pg = k; kuZeloselku dotykajici se nomografickych os
v poéateich. VySetFete ji podrobné&ji! Vyslovte v&tou geo-
metrickou vlastnost, vyjadfenou nomografickou rovniei této
kuZeloseéky! b) p + q = k; parabolu, jdouci nomografickymi
podatky P, Q! VysetFete ji podrobnéji!] .

42. Co vyjadfuje rovnice v 40. tloze pro d = 0? Udejte
nutné a postaujici podminky, aby rovnice v 40. uloze vy-
jadFovala kruZnici!

[SloZenou kuZelosedku; za predpokladu, e d =+ 0, dostaneme
slozenou kuzelosetku také pro bc—ad =0. al? = —d, (c—b)l=
= 2d cos w.]
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43. Prozkoumejte pravoihlé nomografické soufad-
nice bodu! Které &iry jsou vyjadfeny rovnicemi a) apg +
+bp +cqg+d=0, b)pq—i-m(pJ-q)—l’—O c)pg= =k
& speciélné pro k =1, d) p + §=k?

[8) kuZelosetka; vySetFete ji podrobnéji! b) kruimce, c) stie-
dova kuZelosedka, specidalng kruZnice a rovnoosd hyperbola,
d) parabola.]

‘44. Jak se transformuji oby&ejné nomografické soufednice
pFimky na a) kosowihlé, b) pravoiwihlé soufadnice pFimky ?
[a) —1:v=8, —1:u=1Il8:(8—1t),b)—1:u=108:(8—1),
—1l:v=Bsinw: [l + (t —s)cos w]. Jak zni tyto rovmice
obracend?]

45. Napiste podminku incidence v obyée]nych nomografic-
kych soufadnicich!

.[i+_‘._.1 =0]
p q

46. Které jsou nomografické soutadnice spojnice bodi
(Pe» ¢i), ¢ = 1,27 Odvodte odtud nomografické soufadnice
teény kiivky F(p,q) = 0 & nomografické soufadnice dotykového
hodu tetny ke kfivee F(s,t).=-0!

[ _ PP (h— ), 09 (Pr— @]

P19 — Pedy P19 — P20

[ p? dg L ¢t dp ] (s———t@ : (lt)
pdg—gqdp’ pdg—gqdpl’ de’

47. Co vyjadfuje v oby&ejnych nomografickych soufadnicich
Tovnice
ast - bs +~cet +d =0 (a,b,¢c,d _konstanty)?

[KuZelose8ku; vySetfete ji podrobnéji!]

48. Kfivku z 47. tlohy vySetfete podrobngji v pkipadg, Ze
nomografickd soustava )e pravouhlaé. Jak zni rovnice této
kiivky v soufadnicich Pluckerovych‘°
" [dvt—clur— (b - ¢c)v + alu + a = 0; Vyéeti‘ete nékteré
zZv laétm pFipady!]
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