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2. Jsou dény realné body P, @. UkaZte, %e se isotropické
pfimky jdouci t&mito body protinaji na jejich ose symetrie.
Je-li stfed této usetky O, vzdélenost PQ = 2d, jest vzdélenost
imag. bodi hledanych od stfedu O rovna + di.

3. Dva imaginérni sdruZené body X, ¥ na nositelce p spojte
s kruhovymi body I, I,. [Bodu nevlastnimu P na p je v invo-
luci p¥iteddn stfed O; bud A’A” pér involuce, ktery oc&éluje
harmonicky P, P, t. j. symetricky podle O a oznadme OA’ =
= — 04" = a, pek prisetiky o = (XI,, Y1,), § = (X1, YI))
jsou redlné na kolmici vztyéené v O ku p a ve vzdélenosti a.]

4. Dény jsou pfimky p, ¢ & bod M mimo n&. Sestrojte pra-
setiky pFimek p, ¢ s isotropickymi pfimkami jdoucimi bodem M
a pek spojnice t&chto bodi (t. j. jejich rediné prusediky).

7. Jiné imaginérni dGtvary v roviné.

Imagindrni kruZnici rozumime kiivku danou rovnic{
2+ y* —2 (e, + ta;) x — 2 (by + ib) y + py 4 ipy = 0;
imagindrni bod 8§ (e, + ta,; b, + tb,) jmenujeme jejim stie-
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dem, dsecka 7, vyhovujici rovnici (e, + a,)® + (b, + tb,)2 —
— (py + ipy) = 7 je jeji polomér. Krivka miZe miti dva
redlné body, jejichZz soufadnice hovi rovnicim

o? + y* —2a,2 — 2b,y + py = 0, 20,7 + 2by — pp, = 0.%)

Na pt. takovou kruZnici je kiivka
k=at4 y* 4 2= 0,

jeji stied je O (0; 0) a polomér 7¢.**) Nemd redlného bodu
(protoZe souéet ¢tvercu tif redlnych éfsel nemiize byti roven
nule). TéZ myslenka, kterd vedla k tomu, Ze jsme imagindrni
body na primce nahradili souhrnem pdri bodovych, které
byly harmonicky sdruZeny k imaginidrnim bodium (f{kdme
také, Ze byly poldrné sdruZzeny k témto bodiim) — praveé tak
imagindrn{ piimky ve svazku — vede i zde k tomu, abychom
imagindrni kruZnici nebo obecnéji imagindrni kuZelosetky
zavedli pomoci jejich poldrnich systémi. VyloZime struéné,
co mame na mysli. Bodu (z,; y,) v roviné patii vzhledem
k uvaZované imagindrnf{ kruZnici k poldra zzy 4 yy, -+
+ 72 = 0 a obricené obecné primce uz 4 vy 4 1 = 0 patii
vzhledem ke kruZnici pél z, = ur?, y, = vr®. Takovym
zptisobem jsou si body roviny a piimky pomoci kruZnice %
prifazeny. Body, které leZi na své poléfe, jsou body kfivky
—ridici kFivky poldrni soustavy (systému). Tato vlastnost
je pro fidicf kfivku charakteristickd.

Ke konstrukcim lze vyhodné pouiiti redlné kruinice
F=a>4+ y>—1r?=0, jiZ fikdme redlnd zdstupkyné.
Na pf. poléra bodu (z,; y,) k zdstupkyni jest zgx + yoy —
— 12 =0 a plirovndme-li rovnice obou poldr, vidime, Ze
jedna z druhé vznikne otodenim kolem O o 180°. Také obra-
cené k pifmce p sestrojime pél k imagindrni kruZnici, se-

*) O takovych imagindrnich kuZelosedkéch obsirnd pojednévs

V. Jarolimek v knize: Zikladové geometrie polohy v roving
a prostoru.

**) KruZnice o stfedu O a poloméru nule mé rovnici 22+ y? =
= 0, kterou lze pséiti (y + z) (y — tx) = 0. Tato kruZnice se
tedy rozpadé ve dvojinu isotropickych pfimek.
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strojfme-li napfed pél P’ k redlné zdstupkyni a pak bod P
symetricky podle stfedu O (obr. 17). Tato korespondence
mezi body a piimkami roviny se zove antipolarita
vzhledem k redlné kruZnici &'; antipolarita je sloZena z pola-
rity ke kruZnici ¥’ a stfedové symetrie vzhledem k stfedu
kruZnice k'

Pruseéiky pfimky p s kruZnicf k jsou potom ddny involuci
(jako samodruiné jeji body), kterou na p uréuje poldrnf
systém, Pro urden{ involuce zvolime vyhodné dva piry: Tak
bodu A4 na ose y patii poléra a, jeZ seée p v 4’ (PA’ | 0A4),
bodu B pati{ polira b, jeZ ddvd B’. Dvojné body involuce
AA’, BB’ jsou hledané pruseéiky. Piimky, které je spojuji
s pélem P jsou teény z bodu P. '

Svazek kruZnic je souhrn kruznie, jeZ maji spoleéné dva
body. Volme tyto zdkladni body svazku reélné, jejich spoj-
nici za osu y, stfednou za osu z (obr. 18). Budte 4 (0; ¢),
B (0; —¢). KruZnice svazku o stiedu S (4;0) mid pak
rovnici

224+ y?—2lx—c*=0.
Jsou-li zdkladni body A, B imagindrni sdruené, tedy
A (0; ci), B (0; — ct), potom rovnice obecné kruznice svazku
jest
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(z—A+yr=—c+ M
a ve svazku jsou kruZnice reélné (| 1| > ¢) a imagindrni
(Al <¢) a dvé kruZnice o poloméru nula pii A= 4 e.
V prvém piipadé vytind svazek na ose z eliptickou involuci
se stfedem O; v druhém pifpadé je involuce hyperbolicka.

R

Chorddla AB je geom. misto stfedu kruZnice, kterd sede
pravoihle vdechny kruZnice svazku (polomér rovn4 se délce
teény vedené z bodu na chordéle ke kru’nicim svazku).
Tyto ortogondlni kruZnice tvoif novy svazek, dopliikovy
s prvym, a jeho zdkladn{ body jsou nulové kruZnice (imag.)
prvého. M4.li tedy prvy zdkladnf body 4 (0;c), B (0; —¢),
mé druhy zékladni body M (ci; 0), N (— ¢i; 0). Rovnice
obecné kruZnice doplikového svazku o stiedu R (0; u) jest

2?4y —2uy 4+ c2=0.
Body A, B, resp. M, N jsou proté€jii vrcholy étyfihelnika
tvoreného minimdlnimi pifmkami.

Ohniska kuZelosedky a vibec ohniska algebraické
kiivky jsou body, ze kterych ke kiivee jdou dvé isotropické
teény. Podle toho elipsa a hyperbola maji étyfi ohniska,
nebot ka¥dym kruhovym bodem na nevlastnf pifmce jdou
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dvé teény, tedy celkem étyfi. Dvé ohniska jsou redlnd, v nich
se protinaji pfimky imagindrni sdruZené, dvé jsou imagindr-
nf. Na pf. elipsa
b%2? + a?y® = a2b?

m4 redlnd ohniska F, (¢; 0), F, (— e; 0), imagindrn{ F; (0; e),
F,(0; —1e), kde e= 1+ Va2 — b2, Skuteéné, hleddme-li
isotropické teény, protneme elipsu piimkou y = 4 iz + p
a vyjédiimé, e oba priseéiky maji splynouti; nejdiive
dostaneme rovnici

2% (a? — b%) & 2a*piz + a? (b — p?) = O,
v nfZ poloZime diskriminant rovny nule; dostaneme p=--es.
Rovnice isotropickych teden jsou tedy

y=ilzte) y=—1i(zLe).
Jejich redlné body jsou F,, F,. Poléra ohniska (sp03u1e doty-

kové body isotropickych teden) jest z = j: —; (tikdme ji

fidicf ptimka kuZelosetky). Také jest moZno ricl, %e ohnisko
je stted kruZnice o poloméru nula, kterd se dvakrit elipsy
dotyka, nebot rovnici této kruZnice

(x—ef+y*=0
lze psati
ly+i@—e)].[y—ilz—e]=0.
V zdvorkdch jsou levé strany rovnic isotropickych teden.
Lze ukdzati: Pohybuje-li se bod P po fidici pimce, otdéf
se jeho polira kolem ohniska a spojnice FiP je k nf kolm4,
tedy: SdruZené poldry prochdzejici ohniskem
kuZeloselky jsou k sobé kolmé.
2 2
Imagindrni elipsa bud ddna rovnici % + l% +1=0
(a, b redlné, @ > b). Nahradme kfivku opét polirnim sy-
stémem neboli polérnim polem. Bodu (z,; y,) patii polira
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:vox + == y,,y + 1 = 0. Prirovndme-li posledni rovnici

k obecne rovnici ptimky uxz + vy + 1 = 0, dostaneme

Z
u=_0’ ’U:-:lﬁ_
' a? b2

To jsou formulky transformaéni, jez vyjadfuji feGenou pola-

ritu. Bodu (z,; %) je pfifadéna pfimka (v = a%‘-', v= bzg

a obricené pifmce s koeficienty u,v jest prifadén bod
(a2u; b%v). Ke konstrukei moZno pouziti opét redlné zdstup-
kyné — redlné souosé elipsy s poloosami a, b. Poldra bodu P
k redlné elipse a polira k imagindrni elipse jsou polozeny
symetricky podle spoleéného sttedu O.

Také je mozno mluviti o imagindrnf transformaci (lépe
afinité), kterd prevddi jednu elipsu do druhé. Zde jest
¥ =um, y = yi.

Pozndmky a cvideni. 1. Sestrojte kruZnici, je-li dina redlnym
bodem P a dvéma imagindrnimi sdruZenymi X, Y na nosi-
telce p. (Pozn.: Dané imaginarni body jsou zdkladni body
svazku kruZnie, dopliikovy svazek ma zékladni body redlné,
jedna kruZnice tohoto svazku jde bodem P; hledanéd kruZnice
Je k ni kolma.)

2. Uka%te, e z ohnisek hyperboly b%z? — a?y® = a?? jdou
dv$ isotropické tedny.

Podobné pro parabolu y? = 2pz. (Pozn.: Parabola md jen
jediné ohnisko, pon&vad% se dotykd nevlastni pfimky roviny,
na které jsou kruhové body.)

3. Jest ddna imaginarni elipsa poloosami at, b (Ja| > [ b ).
Sestrojte prisetiky s redlnou p¥imkou a teény z realného bodu
(pFislusnymi involucemi). Stanovte ohniska této imagindrni
elipsy.

4.y0pi§te ze stfedu O elipsy pfedellé ulohy kruZnici o polo-
méru r a stanovte jeji prisediky s imagindrni elipsou. Dv8 té&tivy
jsou vidy redlné. Vezméte r < b, pak b < r < a a kone&né
r = a (nebo b).

6. Jest dan svazek soustfednych kruZnic z? 4 y® = k? (k je
proménné). UkaZte, Ze se vzéjemnd dotykaji v absolutnich
bodech (&ili maji spoleiné asymptoty).
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8. Jest ddne imagindrni kuZelosecka -
2 y? )

@ Fiar B By

UkaZte, o mi¥e miti nejvyfie &ty¥i redlné body a dty¥i reilné

tedny. Napiste rovnici polary bodu P (z,; 4,) & obrdcend urdete

soufadnice pé6lu dané pkimky. DokaZte: Pohybuje-li se reélny
pél P po reélnlé p¥imee r (které nespojuje redlné body elipsy), tu

realny bod pomyslné poléry vytvoFuje redlnou kuZelosetku, jeZ
prochézi stfedem a nevlastnimi body obou os.

7. Sestrojte prisediky imagindrni pfimky s redlnou
kruZnici.

Vezm&me v tvahu soudasnd obd imagindrni sdruZené pfimky
m, n. V&imn&me si viak nejprve pfpadu, kdy méme kruZnici
a dvojinu redlnych pimek s redlnymi prisediky (obr. 19a)
1, 2, 3, 4. SPQ je spoletny polarni trojuhelnik. Bodu M v roviné
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lzo ptifaditi M’, ve kterém se protinaji polara ke kruZnici
a polara ke dvojin& pfimek (12, 34), t.j. 8(1, 3, M, M’) = — 1.
Toto pfifad¥ni bodd v rovind je jednojednoznadné. (Které body
&inf vyjimku?) P¥imka MM’ sele viak cely svazek kuZelosedek
o zékladnich bodech 1, 2, 3, 4 v involuei (viz 4l. 8, str. 23),
M, M’ oddé&luji harmonicky dv& z nich, odd&luji tedy vSechny
a jsou dvojné body této involuce. Oddéluji harmonicky i dvo-
jiny primek (13, 24), (14, 23).

Obratme se k danému p¥ipadu, kdy méme dvojinu imagi'né.r-

’

nich p¥imek m, n s prisetikem S, kde m = (:,, 1?” , W= (2,, a”)-
(obr. 19). Na polé¥e bodu S ke kruZnici leZi body P, @, jeZ odd&-
luji harmonicky m, n i «, 8,
jsou tedy redlné (v obr. 19
byly sestrojeny uZitim kruz-
nice jdouci bodem S (str.
32)). Volme na b’ bod M’;
sdruZeny M” je na b” a na
polé¥e bodu M’ ke kruZniei.
V P se protinaji dvé pfimky,
jez jdou spoleénymi body
kruZnice a dvojiny (m, n).
Tyto pF¥imky jsou soudasnd
oddé&leny bodovymi pary M’
M” a @S (vrcholy spol. po-
lar. trojihel.). Z P se pro-
mitnou oba pary involuci
eliptickou, z @ se viak péary
M’M”, PS promitaji invo-
luef hyperbolickou a dvojné
paprsky wu, ¢ jsou nositelky hledanych imagindrnich bodi
(v obraze byly sestrojeny uZitim kruZnice bodem @).]

8. Provedte dudlni tdlohu: K dané kruZnici sestrojiti
tedny z imaginédrniho bodu. [UvaZujte op&t napfed pFipad,
kdy mame dva reélné body X, ¥ mimo kruZniei. Z nich vyché-
zeji tetny 1,2 resp. 3, 4. Jejich spojnice p = (13, 24), q =
= (14, 23) se spojnici 8 = XY tvoH polarni trojuhelnik. Jakou
dlohu hréla v pfedeslém ptipadd dvojice pfimek, takovou zde
hraje dvojice bodt X, Y. K pfimce m’ lze ptifaditi m”, jeZ
spojuje p6l piimky m’ ke kruZnici a ke dvojici (X, Y), t. J.
priseéiky pfimek m’, m” s pfimkou s odd&luji harmonicky
body X, Y. Tim vznikaji na stranidch uvedeného polarntho
trojihelniku involuce, jichZ lze uZiti v p¥ipads, kdy body X, ¥
jsou imagindrni sdruZené.]
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Podobnaé viloha je sestrojeni ohnisek kuZeloseéky na pf¥. elipsy.
Imaginarni body jsou zde kruhové body v nekoneénu. Nevlastni
piimka a osy kuZelosetky tvoFi polérni trojihelnik. PFidruZené
pfimky m’,m” jsou k sob& kolmé, ponévad% oddé&luji harmonicky
body kruhové.

8. Elementy prostorové geometrie polohy.

Prvky geometrie v prostoru jsou bod, rovina a piimka.

V prostoru stoji dudlné proti sobé bod a rovina; piimka je
dudlni opét pfimce — jevi se jako spojnice dvou bodi a jako
priseénice dvou rovin. Ke kazdé polohové vété v prostoru
(kde jde o promitdni a protindnf) patii véta dudlni, kterou
dostaneme, zaménfme-li vyrazy bod, pfimka, rovina, spoj-
nice, - priseénice za vyrazy dudlni rovina, piimka, bod,
priseénice, spojnice. Jako ptiklad uvedeme vedle sebe dudlnf
véty:

Dva body uréuji primku; Dvé roviny uréuji primku;
jest to jejich spojnice. jest to jejich praseénice.

Primka a rovina maji obec- Piimka a bod urcéuji obec-
né spoleény bod. né rovinu.

Tfi roviny maji obecné TFi body urduji obecné je-
spoleény jediny bod. dinou rovinu.

Mnozstvi bodli na piimce sluje opét fada bodova, dudlni
Gtvar je mnoZstvi rovin, které jdou touz primkou a sluje
svazek rovin. Piimka je osa svazku.

Souhrn rovin s osou s a rovinami «, §,¥, 4, ... je protat
piimkou p mimobéZnou s osou v fadé 4, B,C, D, ..., kde
bod A lezi v roviné «, B v § atd.; fada p je perspektivni
se svazkem rovin. Rovina g, kterd nejde osou s, sede svazek
rovin ve svazku paprsku a, b, ¢, d, ... s vrcholem R na 3, jenZ
sluje perspektivn{ se svazkem rovin. Je-li ¢ jind rovina, ddvé
opét svazek s vrcholem § na s a oba svazky v rovindch g, ¢
jsou perspektivnf; priseénice (g, o) je osa perspektivnosti.

Ctyri roviny svazku (s) tvoii dvojpomér (afyd)=
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