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1. METHODY DUKAZO.

Slovem dikaz rozumime logické odivodnéni néjakého vyroku
na zakladé jinych platnych vyroki. V provadéni diikkazt tkvi podstata
matematického uvaZzovani; proto si o dikazech promluvime na tomto
misté podrobnéji. V matematice (a v jinych vé&dnich oborech také)
providime nejéastéji dva typy dikazi. Jeden se oznaduje nizvem
dikaz pfimy a druhy ndazvem dikaz nepfimy. Vedle toho pro mate-
matiku typicky je je$té tieti druh dukazu, t. zv. dikaz Gplnou in-
dukei.

Dikaz primy.

Podstatou ptimého dukazu je toto: Jsou-li A, B, C tfi vyroky,
mezi nimiZz plat{ implikace A = B, B = C, plati také implikace A = C.

Abychom to nahlédli, stadf si uvédomit, Ze implikace A =>B
znadf, ze je splnéna néktera z téchto tfi moZnosti:

I. A plati, B plati,
III. A neplati, B plati, (4)
IV. A neplati, B neplati,

kdeito moznost II. ,,A plati, B neplati” je vylou¢ena. Podobné impli-
kace B = C znadi, Ze je splnéna néktera z mozZnosti:

I'. B platf, C plati,
III'. B neplati, C plati, 4")
IV’. B neplati, C neplati,

kdezto moznost II". ,,B plati, C neplati” je opét vyloucena. Plati-li
tedy obé implikace A = B, B => C soucasné, je vidno, Ze v3ecky moz-
nosti, které mohou celkem nastati, jsou tyto

a) A plati, B plati, “c plati  (nastane-li souc¢asné 1. a I'.),
b) A neplati, B plati, C plati (nastane-li souc¢asné III. a I'.),

c) A neplatf, B neplati, C plati  (nastane-li soucasné 1IV. a IIT".),
d) A neplati, B neplati, C neplati (nastane-li sou¢asné IV. a IV".).

Vypustime-li v této tabulce vyrok B, na kterém nam nezalezi, dosta-
neme celkem tyto moZnosti:
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I". A plati, C plati,
IIT". A neplati, C plati, 4"
IV”. A neplati, C neplat{;

moznost II”. ,,A plati, C neplati* je opét vyloucena. Je tedy skuteénd
splnéna implikace A = C jako dusledek implikaci A =B, B = C.
Vyrok B v tomto spojeni se nékdy jmenuje stfedni ¢len.

To tedy znamend: Chceme-li dokdzat platnost véty vyjadfené
implikaci A =- C, kde A je pfedpoklad, C tvrzeni, sta¢i nalézti takovy
vyrok B, aby A = B a soudasné B = C. '

Je zfejmé, Ze tento zplisob usuzovan{ je mozno rozéffiti i na vice
implikacf, z nich? kazdé dvé po sobé nasledujicf maji spoleény st¥edni
tlen. -

V piedchazejicich vyvodech miZeme nékterou implikaci nahraditi
ekvivalenci. Kdyby na pfiklad vyroky A, B byly ekvivalentni, t. j.
kdyby platilo A<>B, B =>C, nebyla by v tabulce (4) p¥Fipustna
moznost III. a také by nemohla nastati moZnost uvedena v fadku
oznadeném b); ostatni by vSak zistalo beze zmény. Implikace A=-C
muZe tedy také byt disledkem vztahti A<=B, B = C. Podobné by
tomu bylo, kdyby misto druhé implikace nastoupila ekvivalence.

Je-li koneéné A<>B, B<=C, odpadne v:tabulce (4) moZnost
III., v tabulce (4’) moZnost III'. a nenastane Zadny z pfipadi b), ¢).
Proto také v tabulce (4”) neni mozny pfipad II1”. a vysledkem Gvahy
je opét ekvivalence A<=-C.

Jako pfiklad uvedeme dukaz véty: ,Jsou-li a, b, ¢, d &tyfi &sla
té vlastnosti, Ze a < b a ¢ < d, je a + ¢ < b + d.” Pfedpoklad je:
,,Cisla a, b, ¢, d maji vlastnost @ < b, ¢ < d“ a z ného mame odvodit
tvrzeni ,,a + ¢ < b + d*“. Diikaz vedeme takto: Je-li @ << b a souéasné
¢ < d, plyne odtud a + ¢ << b + ¢ a soucasné b + ¢ < b -+ d, nebot
k obéma stranam nerovnosti ¢ << b miiZeme pFidist ¢islo ¢ a k ob&ma
strandm nerovnosti ¢ < d miZeme piidist éislo b. Tim dostaneme ne-
rovnostia +c¢ < b + ¢, b+ ¢ < b+ d, takie je splnéna implikace

a<bac<d=atc<bt+cab+tc<bdbid

Jde tu vlastné o ekvivalenci a nikoliv o implikaci, ale na tom celkem
nezdlezi. Nyni pokracujeme takto: Je-li a + ¢ < b 4+ ¢ a soudasné
b+c<b+d, jetaké a + ¢ < b + d, nebot maji-li tfi ¢isla a +- ¢,
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b + ¢, b + d tu vlastnost, Ze prvni z nich je mensi neZ druhé a zaroven
druhé je mensi nez tieti, je také prvni ¢islo mens3f nez tieti, t. j. plati
implikace

at+c<bt+cabdc<bt+d=>a+c<bid
Ponévadz obé napsané implikace jsou platné, je platnd i implikace,
ktera vznikne jejich spojenim podle obecné Gvahy na poéatku tohoto
odstavce, t. j. plati

a<bac<d=a-+t+c<b+d

To v3ak je véta, kterou jsme méli dokdzat.

Za druhy pf¥iklad ndm poslouzi Eukleidiv dikaz jedné z nejslav-
n&jsich vét geometrie, t. zv. véty Pythagorovy, ktera zni: ,,V pravo-
thlém trojtihelniku je &étverec nad pfeponou roven souétu étvercd
nad ob&ma odvésnami*‘. Jeji dikaz je ponékud sloZitéjsi, ale to nevadi.
Nejprve si oviem musime rozmyslet, co je tu vlastné predpokladem
a co je tvrzenim. Pfedpokladem je (viz obr. 2): ,,Trojahelnik ABC
je pravoihly s pravym udhlem pfi vrcholu C* a z ného mime od-
vodit tvrzeni: ,,Ctverec o strané AB je roven soudtu dvou &tvercd,
jejichZ strany jsou AC a BC*.

K odvozeni véty Pythagorovy budeme pfedpoklidat, Ze znime
vétu, kterou v dals$im budeme kritce oznadéovat P:, Je-li dan obdélnik
a trojihelnik, které maji stejnou jednu stranu a piislusnou vysku, pak
obsah obdélnika je pravé tak velky jako dvojnisobny obsah trojihel-
nfka‘‘.

Sestrojime-li pravoihly trojihelnik ABC a ¢tverce ABDE,
ACFQ, BCHK nad jeho stranami a vedeme-li bodem C kolmici M N
ke strané AB, miZeme vétu Pythagorovu odvodit timto Fetézem
implikaci: Z toho, Ze AC je kolmé k BC, vyplyva, ze body B, C, F
lez{ na jedné pfimee, jeZ je rovnobéZina s pfimkou AG, takie ¢tverec
ACFQ@ a trojuhelnik ABG maji spoleénou jednu stranu AG a vysku
k nf pfisludnou. Proto podle véty P plati, Ze obsah ¢tverce ACF@G je
roven dvojniasobnému obsahu trojihelnika ABG. Zapiseme-li to
zpusobem obvyklym v geometrii, dostaneme tyto implikace

AC | BC = BF | AG = ACFG = 2. AABG.

Vedle toho je CM kolmé k AB (tak jsme to sestrojili), a proto je
CM rovnobéiné s AE. Proto obdélnik AEMN a trojihelnik 4AEC
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majf spoleénou stranu AE a vysku k nf pfisludnou. To mé podle véty
P za nésledek, Ze obsah obdélnika AEMN je roven dvojnasobnému
obsahu trojuhelnika AEC. To v8ecko lze zapsati dal$im Fetézem
implikaci:

CM | AB=CM| AE == AEMN = 2. ANAEC,

ktery vSak plati v kaZdém trojihelniku, nebot k jeho odvozeni nenf
tfeba podminky, Ze trojihelnik ABC je pravouhly.

-

Obr. 2.

Daile strana AB v trojihelniku ABG je stejné dlouhd jako strana
AE v trojahelniku AEC (nebot ABDE je Gtverec); také strana AG
je stejné dlouhd jako strana AC (nebof ACFQ@ je rovnéz &tverec);
koneéné thel BAG je roven thlu EAC (nebot oba dostaneme, kdyz
k Ghlu BAC piidime pravy thel bud na jednu nebo na druhou stranu).
Proto jsou oba trojihelniky ABG i AEC shodné a druhy dostaneme
z prvého, otoéime-li jej okolo bodu 4 o pravy uhel, jak je to v obrdzku

Sipkami naznageno. To vede k tfetimu Fetézu implikac{
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AB =4
AG = 40 = NABG =~ NAEC = NABG = NAEC =

IBAG = XEAC =2. AABG = 2. NAEC,

ktery rovnéZ plati v kazdém trojtihelniku ABC, nad jehoz stranami
AB, AC jsou sestrojeny &tverce ABDE, ACF@. Svorkou je nazna-
teno, Ze vyroky ji seviené plati soudasné.

S|

V naSem pravothlém trojihelniku tedy plati t¥i vyroky: ACFG =
= 2. ANABG, AEMN = 2. NAEC,2. NABG = 2. ANAEC, z nichZ
dale plyne ACFG = AEMN, t. j.

ACFQ = 2. AABG
AEMN = 2. NAEC | = ACFG = AEMN.
2. AABG = 2. NAEC

Zcela stejné odvodime, Ze o &tverci BCHK a obdélnfku BDMN
plati
BCHK = BDMN.

Jeito dile AEMN + BDMN = ABDE, dostavime posledn{ im-
plikaci
ACFG = AEMN
X BCHK = BDMN ; = ACFG + BCHK = ABDE,
AEMN + BDMN = ABDE

&im7 je dokazano, Ze
AC | BC = ACFG + BCHK = ABDE.

To v3ak je Pythagorova véta, kterou jsme chtéli dokazat. V pied-
pokladu jsme uvedli pouze podminku AC | BC, ktera charakterisuje
pravouhly trojuhelnfk; ostatni podminky, jichZ jsme pouZili, jsou
splnény v kazdém trojihelniku, a proto je miZeme vynechat.

Uvedme jesté jeden piiklad pfimého dikazu. Bude jim dikaz
véty: ,,Rovnobéinik ma vSecky étyfi strany stejné dlouhé tehdy a
jen tehdy, kdyZz mé ahlopficky navzdjem kolmé.” Tu jde o ekviva-
lenci vyroki ,,rovnobéznfk ma viecky strany stejné dlouhé* a ,,rovno-
béinik ma uhlopficky navzdjem kolmé‘.

K dikazu budeme potiebovat tyto vlastnosti rovnob&znika:
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(1) Kazdé dvé protéjsi strany kazdého rovnobéinika jsou stejné
dlouhé, t. j. (viz obr. 3) AB = DC, CB = DA, tak¥e vyrok ,,rovno-
bé&Znik m4 vSecky strany stejné dlouhé*

D c fikd totéz jako vyrok ,,AB = CB*.
(2) Uhlop¥fieky rovnobéznika se na-
vzajem puli, t. j. v kazdém rovnobéz-
niku je AS = CS, BS = DS, kde S je

prisedik uhlopricek.
A 8 Mime tedy dokazat ekvivalenci

Obr. 3. vyroki ,,AB = CB“ a ,,AS | BS“.

V trojuhelnicich ABS, CBS tedy predpokladime, e AB = CB;
vedle toho je 4S8 = CS podle (2) a samoziejmé BS = BS, takZe troj-
uhelniky ABS, CBS jsou shodné, nebof maji t¥i strany stejné. Ale
také naopak ze shodnosti trojihelniki ABS, CBS plyne rovnost
stran AB = CB; plati tedy ekvivalence

AB = CB < NABS =~ N\CBS.
Dale ze shodnosti trojuhelnikd 4ABS, CBS plyne rovnost odpovida-
jicich si thla ASB, CSB, ale jejich soudet ¢ini pravé 180°, je tedy
JASB = < C8B = 90° ¢ili AS | BS. Také vSak naopak je-li
AS | BS, je tihel ASB roven tihlu CSB; vedle toho jest 48.=.CS
podle (2) a samoziejmé BS — BS, takie trojahelniky 4ABS, CBS
jsou shodné. Plati tedy daldi ekvivalence

AABS =~ ACBS<>AS | BS.

Spojenim obou ekvivalenci dostavame
AB = CB < AS | BS,
¢imz je véta dokazana.

Ponévadz vztahy mezi vyslovenymi vyroky jsou vesmés ekviva-
lencemi, mizeme je ¢ist jako implikace bud zleva doprava nebo
obracené. Tak jsou obé ¢asti vyslovené véty (t. j. véta pFima i véta
obricend) dokdzany najednou. Rikdvame kratce, Ze postup dikazu
Ize obratiti. Nen{-li viak dikaz sloZen ze samych ekvivalenci, pak
postup dikazu obritit nemiZeme. P¥i dukazu véty Pythagorovy
v pfededlém piikladé jsme vedle ekvivalenci pouzili také nékolika
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pouhych implikaci, proto uvedeny dukaz neni zaroveri dikazem véty
obracené. Véta obricena k vété Pythagorovs sice plati, ale jeji dikaz
tfeba vésti jinak.

Dakaz nepFimy.

Vime, Ze implikace A =- B je totoZné s implikaci nonB = nonaA.
Misto, abychom dokazovali platnost véty vyjadiené implikac{ A = B,
muzZeme dokazati platnost véty vyjidfené implikaci nonB =>nonA.
Tento zplsob dikazu se nazyvd dikaz nepFimy.

Pfi nepfimém dikazu tedy vyjdeme z negace tvrzeni dokazované
véty a Fetézem implikaci dokaZeme, Ze z ného plyne negace pifedpo-
kladu, t. j. vyrok, ktery, jak fikdme, je ve sporu s pfedpokla-
dem.

Demonstrujeme to opét na piikladé. DokaZeme tfeba sprivnost
véty: ,,Znadf-li pismena @, x dana éisla a ax jejich souéin a je-li gz + 0,
je také x =+ 0. Nepfimy dukaz vedeme tak, Ze pfedpoklidame, Ze
naopak je z = 0. Podle definice ndsobenf nulou dostdévime odtud,
%e také ax = 0, coz je ve sporu s predpokladem véty, podle néhoz ma
byt ax + 0. Dokdzali jsme tedy implikaci

z=0=ar =0,
ktera je totoina s implikaci
ar =0 =>ax £ 0,

kterou jsme meéli dokazat.

Véc v8ak zpravidla nebyva tak jednoducha, nebof predpoklady
dokazované véty byvaji slozitéjs. Casto se stava, ¥e tvrzen{ B do-
kazované vty neplyne jen z jediného predpokladu, nybrz z nékolika.
Dejme tomu, Ze pfedpokladem neni platnost jediného vyroku, nybrz
soudasna platnost dvou vyrokid, které oznaéime Aa C. Jde tedy o dikaz
implikace

Aa C=B.

Konjunkei ,,A a C*, kterd je na levé strané dokazované implikace,
oznaéime na chvilku jedinym pismenem, tieba D. Jde tedy o implikaci
D = B, jeZ znamen4, jak vime, Ze nastane nékterd z moZnost{
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I. D plati, B plati,
III. D neplatf, B plati, (6)
IV. D neplati, B neplati,

kdeZto moZnost II. ,,D plati, B neplati“ je vyloudena. Av3ak vyrok
,»,D plati’ znadi, Ze plati oba vyroky A a C, jejichZ konjunkei je vy-
rok D, t. j. Ze je splnéna jedind moZnost

A plati, C plati. (5")

Negace tohoto vyroku, t. j. vyrok ,,D neplatiz‘, je, jak také vime,
disjunkef vyrokt nonA a nonC, kterd ¥ikd, Ze je splnéna nékterd ze
tii zbyvajicich moZnosti, které mohou nastati, totiz

a) A plati, C neplati,
b) A neplati, C platf, (87)
¢) A neplati, C neplati.

Abychom jasné& piehlédli strukturu tabulky (5), napidme do ni misto
vyroku .,D plati‘ vyroky z tabulky (5’) a misto vyroku ,,D neplat{*
vyroky z tabulky (5”). Dostaneme celkem sedm mozZnosti, které vy-
stihuji implikaci ,,A a € = B*:

I. A plati, C plati, B plati,
IITa) A plati, C neplati, B plati,
b) A neplati, C plati, B plati,
c) A neplati, C neplati, B plati, (6)
IVa) A plati, C neplati, B neplati,
b) A neplati, C plati, B neplati,
c) A neplati, C neplati, B neplati.

Osméa moznost: II. ,,A plati, C plati, B neplati’* nemize nastat, nebot
odporuje vyznamu uvaZované implikace. Tuto tabulku upravime
stejné, jako jsme na str. 7 upravili tabulku (1), t. j. misto vyroku A
budeme psiti nonA, misto B budeme psati nonB a slova ,plati a
»neplati u vyroki A a B navzijem vyménime. Potom zamé&nime
sloupec prvy s tfetim a jednotlivé fadky napiSeme v jiném pofadku.
Dostaneme novou tabulku, u niz je v kazdém fadku v zivorkach
poznamenano, z kterého fadku tabulky (6) tento fadek vznikl:
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I'. nonB platf, C plati, nonA plati, (IVb) ]
IIT'a) nonB plati, C neplati, nonA plati, (IVe)
b) nonB neplat{, C platf, nonA platf, (IIIb)

¢) nonB neplati, C neplati, nonA plati, (IIIc) (7)

IV’a) nonB plati, C neplati, nonA neplatf, (IVa)

b) nonB neplati, C plati, nonA neplati, (I)

c) nonB neplatf, C neplati, nonA neplati. (Illa)

Osméd moznost IT'. ,,nonB plati, C plati, nonA neplati, kterd je to-
tozna s dfivéjsi moZnosti II., je opét vyloudena.

Prohlédneme-li si pozorné tabulku (7), ktera je obsahové totoZna
s tabulkou (6), shledime, Ze je i formalné stejna jako tabulka (6),
pouze s tim rozdilem, Ze misto A je psano nonB a misto B je psano
nonA. Znadf-li tedy tabulka (6) implikaci

AaC=28B,
znaéf tabulka (7) implikaci
nonB a € =>nonA,
ktera vyslovuje pfesné totéz, co ¥ikd implikace predesla.

Pritom pismena A i C znaéi néjaké platné vyroky. To tedy zna-
mend, Ze pfi nepfimém dikazu vyjdeme od negace tvrzeni, které
chceme dokazat, pfibereme k nému vhodné dalsi vyroky, jejichz
platnost je zaruéena, a to ¢inime tak dlouho, a% se Fetézem implikact
dostaneme k vyroku, ktery je ve sporu s pfedpokladem nebo s néja-
kym jinym platnym vyrokem. Ponévadz z vyroku nonB (a z jinych
platnych vyroki, které jsme oznaéili C) vyplyva nonA, proto z vyroku
A (a soucasné z vyroka C) vyplyva B.

Ukazeme si to na nékolika piikladech. DokiZeme tfeba vétu:
nJe-li éislo délitelné dvéma a tfemi soudasné, je také délitelné Sesti®‘.
Za A vezmeme vyrok ,,éislo je délitelné dvéma‘, za € vyrok ,,éislo je
délitelné tiemi‘ a za B vezmeme vyrok ,tislo je délitelné Zesti‘.
Mame dokazat implikaci

Aa C=8B.

To je totéz, jako kdybychom fekli

nonB a C = nonA,
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¢ili v naSem piipadé: ,,Neni-li ¢islo délitelné Sesti, ale je-li délitelné
tfemi, neni délitelné dvéma“. A tuto implikaci nyni dokiZeme.

Drive si ji vBak vyjadfime matematicky. Je-li &islo a délitelné
dvéma, znamena to, Ze pfi délenf dvéma vyjde jako podil jakési
tislo z, které je celé, t. j. @ = 2x. Neni-li a délitelné dvéma, vyjde
vedle podflu z jeité zbytek, ktery viak nemtze byt jiny neZ 1, t. j.
a=2x+ 1. Vyrok A tedy znadi ,a = 2z a vyrok nonA znaéf
»@ = 2z 4+ 1. Podobné je-li ¢islo a délitelné tfemi, da p¥i déleni
tfemi jisté celé ¢islo y jako podil, takZze vyrok C znaéi ,,@ = 3y".
Koneéné je-li &islo a délitelné Sesti, dd pii déleni Sesti podil u, coZ je
opét ¢&islo celé, a neni-li @ délitelné Sesti, vyjde pii déleni Sesti vedle
podilu u jesté jakysi zbytek, ktery oznadime z, t. j. @ = 6u + z, kde
z je nékteré z ¢éisel 1, 2, 3, 4, 5. Vyrok nonB tedy jest: ,,a = 6u - 2,
kde z =1, 2, 3, 4, 5.

Z vyroki ,,a = 6u + z*‘ a ,,a = 3y*‘ tedy mame odvoditi vyrok
»a = 2x + 1. Z naSich dvou vyroki plyne

6u + z = 3y, ¢ili z = 3y — 6u = 3(y — 2u).
Jezto z miZe byt pouze nékteré z é&isel 1,2, 3, 4,5 a jeito y —2u
je celé, nebot y je celé a u je také celé, nelze tomu vyhovéti jinak nez
tak, Ze bude y — 2u = 1 a pak z = 3. Je tedy
a=6u+3=6u+24+1=23u+1)4+ 1.
Toto &slo je opravdu tvaru 2x + 1, kde = 3u + 1 je éislo celé.
Jako druhy pfiklad dokidZeme vétu: ,,Jestlize

a /c dvé pfimky v roviné svirajf se svou pfickou dva
souhlasné Ghly, které jsou si rovny, jsou ty pfim-

/ ky rovnobéiné*“. Slovem souhlasné uhly rozumi-

b [ me dva dhly, které jsou vzhledem k pifimkim a, b

/p a jejich pficce p tak polozeny jako thly «, f na obr.

4. Jde o to, abychom dokazali implikaci

Obr. 4.
x=pf=alb.

DokaZeme ji opét nepiimo. Budeme ptedpoklidat, Ze pfimky a, b
nejsou rovnobézné, a dokiZeme, Ze pak musi x = f§, t. j. dokdZeme
implikaci

a neni rovnobéiné s b = =+ f.
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K provedeni dikazu pfibereme nékteré jiné platné vyroky; které to
jsou, vyplyne z postupu dikazu. Pfedpokladejme tedy, Ze pfimky a,
b nejsou rovnobéiné; pak se protnou v nékteré poloroving uréené
pfimkou p. Je-li tomu tak jako na obr. 5a, vznikne trojihelnik ABC,
v némz je thel x vnéjsim a thel § vnitinim. Je v8ak zndmo, Ze vnéjsi
ahel v trojihelniku je vidy vétsf nez kterykoli prot&j&i vnitfni, t. j.
&« > f. Je-li v3ak prisecik C pfimek a, b v opaéné poloroviné, nastane
situace takova jako na obr. 5b, kde (vzhledem k rovnosti vrcholovych

a
(14 A z
A (4
a
b /B C C B
/B -~ b ﬂ/B
P P
Obr. 5a. Obr. 5b.

hld) « je vnitinim a g proté&jSfm vnéj$im tihlem trojihelnika ABC.
Pak je § > «. V obou pfipadech tedy je « = B, takZe opravdu z pfed-
pokladu, Ze pfimky @, b nejsou rovnobézné, plyne, Ze « = . Tim je
naSe véta dokizdna.

Dal3{m prikladem bude dtikaz c
véty: ,Jestlize strany jednoho
trojuhelnika jsou rovny odpovi-
dajicim strandm druhého trojihel-
nika, pak jsou ty trojuhelniky
shodné‘. Tu jde o dva trojihelni-
ky ABC, A’B'C’, v nichz AB =
=AB,BC=FBC,C4=C4 A4
(obr. 6), a madme dokazat implikaci

AB— B
BC = B'C' = ANABC == NA'B'C".
04 = 04 |

Dva trojahelniky nazyvame shodnymi, lze-li je poloZit na sebe tak,
aby se kryly. PoloZime tedy oba trojuhelniky na sebe tak, aby vrchol
A padl do vrcholu 4’, vrchol B do vrcholu B’ a aby vrchol C padl do
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bodu C;, ktery lez{ v téZze poloroviné uréené pfimkou A'B’,
v niZ lezi vrchol C'. Tak dostaneme novy trojihelnik A’B’C,. Jsou-li
oba trojuhelnfky shodné, musi bod C; padnout privé do bodu C’,
t. j. plati implikace

AABC = NA'B'C' = C,=C".

Abychom dokazali spravnost nasi véty, pfedpokladejme, Ze body
C,, C’ jsou ruzné, a ukazeme, Ze to vede ke sporu. Je-litedy C, rizné
od C’, vznikne rovnoramenny trojihelnik 4'C’C,, v némz je 4'C’ =
= A’C,. To znadi, %e bod A’ le#i na ose tsetky C’'C,. Podobng troj-
thelnik B’'C’C, je rovnoramenny a v ném je B’C’ = B’C,; proto také
bod B’ lezi na ose usetky C’'C,. Oba vrcholy A4’, B’ tedy leii na ose
usecky C'C,, t. j. osou tseéky C’'C, jo pravé pfimka A’B’. To viak vede
ke sporu s pfedpokladem, ktery jsme pfed chvili uéinili, Ze totiz body
C'i0C, leii v téze poloroviné uréené pfimkou A’B’. Neni tedy moz-
aby body C’, C, byly navzijem rizné a tim je v&ta dokdzina.

V zavéru jesté dokazeme vétu: ,,Cislo ]/2_ nelze vyjadfiti zZlomkem*.
Cislo, o ném? se hovol{ v této véts, je to ¢&islo, které nasobeno samo
sebou dava pravé ¢éislo 2.

Budeme predpokladati, Ze neni pravda to, co véta tvrdi, a uka-
zeme, Ze to vede ke sporu. Piedpokladejme tedy, Ze &islo V 2 miZeme
vyjadtiti jako zlomek, jehoZ &itatel i jmenovatel jsou &isla cel a klad-
na. Takovych zlomkiu je oviem vice. Abychom to nahlédli, stadéi si
uvédomit, Ze tteba 3 = 4 — $ atd. Vybereme z nich ten, jehoZ jmeno-

vatel je nejmens$i mozné celé kladné éislo, a oznadime ]e] , kde
p, q jsou ¢isla celd kladna. Jezto ?_y2 je V2 V2 ¢ili

qﬂ:'z 2, t. j. p? = 2¢*. N4§ piredpoklad je totozny s vyrokem, Ze
existuji dvé celd kladna &isla p, ¢ takova, Ze p* = 242, pii Gemz g je
nejmensi ¢fslo uvedené vlastnosti. Z podminky p* = 2¢* vSak plyne
p? — pqg = 2¢% — pq, nebot od obou stran rovnice miZeme odedfsti
totéz ¢islo pgq. Posledni rovnici pfepiSeme v tvaru p(p — q) = ¢(29 —p),
¢ili

P_2—p

9 pP—4q
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Mame tedy dokdzdnu implikaci

V2 = P 4 ¢ je nejmeni celé kladné = V2 = 29—P
q pP—1q
Aviak zlomek g jo jisté vétsf neZz 1 a mensi nez2,nebof 1.1 =1a
- 1o P P p uys
2.2 =4, kdeito ?.E—Z Je tedy 1 <—q—< 2, ¢li ¢ < p<2g.
To v3ak znamena, Ze také 0 << p — ¢ < ¢, nebot nerovnost zustane
zachovana, odeéteme-li od obou jejich stran stejné &islo (v nasem
piipadé to bylo ¢fslo g). NaSe nerovnosti viak fikaji, Ze ¢islo p— g, které

je celé, je kladné a mensi nez ¢. Pak se ale zlomek —gdé. psat ve tvaru

29—7p
P—q
kladem, podle néhoZ g bylo nejmen3si celé kladné é&islo, p¥ipustné
ve jmenovateli. Proto nen{ pravda, %e se &islo [/2 d4 vyjadtiti jako
zlomek. Je ovSem pravda, %e v tabulkich odmocnin nalezneme pro
gislo |/2 hodnotu 1,414, ale to je vyjadieni pouze ptiblizné; nase véta
vBak mluvila o vyjidieni pfesném.

se jmenovatelem mensim neZ ¢. Ale to je ve sporu s pfedpo-

Dikaz Gplnou indukei.

Logicky podklad pfedchizejicich dvou typi dikazu nema nic
spoleéného s matematikou. Dikazu pfimého i nepfimého pouzivime
pfi jakychkoli logickych dedukeich. Vedle téchto dvou typt se dasto
v matematice uziva jesté tfetiho typu dikazu, ktery se nazyva dikaz
aplnou indukei a dokazuji se jim n&které véty, v nichz se vyskytuji
gisla cela a kladnd. Takovym é&fslim ¥ikdme kratce éisla pfirozena
a maji tuto zékladni vlastnost:

je-li n pfirozené é&islo, je n 4+ 1 také prlirozené &islo.
Na piiklad 50 je pfirozené é&islo, proto 51 je také pfirozené é&fslo.
Skupina ¢isel, kterda md tyto vlastnosti: (1) obsahuje ¢islo 50 a (2)
s kaZdym n obsahuje také mn + 1, obsahuje také v3ecka pFirozena
¢isla, kterd jsou vétsi nez 50, t. j. obsahuje vSecka pfirozend Cisla
n = 50. Této vlastnosti prirozenych €isel se uziva pfi dikazu tplnou
indukef.
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Oznaéme V(n) vyrok, v nénZ se vyskytuje piirozené éfslo n.
Vime-li, Ze (1) vyrok V(r) plati, kdyz » je rovno nékterému pftiroze-
nému ¢&islo a, t. j. vime-li, Ze plati vyrok V(a), a dokaZzeme-li, Ze (2)
z platnosti vyroku Y(n) plyne platnost vyroku V¥(n 4 1), dokazali
jsme tim, Ze vyrok V(n) plati pro vSecka pfirozena &isla n > a. To
snadno nahlédneme. Vyrok V(n) plati podle (1) pro » = a. Protoze
¥(n) plat{ pro » = a, plati podle (2) i pro n = a + 1. Protoze Y(n)
plati podle privé dokazaného pro n = a + 1, plat{ podle (2) i pro
n = a + 2. ProtoZe Y(n) plati pron =a + 2, platii pron =a + 3
a tak miZeme postupovati libovolné daleko. Vyrok V(n) tedy plati
pro viecka pfirozend &isla n > a.

Dikaz Gplnou indukei tedy mé dva kroky. Tteba dokazat

(1) V(a) plati pro pfirozené ¢islo a.
(2) Y(n) =V¥(n + 1)

Poznamenejme jeté, Ze Gplna indukce (také se nékdy rikd ma-
tematickd indukce) nem4 nic spoleéného s indukef, jiz se uzivd v pfi-
rodnich védach a kterou bychom mohli nazvati neplné indukce. Tato
(netplnd) indukce vyslovuje totiz na zakladé jednotlivych zkuSenost{
pouze domnénku ve tvaru obecné platné véty, kterd vSak nenf lo-
gickym dtsledkem vyvozenym ze zkuSenosti, nybrz vyslovuje jenom
uréitou (zpravidla sice velmi zna¢nou) pravdépodobnost, ze v podob-
nych pfipadech nastane podobny vysledek. Naproti tomu matema-
tickd indukee je skuteénélogické odvozeni vyroku V(n) platného pro
kazdé pfirozené é&islo n, které vyhovuje nerovnostin > a.

Provedeme si nékolik dikazi dplnou indukei. Nejprve dokdzeme
vétu: ,,Cislo n® —n je pro kazdé pfirozené é&islo n délitelné tfemi.*
Dikaz m4, jak vime, dva body:

(1) Pro » =1 dostivime 13—1 = 0, coz je délitelné tfemi;
véta tedy plati pro » = 1.

(2) Predpokladejme, Ze ¢islo n® — n je pro néjaké piirozené ¢&fslo
n délitelné tfemi, t. j. Ze n® —n = 3z, kde z je celé kladné. Odtud
odvodime, Ze také (n + 1)>— (n + 1) je délitelné tiemi. Plati

m+1P—n4+1)=n*+32+3M+1—n—1=n"—n+
+ 372 4 3n = 3x + n® + 3n = 3(x + nt 4 n),
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coZ je délitelné tfemi, nebot x + n? + n je Cislo celé. Tim je dikaz
naéf véty dokondéen. Véta plati pro kazdé pfirozené n.

Jako druhy pfiklad dokdZeme, Ze soudet vnitinich Ghla v n- ﬁhel-
niku, méfeny ve stupnich, je

8, = (n—2).180.

(1) Véta je sprivnid pro n = 3, nebof pro n = 3 ze vzorce vy-
chdzi 180° a soucet vnitinich ahld v trojihelniku je skuteéné 180°.

(2) Piedpokladejme, Ze véta plati pro n-thelnik. Tieba z ni od-
vodit, Ze (n 4 1) Ghelnik ma soudet vnitinich Ghld s, , = [(n 4 1) —
— 2].180 = (n — 1) . 180 stupnit. To je také pravda, nebot (n + 1)-
thelnik dostaneme, kdyZ nad nékterou stranou n-tihelnika sestrojime
dalsi trojuhelnfk; tim se soucet hla zvétsf o 180°. Je tedy

8yp1 =S+ 180 = (n—2).180 4 180 = (n —2 + 1). 180 =
= (n—1). 180.

Platnost uvedené véty je dokdzana pro pfirozens d&isla n > 3,
tedy pro vSecky mnohoihelniky.
Nakonec jesté stanovime hodnotu soudtu
1 1 1
1.2+2. + +n(n+l)

Oznaéme znakem s, prvy ¢len tohoto vyrazu, znakem s, soudet
jeho prvnich dvou élend, s, souéet prvych t¥#{ ¢lenu atd. Je vidno, Ze

8p =

1
n=13z= b
1 1 4 2
32_81+2_.3'=%+'6'=6=’J’
1
33~3a+m= $+H=%=10
atd. Zdi se pravdépodobné, Ze
s —
"4 I

To vSak nenf Zddny dtkaz, nebof platnost naseho vzorce byla doka-
zédna jen pro n = 1, 2, 3, ale my jej musime dokazat pro kazdé pfi-
rozené n. Tieba jesté provésti druhy krok dikazu, t. j. dokazati, Ze

v
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n+1

n4 2

kde vyraz pro s, ., vznikl z vyrazu pro s, tak, Ze jsme misto n psali
n + 1. Plati

S = 8$nt1=

_n
T n+1

1 n 1
R A L S T
_nmn+2)4+1  nt42n 41 (n + 1)2 _n+1
TmE)m+2) mrDhm+2 m+rLDmT+2 nto
Teprve ted je naSe formule plné dokdzana pro viecka pkirozend n.
Druhy krok dilkazu nelze vynechdvat; teprve jim se véta dokazuje.
Kdybychom tento druhy krok neprovedli, mohli bychom byt snadno
svedeni ke klamnym zavérim. Dosadime-li na piiklad do vyrazu

z=n4+n+ 17

za &fslo n postupné ¢&isla 1,2, 3, ..., 15, dostaneme tyto vysledky:

n| 1|2I3|4‘5,6|7|s|9\10|11[12|13|14|15

a:l 19 | 23i 29] 37| 47} 59 | 73! 89|107|127|149]173i199}227|257

coZ jsou vesmés prvocisla (t. j. éisla, kterd jsou délitelnd pouze sama
sebou a ¢islem 1). Mohli bychom byt lehce svedeni k domnénce, Ze
¢islo z je prvoctislem pro kazdé n. To vSak neni pravda, nebof na pf.
pro n = 16 dostaneme x = 289 = 17 . 17, coZ prvodéislem neni.

Cuvilend.

11. Vysetite, 1ze-li obratit postup dikazn:
a) Je dana rovnice
3t—5=3—=z.

K ob&ma jejim stranam pfi¢teme é&islo 5 4+ x; tim dostaneme rovnici

4z = 8
a po krécenf Sislem 4 vyjde
r = 2.
b) Jsou ddny rovnice
2z — 3y = 4,
z + 2y = 9.

Obé strany prvni rovnice znasobime dvé&ma, ob& strany druhé rovnice néso-
bime tfemi. Vzniklé rovnice seéteme, éim% dostaneme
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a po krédcen! éislem 7 méame
z = 0.
12. Naleznéte chyBu v tomto ,,dakaze‘‘: Pismena a, b znaéi dvé Cisla,
kterd vyhovujf rovnici
2a = 3b.

K ob&ma jejim strandm pfi¢teme &slo 2 — 6b; tim dostaneme rovnici
4a — 6b = 2a — 3b
&ili
2(2a — 3b) = 2a — 3b
a po kricen{ &islem 2a — 3b vyjde
2=1

13. VySetite, 1ze-li obritit postup dukazu véty: ,,Jestlife celd &isla a, b
dévaji pfi d&lenf deviti zbytky z,,z, a byla.li sprdvng vypottena é&isla a + b,
a — b, ab, pak tato &isla ddvaji pfi déleni deviti tyté% zbytky, které davaji éisla
2y + 24, 2 — 24, 2,2," (devitkovd zkoulka). Pfiklad: &isla 123 a 76 davaji pti
déleni deviti zbytky 6 a 4, éisla 123 + 76 = 199, 123 —76 = 47, 123 . 76 = 9348
davaji pfi délenf deviti zbytky 1, 2, 6 a &isla 6 4- 4 = 10,86 —4 =2,6.4 = 24
dévaji tytéZ zbytky 1, 2, 6. — Dukaz vyslovené v&ty je tento: Dévaji-li
éisla a, b pfi d8leni deviti zbytky z,, z,, plati @ = 9z + z,, b = 9y + z,, kde =
a" Y jsou &isla celd. Déava-li tislo a + b zbytek z,jea + b = %u + z, kde u je
rovnd% celé. Dosadime-li sem za a, b, méme 9z 4 2z, 4 9y + 2z, = Yu + 2
a odtud vypodteme z; + z,"= 9(u — 2 — y) + z. Podobnd pro rozdil a —b
a soudin ab.

14. DokaZ%te v&tu: ,,Je-li trojuhelnfk rovnoramenny, mé dvé vysky stejné
dlouhé*. Lze dikaz (a tedy i vétu) obrétit? — Dany trojihelnik A BC mé&j strany
AC = BC paty kolmic spudténych z bodi 4, B na proté]m strany oznadme
A,, B;. Viimndte si trojuhelnika 44,C, BB,C.

15. Cislo (celé a kladné), které se da psit jako soudin jinych dvou (celych
a kladnych) &isel, z nichZ Z4dné neni rovno jedné, se jmenuje &islo sloZené.
Cislo, které se takto psati ned4, jmenuje se prvoé&islo. Na piiklad &fslo 12 =
= 4.3 je slo¥ené, &islo 13 je prvodislo. Cislo 4 se jmenuje d&litelem ¥isla 12.
Provedte nepiimy diakaz v&ty: ,Nejmen3i d8litel kaidého slofeného E&isla,
ktery je vét&i ne% 1, je prvodislem*.

16. Provedte neptimy dikaz v&ty: ,,Rovnici az = b pfi a 5 0 vyhovuje
jediné éislo z*. Jak by tomu bylo, kdyby a = 0?

17. Provedte neptimy diikaz v8ty: ,,LeZi-li body 4, B v téZe polorovind
vytaté pfimkou p a sestrojime-li bod 4’ soumdrny k bodu 4 podle p¥mky p,
pak ze viech boda piimky p mé jeji prasedik M s pfimkou A’B nejmensf soudet
vzdalenosti od bodi 4, B.**
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18. A, A, A; jsou thi vyroky, které se navzdjem vyludujf (t. j. plati-li
kterykoli z nich, nemiZe platit Zédny z ostatnich) a vyerpavajf véecky mo%-
nosti. Podobnd B,, B,, B, jsou tfi jiné vyroky tychZ vlastnostf, Plati-li souasné
implikace . .

A, = B,, A,=> B,, A, = B,
platf také implikace

B, = A, B, = A;, B, =>A,.
DokaXte a demonstrujte to na pfiklad®: ,,Ma-li piimka od stfedu kruZnice
vzdélenost mensf neZ polomsr, protiné ji ve dvou bodech; mé-li od stfedu kruZ-
nice vzdélenost rovnou poloméru, protind ji v jediném bod; mé-li od stfedu
kruZnice vzddlenost v&tsf neZ polomsr, neprotind ji*.

19. Uplnou indukef dokate, %e

a) souéin dvou po sob¥ jdoucich &isel celych je vidy dé&litelny dvSma;

b) soudin tii po sobd jdoucich Zisel celych je vidy délitelny Sesti;

)1 4+24+3+...4n=4inn+1).

20. Uplnou indukef doka¥te v&ty:

a) n ptimek v rovind, z nichZ Z4dné dv® nejsou rovnob&iné a %4dné tii
neprochézeji tym? bodem, mé in(n + 1) priasediki;

b) n bodi v roving, z nichZ Z4dné tFi neleZi na téfe pfimce, lze spojiti
in(n 4+ 1) primkami;

¢) kaXdé strana n-uhelnika je men#i neZ soudet ostatnich.
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