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5. PYTHAGOROVA ROVNICE

Nejdilezitéj§i z jednoduchych neuréitych rovnic 2. stupné je
rovnice 24 gt = 2 (5.,1)

jeji Feeni (omezime se jen na celd kladnd ¢isla) jsou t. zv. éisla pytha-
gorejskd. Geometricky vyznam fefenf rovnice (5,1) je zfejmy: hleddme
pravoihlé trojahelniky s celodiselnymi stranami. Budeme nejprve
urdovati jen takova feSeni rovmice (5,1), kde z, y, z jsou nesoudélna:
ostatni z nich snadno dostaneme. Je-li totiz 6 > 1 nejvétsi spoleény
délitel &fsel x, y, z, miZeme psiti ¢ = 82, y = dy’, z = 82’, kde 2’, ¢/,
2’ jsou nesoudélna. Dosadime-li do rovnice (5,1) za z, y, z a kritime
82, vyjde "2 + y? = 2’3, t. . #', y', 2’ jsou FeSenim (5,1) pfedpokladané
vlastnosti.

Po tomto omezen{ je patrné, Ze z, y nejsou obé ¢isla sudd: nebot
pak by bylo také 2? i z &slo sudé a z, y, z by méla proti pfedpokladu
spoleéného délitele 2. Avak ¢&fsla x, y nemohou byt také obd licha:
nebot pak bychom mohli psati z =2+ 1, y =2p'+ 1, 22 = 22 4
+ 2 =484+ n*+ £+ n) + 2: &islo z by bylo sudé, nikoli viak
délitelné étyfmi, coz — jak vime — je nemoZné.

Cisla z, y jsou tedy rtzné parity, z je liché. Zvolme si oznaéen{
tak, aby « bylo sudé, y liché. Rovnici (5,1) upravme na tvar

(z + y)z — y) = == ‘ (5,2)
Z rovnice (5,2) dostaneme, délime-li ji éty¥mi:
Hz+ ). 3z —y) =2 (5,3)

Cisla 3, y jsou lich4, &fsla 4(z + y), (2 — y) jsou celd a nesoudélna.
Nebof kdyby tato ¢&isla méla spoleéného prvodinitele p, bylo by
zt+y)=op, Hz—y)=pp (x,B celd), t. j. z=(x+ B)p, ¥y =
= (&« — B) p. Méla by tedy ¢&isla z, y a podle rovnice (5,2) i éislo  spo-
le¢ného délitele p > 1- proti pfedpokladu.

Rovice (5,3) ukazuje, Ze celé &islo 122 je rozloZeno v soudin dvou
nesoudélnych é&initeld: to znamend, Ze kazdy z téchto dvou éiniteli
mus{ byt &tverec celého éfsla. Nebot je-li na pf. ¢ prvocinitel é&isla
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Yz + y), je q také prvolinitelem é&fsla }x? i 2. Rovnice (5,3) je déli-
telna sudou mocninou é&fsla ¢, $(z — y) v8ak neni délitelno éislem g, je
tedy prvodinitel ¢ v rozkladu &isla 4(z + y) v sudé mocniné. Tento
tsudek plati o viech prvoédinitelich ¢&isla 4(z + y) (a oviem i }(z — ¥)),
je proto kazdé z téchto dvou &isel étvercem celého &fsla.

Polozime tedy (z 4+ y) = 42, ¥z — y) = %, pak je }a? = u?;
z téchto vztahid vyjiadiime =z, y, 2. V3ecka nesoudélni Fefeni rovnice
(5,1) vyjdou v tvaru

T = 2up, y = ut — v? z = u?+ 2

kde » > v, u, v jsou nesoudélnd a téze parity (proé?). Vdechna Fedeni
rovnice (5,1) dostaneme pak z rovnic:

T = 2kuv, y = k(u? — v®), z = k(u? + v?), (5,4)
k celé, u > v nesoudélnd a téZe parity.

Dosazenim se snadno piesvédéime, Ze obriacené kazda trojice &isel
x, ¥, 2, ktera vyjde z rovnic (5,4) p¥i libovolné volbé &, u, v, je FeSenim
rovnice (5,1). Na pf. pro u = 2, v = 1, k = 1, vyjde znam4 trojice
z=4,y=3,2=5,prou = 3,v = 2, k =1 trojice 12, 5, 13, a pod.

Obé& uvedené trojice &fsel nalezi do skupiny nejstarsich zndmych
fefenf, pro né% z = x 4 1. Z Tovnic (5,4) plyne z této podminky
k(u —vP=1,%t j.u—v=1 k=1: pak je x =2v(v + 1), y =
=204 1,z=2v(v+ 1)+ 1. '

Skupinu dalsfch tloh si vyslovime geometricky: Hledejme koso-
uhlé trojahelniky s céloéiselnymi stranami tak, aby jedna z vysek,
na pf. v,, délila pFisluSnou stranu (¢) ve dva useky celoéiselnych délek.
Uloha mé smysl i pro tupoihlé trojahelniky (viz obr. 4). Vyjad¥me
podminku rovnici: .

a*— ¢t = b2 — ck. (5,5)
Tato rovnice se ma FeSiti celymi &sly. Oznaéime-li spole¢nou hodnotu
obou stran rovnice (5,5) v> =-t, pak vime podle kap. 4, Ze Fefen{ této
rovnice dostaneme ze dvou rozkladi é&fsla ¢ ve dva rizné dinitele téZe
parity (kdyby ¢&initelé byli stejni, vyslo by ¢, nebo ¢, rovné nule a troj-
thelnik by byl pravothly proti pfedpokladu). Jsou-li oba rozklady
¢isla ¢ stejné, vyjde a = b, ¢, = ¢,, trojuhelnik je rovnoramenny,
jsou-li rozklady rtzné, je a + b, trojuhelniky jsou dva: ostrothly
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a tupouhly. Pfi feSeni rovnice (5,6) vychdzime vidy z &fsla ¢: na pf. pro
t=16=1.156=23.5 dostaneme a =8,¢, =17, b = 4, ¢, = 1: vy-
sledné trojihelniky majf strany a =8, b =4, ¢ = 8 (ostrothly),
a’' = 8,8 =4, ¢ = 6 (tupothly). Prot =21 =1.21 = 3. 7 vyjdou
trojihelniky 11, 5, 12, a 11, 5, 8.
Na feSeni rovnice (5,5) preva.dime Fefeni rovnice P
2?4 y? =22+ u?

tim, Ze ji upravime na tvar 22 — 2* = u? — 2.

v p/robra,né geométrické uloze jsme nepozadovali, aby vyska v,
byla vyjédFena celym &fslem. To nastane jen tehdy, je-li t = v2 &tverec
celého éfsla, ktery rozloZzime dvojim zptisobem v souéin dvou riznych
éiniteld, oviem téZe parity (pro¢?). Nejmensi é&fslo ¢, pro které lze pro-
vést dva rizné rozklady, je t = 64 = 2.32 = 4. 16. Vyjde a = 17,
¢, = 15, b = 10, ¢; = 6, t. j. trojtihelnik (tupodhly) a = 17, b = 10,
¢ = 21, v, = 8. Tento trojuhelnik ma obsah 84, jsou tedy vSechny jeho
vysky vyjadfeny raciondlnimi &fsly.

Uvedeny trojuhelnik ndleZ{ do zajimavé skupiny trojuhelnikd.
Z trigonometrie znite kosinovou vétu: je vyjaddiena rovnici

a? = b 4 ¢ — 2bc . cosx

a dvéma dal§imi vzniklymi eyklickou zaménou prvki. Z téchto rovnic
je patrné, Ze v trojuhelniku s celodfsel-
nymi stranami jsou kosiny viech dhld
raciondln{ é&fsla. Je-li mimo to jesté
jedna z vySek (na p¥. v.) racionalni, pak
je také obsah vyjidfen raciondlnim
¢islem a jsou tedy viecky vysky racio-
néln{. Siny viech ihld trojuhelniku jsou
také racionalni é&fsla, nebot na pf.

sin o = %3 (obr. 4). Trojahelnik s racio-

nalnfmi stranami, jeho viecky 1hly
maji racionilnf siny a kosiny, se nazyva
raciondlnd &ili Herondw.

‘Znésobime-li viecky délky (strany,
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vySky, Gseky vytaté na stranich vydkami) racionilniho trojthelnika
vhodnym ¢islem, dosahneme toho, %e viechny tyto délky budou vy-
jédfeny celymi é&fsly. Jak takové trojihelniky vyhleddme, ukdzali jsme
na hofejsim p#ikladé.

PovSimnéme si jest& nadslédujiciho: jsou-li kosinus i sinus dhlu «

raciondln{ ¢fsla, miZeme psiti cosa = %, sinx = %, kde k, I, m jsou

&sla cela. Ze zédkladnf rovnice cos?x - sin?x = 1 plyne k3 4 I = mS3,
t. j. k, 1, m jsou (aZ na znaménka) pythagorejska ¢fsla. V uvedeném
piikladé raciondlniho trojahelniku @ = 17, b = 10, ¢.= 21 je sinx =

=-% = ¢, cosax = },%) sinf = P, cosf = }4,*) siny = §4, cosy =

= $3.%)

Cvitenl 32. Najdste pravodhlé trojibelniky s celodfselnymi stranami, je-
jichZ del5i odv&na je aritmetickym primérem kLratsf odvSsny a pfepony.

33. Dv3 protinajici se kru¥nice, jejich¥ poloméry jsou vyjédfeny celymi
¢faly, majf spoletnou t&tivu délky 30. Urdete je tak, aby vzddlenost stfedu byla
co nejmensf.

34. Ktery racionAlni trojuhelnik mé vySku 2,256! [Ndvod: hledejte racio-
nilnf trojuhelniky s vyskou 4.2,25 = 9, 8. 2,25-= 18.]

35. Pravouhly trojuhelnik s celodiselnymi stranami je raciondlnf. UkaZte,

ab
%o jeho vyska neni vyjédfena celym d&islem. [Ndvod: vyjédiete w = - =

2kPuv(u® — %) - < . -
= —W—: je-li p prvoéinitel éisla « a je-li w celé é&islo, je téZ prvoéini-

telem ¢isla v; to viak nena.st.a.ne.l

36. Urlete t&tivové &Etyrahelniky s celodiselnymi stranami a jednim
pravym tGhlem. [Ndvod: uvaite, Ze se kaZdy takovy &tyrihelnik skldédé ze dvou
pravonhlych trojihelnikh se spoleénou pfeponou.]

37. Urdete pravoudhlé trojuhelniky s celodfselnymi stranami o daném
obvodu (na pf. 23 = 72). '

38. Redte rovnici .

ot + 4y = (x + y + 2)*

*) Trojahelnik 17, 21, 10 je tupoihly, protoZe plati 21? > 102 4 172, jsou
tedy kosiny i siny vSech jeho uhla a% na cosy kladnd &isla. Obecnd, jak zndmo
plati: trojihelnik, jehoZ nejdelsi strana je ¢, je ostrothly (pravothly, tupodhly)
podle toho, je-li ¢ = a? + b2,
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