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I. O DELITELNOSTI — EUKLIDUV ALGORITMUS

Cisly budeme v dalsim rozuméti — nebude-li nic jiného feéeno —
racionalni celd &sla, ¢. j. &sla 0, +-1, 42, £3,... Celd kladni &fsla
1, 2,3, ... nazyvime pfirozend &sla. NapiSeme-li &islo = jako soudin
dvou é&fsel x = yz, je y (a ovlem té% z) délitel &fsla z, = je ndsobek
¢isla y. Kazdé &fslo £ m4 jisté délitele 41, 4. Prirozena &fsla v&tsf
nez jedna, kterd nemaji mimo +1, 4z jiného délitele, se nazyvaji
prvolisla. Prvotfsel jo nekoneénd mnoho, jejich fada zadini takto:
2,3,5,7,11, 18,17, 19, ... . Cisla, kterd nejsou prvodisly, se jmenujf
gisla sloend. Nejjednodussi &fsla sloZend jsou mocniny prvodfsel, na
pi. 8 = 2% KaZdé pfirozené sloZené &fslo, které neni mocninou prvo-
¢fsla, lze napsati jako soudin moenin prvoéisel, na p¥. 360 = 23 . 32, 5':
tato prvoéisla se nazyvaji prvoinitelé daného &isla. Tento rozklad je
jednoznaényj, t. j. prvoéinitelé i ptisluini mocnitelé jsou danym é&islem
jednoznaéné uréeni. '

Providéli jste jistd vsichni rozklad daného ptirozeného &fsla
v souéin mocnin prvodinitelii: u#iv4 se pfi tom zkouméni délitelnosti
daného &fsla prvodfsly. Z rozkladu &sla v soudin mocnin prvodiniteli
vyplyvé snadno tato vlastnost délitelnosti, které budeme v dal¥im
uifvati: je-li x délitelem &isel a, b, je té% délitelem Cisel a 4 b, a — b,
a.b.

Rozkladu é&fsla v soudin moenin prvodiniteli se pouzfva pii vyhle-
dini nejvétgtho spoleéného délitele a mnejmendiho spoleéného ndsobku
danych ¢&fsel. Mame-li na pf. vyhledati nejvétsiho spoledného délitele
&isel 84, 264, 360, rozloZfme tato ¥sla: 84 = 22 .3 .7,264 = 23.3. 11,
360 = 2%. 3%2. 5; vybereme prvolinitele spoleéné viem é&fslim, a to
v nejvys8f mocniné, v které jsou ve vdech dfslech obsaZeny. V nafem
pifpadé dostaneme 22, 3!; &slo 8 — 12 je nejvétSi spoledny délitel
danych tf &fsel. Vypodet zapisujeme oby&ejné schematicky do tabul-
ky, jak jisté vite:

84 264 360 22
21 66 90 3 0
7 22 30
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KaZdy jinyg délitel danyjch &isel je délitelem jejich nejvétsiho spole-
ného délitele 3 a je tedy mensi neZ 8. To platf i pro délitele ziporné. Na
pf. v nafem piipads jsou takovi spoleéni délitel$ éisla 4, 6.

Nejvétitho spoleéného délitele dvou pfirozenyeh éfsel muZeme
najiti také cestou postupného dsleni; té se sice pfi zvldsthich é&islech
uzivé ziidka, ale m4 vyznam pro algebraické vyrazy. Probereme si
¢iselny piiklad.

Jsou déna dvé &fsla pFirozend, na p¥. 262, 858. Délime vétsf éfslo
mensim:

8568 : 2562 = 3
102
Deélitele 252 délime pak zbytkem tohoto déleni, t. j. éislem 102:
262:102 =2
48
Déle délime délitele 102 zbytkem druhého déleni, t. j. &fslem 48:
102 : 48 = 2
. 6
Koneéné pii daléim déleni
48:6=8
0

vyjde zbytek 0; tim postupné déleni konéi. Posledni nenulovy zbytek 6
je nejvétsf spoleény délitel &fsel 262, 858, jak si snadno pfimo ovéfite.

Uvedené postupné déleni si poznamendme do tabulky:
858 262 3

252 102 2

102 48 2

48 6 8
0

Kag#dé fidka znamend jedno déleni; vedle sebe jsou napsiny délenec
a délitel, vpravo od svislé &iry podil, pod délitele zbytek. V nésledu-
jicim déleni je délitel pfedchoziho délencem, zbytek délitelem. Této
schematické tpravé postupného déleni ifkdme Euklididv algoritmus.
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Nyni je tieba, abychom si obecné ukdzali, Ze postupnym délenim,
jak bylo naznadeno, dojdeme vidy k nejvétiimu spoleénému déliteli
danych dvou ¢&fsel. Pfesné vysloveno:

Provedeme-li podle Euklidova algoritmu postupné déleni, pychdzejice
2e dvou danyjch &isel a, b, pak posledni nenulovy zbytek je nejvétim spo-
leénym délitelem 8 &isel a, b a lze ho napsati ve tvaru

4 = ax + bp,
kde o, B jsou ¢isla celd (kladné, zapornd nebo rovna nule).
Toto tvrzeni si dokdZeme, uvaiime-li:

1. Zbytky pti postupném déleni se stile zmensujf, dojdeme tedy
nakonec vidy k zbytku 0. '

2. Jednotlivé déleni miZeme zapsat rovnicemi; v éiselném pfi-
kladé& jsou to tyto rovnice:

858 = 252 .3 + 102,
262 = 102.2 + 48,
102 = 48.2+ 6,
48= 6.8+ O.

3. Z &tvrté rovnice (1,1) plyne, Ze poslednf nenulovy zbytek 6 je
délitelem predposledniho zbytku 48; z tfeti rovnice (1,1) plyne, Ze po-
slednf nenulovy zbytek 6 je také délitelem zbytku 102. Projdeme-li
takto rovnicemi (1,1) od poslednf k prvn{, dojdeme k zivéru, Ze posled-
nf nenulovy zbytek 6 je délitelem obou danych &isel.

4. Z ka#dé z rovnic (1,1) lze vyjidfit zbytek a postupnym dosa-,
zovénim dostaneme kazdy zbytek ve tvaru ax 4 bf. Tak z prvnf rov-
nice vyjde:

(1,1)

102 = 858.1 — 252.3 (6 = + 1, ﬂ— 3).
Z prvni a druhé rovnice dostaneme:
48 =252 —102.2 = — 858.2 + 252.5 (a = — 2, B = 5).
Z prvni, druhé a tfetf rovnice (1,1) plyne:
6 =102 —48.2=858.5— 252.17 (x =5, f = — 17).



5. Posledni nenulovy zbytek je tedy nejen délitelem &isel a, b, ale
je délitelny i jejich nejvétSim spole¢nym délitelem 3, nebof je ve tvari
ax + bf. Je tudiZ posledni nenulovy zbytek privé nejvétsim spoled-
nym délitelem obou &isel.

6. Dikaz jsme naznadili na éfselném piikladé, aby byl konkretni;
postup dikazu je vSak zcela obecny a proto jsme vyslovené tvrzenf
dokazali obecné.

Pojmu nejvétiiho spoleéného délitele uZivame u libovolnych ce-
lych &sel tak, Ze nepfihliZime k jejich znamenim. Tak na p¥. &sla 28,
60, —28, 60; 28, —60; —28, —60 maji téhoZ nejvétitho spoletného
délitele, totiz 4.

Pravime, Ze ¢isla a, b jsou nesoudélnd, je-li jejich nejvétsi spoledny
délitel 1. Jsou tedy na p¥. kaZdd dvé prvodisla nesoudélnd, ale jsou
nesoudélné také sloZens &fsla 24 = 23.. 3, 175 = 5. 7. Podle pfedcha-
zejicitho vykladu lze urést k nesoudéinym &islim a, b celd &isla «, B tak, Ze
plati:

ax + bf = 1. (1,2)

Obrdcené, lze-li k dvéma &islam a, b najiti celd ¢isla o, f tak, Ze
plati rovmice (1,2), jsou &sla a, b nesoudéind (prod?).

V daldfch vykladech uZijeme vét:

a) Jsou-li a, b dvé€ nesoudéind &isla a je-li b dé’htelem soubinu ac,
je b délitelem Eisla c.

b) Jsou-li a,b dvé nesoudéind &isla a je-li katdé z nich délitelem
&isla c, je také jejich soudin délitelem &isla c.

c) Je-li 8 nejuétsi spolednyj délitel Eisel a, b, jsou celd &isla %, % ne
soudéind. .

Tvrzeni a) dokaZeme tieba tak, Ze znisobime rovnici (1,2) éislem c;
protoze je pak b délitelem obou &lend na levé strané, je také délitel >m
pravé strany.

Podobné postupujeme pfi diitkazu véty b). V rovnici acx + bcﬁ =
= ¢ nahradime v prvnim élenu ¢ = kb, v druhém ¢ = ma a dostaneme
ab . (kx + mpB) = c: odtud je spravnost b) patrna.

l Pfi dikaze tvrzeni ¢) vyjdeme z dokazané rovnice



ax + b8 =4

a délime ji ¢fslem 8. Dostaneme rovnici
a b
—dr s 4 + ? . ﬂ = l,

kters ¥ika, Ze ¢isla %, % jsou nesoudélna.

Z rozkladu é&fsla v soudin mocnin prvoéiniteld nahlédne étenaf
snadno sim vétu: .

Je-li 8 nejvétsi spolebny délitel &isel a, b, a je-li ¢ nejvétsi spoleny
délitel &isel c, 8, je & nejvétsi spoletny délitel &isel a, b, c.

Uvedené vty si objasnime na pifklads:

Cisla —84, 102 majf nejvétitho spoledného délitele 6. Z Eukhdova
algoritmu vyjde rovnice

6=5.102 — 6. 84.
Délime-li ji 8esti, dostaneme
1=56.17—6.14.

Cisla 14, 17 jsou opravdu nesoud¥lné. P¥ibereme-li k danym dvéma
éisliim daldf éfslo 105, pak z rozkladu — 84 = —22.3.7, 102 =
=2.3.17,106 = 3.5 .7 vyplyva, %e nejvétdf spoletny délitel viech
t¥f éisel je ¢ = 3. K témuZ vysledku dojdeme, vyhleddme-li nejvétifho
spoleéného délitele ¢isel 6, 105.

Cviteni I. K dv&ma &islim 48, 84 najd&te tketi ¢fslo = tak, aby kaZdé
&fslo z trojice bylo délitelem soudinu ostatnich dvou. Kolik m4 iiloha FeSeni?
[Ndvod: rozloZte 48 = 12.4, 84 = 12. 7 a uka¥te, e x je nidsobek &isla ¢ .7
nikoli v&tSf ne¥ 48 . 84.]

. 2z
2. Pro kterd z je y =
xr —

3 celé &falo? [Ndvod: poloite x = 3 + t.]

3. Pomoci Euklidova algoritmu najdste nejvétéiho spoleéného d8litele
&isel 420, 1155.

4. Pomocf Euklidova algoritmu najdéte nejv&tiiho spoledného délitele
mnohodlenit 2z4 + 2® + 22* 4 1, 2 4 22® + 2z + 1. [Ndvod: provede se po-
stupné déleni mnohoélenu mnohodlenem, jako se provdd8lo pfi zvldStnich
&slech.]
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5. Dokaite: je-li n &islo celé, je N dé&litelné Sesti. a) N = n(n + 1)(2n + 1),
b) N = n® 4 5n. [Ndvod: v obou piipadech dokaZte nejprve, e N je sudé, a pak,
Ze je délitelné tFemi. K tomu ufijte vztahti a) 2n + 1 = 2(n + 2) — 3, b) n* +
+ &= (n+ 1)(n + 2) — 3(n — 1) a uvaZte, 2o jedno z ¢fsel n, n + 1, n + 2 jo
vidy délitelné tfemi.]
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