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VII. CYKLICKE ZOBRAZENI PLOCH

7,1. Koule, rotaéni kuZel, hyperbolicky vilec. Bodim na plose pifslus{
cykly, jez tvoii kongruenci. Mimo roviny, cyklografické kuzele
a koule mtiZzeme uvésti nékolik pfikladi, které maji vyznam pro FeSeni
elementarnich dloh o cyklech a kruznicich.

1. Méjme kouli se stfedem v prumétné =. PiSme jeji rovnici
2% 4 y? —|—[22 — =0,
Jeji stopni kruZnice m4 st¥ed O a polomér . Bodu na kouli P(, », {)
je prifadéna kruznice [P] dana rovnici

(@ =P+ —np=r—2&—7
Chordala této a stopni kruznice jest
fx+ny -8 —n*=0
a vidime hned, Ze jde bodem (&, ), t. j. stfedem kruznice [P].

Bodam koule se stfedem v praméiné m jsou priradény kruinice,
jez jsou stopni krunici puleny.

Je-li stied koule mimo pramétnu, zméni se poloméry vSech cykla
o konstantni délku, nova kongruence povstane dilataci z pivodni.

2. Bud dén rotaéni kuzel s vrcholem O v & a osou kolmou ku
}cz—i—yz—kzz:O.
Bodu P(£, 5, ¢) na kuZzelu je pfifadéna kruznice [P] o rovnici
(& — &+ ly — mP= o (€ + 7
tedy kruZnice, jejiZ stied ma od O vzdélenost OS = V§—2+—772, polomér
r= V—Ez_t—nz, tedy pomér - —l_—
V% oS Jk
vedenych z O ke kruZnici, pak tedy sinlep = 1

Vi

je konstantni. Je-li ¢ Ghel tecen
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Cyklograficky obraz rotaéniho kuZele s vrcholem O v priméiné n
a osou kolmou ku = je kongruence krutnic, jeZ z vrcholu O se jevi v iihlu
konstantnim.

Je-li vrchol mimo =, osa kolma ku =, pak sefe kuZel primétnu ~
v kruZnici o stfedu S, poloméru ¢ a pozname snadno, ze z dfivéjsi
kongruence povstane dilataci nova, jejiz cykly maji tu vlastnost,
Ze teéné paprsky spoleéné jednomu cyklu kongruence a stopnimu
cyklu (8, p) sviraji konstantni dhel.

3. Méjme vilec s osou v primétné =, jehoz kolmy priisek je rovno-
stranna hyperbola s osou v primétné, tedy valec o rovnici

V=2 —yt=1I
Bodu (¢, 4, £) je pfifadéna kruZnice
(0 — &F + (y — Mt =72 + B2
ili
a? + y?— 28 — 2yp + 2 — K2 = 0.
Priseéiky s osou y = 0 jsou x;, = § 4 k a tedy usek vytaty na piimce
Oz je konstantni a rovny z, — z, = 2k.

Bodam vilce V jsou pFifadény krusnice, jeZ na ose vytinajt iseCky
konstantni délky. (Kdy je tento dsek imaginarni ?).

Cvilent. 7,1,1. Sestrojte cykl, ktery je danou kruZnici rozpilen, dotyka
se jiného cyklu a paprsku.

7,1,2. Dany jsou kruZnice [4], [B], [C]. Sestrojte kruZnici, kterda vSechny
tii pali.

7,1,3. Sestrojte kruZnici, jeZ z bodu M se jevi v uhlu «, z bodu N v thlu 8
a mimo to a) dotyké se dané pfimky, b) m4 stied ne dané kruZnici.

7,1,4. Dény jsou cykly (4), (B), (C). Sestrojte cykl (X) tak, aby spoleéné
teéné paprsky cykli (4), (X) sviraly dhel «, spoleéné tedné paprsky cykla
(B), (X) uhel g a spol. ted. paprsky cykla (C), (X) dhel y.

7,1,5. Dana je linearni fada cykli a piimka. Sestrojte cykly rady, jeZ
na pfimee vytina)i iseSku dané délky d (nebo di).

7,1,6. V daném svazku kruZnic sestrojte kruZnici, jeZ na dané primce
vytina asedku délky d.

7,1,7. Jaké je g. m. sttedi kruZnic, které na danych pfimkéch p, ¢ vytina)i
usetky délek a, b?
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7,1,8. Kolik je kruZnic, jeZ pfimky p, g, r sekou v dseékach délek a, b, c?

7,1,9. Prostudujte kongruenci kruZnic, jeZ s danou kruZnici maji- t&tivu
dané délky d: Jaké je prislu$né plocha v prostoru? Reste pak tilohy: a) V linedrni
fad® cykla jest nalézti cykl, ktery z dané kruZnice vyting tétivu délky d. b) Se-
strojte kruZnici, ktera tfi dané kruZnice sede v tétivach délek a, b, ¢.

7,1,10. Jaké je g. m. stfedu kruZnice, jeZ jde bodem A a z dané kruZnice
vytind t&tivu délky d?

7,1,11. Sestrojte cykl, ktery danou kruZnici sefe v t&tivé délky d a mimo to
a) jde dv&ma body, b) dotkne se daného cyklu v daném bodé&.

7,1,12. Na pfimece je dédna kvadratickd involuce s piry AA’, BB’ atd.
KruZnice, které vytinaji tyto pary tvofi kongruenci. Najdéte ptisluSnou plochu
v prostoru a zvlaSts, je-li dand involuce symetricki. Jak je to, je-li involuce
na kruZnici nebo na kuZelosedce?

7,1,13. Dény jsou pfimky a, b. Jaké je g. misto bodd v prostoru, maji-li
kruZnice jemu pfidruZené jeden koncovy bod priiméru na @, druhy na b?

7,2. Cyklické zobrazeni obecné plochy. Cykly ptifadéné bodim
plochy @ tvoii kongruenci cykli; je-li plocha symetrickd dle # mozno
mluviti o kongruenci krufnic. K¥ivee k na plose @ odpovida fada cyklu,
kterou oznat¢ime (k) a jejiZ obalka se zpravidla skladd ze dvou vétvi
k', k". Tyto vétve splyvaji, pakli teény kfivky k sekou zakladni
kiivku C; pak fada (k) je fada oskulagnich cykla (6,1). Na ploSe @
jsou obecné dva systémy kiivek, jejichZ teény sekou C, fikejme jim
,isotropické“ kiivky a znatme je 2. Tvofi obdobu minimélnich kiivek
euklidovské geometrie. Pak (z) je Fada oskulaénich cykli a jejich stiedy
vypliuji kfivku z,.

Bud P bod na @, t jeho teénd rovina. Tato sede kiivku C' ve dvou
bodech M’', M"a PM', PM" jsou teény ,isotropickych* kiivek z, %z, jeZ
jdou bodem P. Jsou redlné a riizné oviem jen pro body, kde pidorysna
odchylka teéné roviny je vétsi nez 45°, splyvaji v bodech, kde odchylka
ta je rovna 45°. Tyto body vyplni meznou k¥ivku m. Podél m se dotyka
plochy @ rozvinutelna plocha uréend spoleénymi tednymi rovinami
plochy @ a kiivky C. Dle toho tedy kongruence cyklii obsahuje obecné
dva systemy oskulaénich Fad (12), (%2). Cykl kongruence (P) je obecné
obsazen v jedné fadé jednoho a jedné druhého systému.

Obracené, mame-li v praimétné n systém orientovanych kfivek
('z), zavisly na jednom parametru, tvoii oskulaéni cykly téchto kiivek
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kongruenci, jiZ v prostoru patif plocha @. Na @ k systému 1z Ize sestro-
jiti pfidruZeny %z a jemu opét v roviné pati{f druhy systém (3z) oriento-
vanych kiivek obaleny cykly kongruence.

Priblizné lze narysovati kiivky z
na dané plose nasledujici methodou.

eyd . . . . TN
L thya Zjednejme si vrstevnice ve vysced, 2d,
0)01/_/: i 3d... nad i pod primétnou, kde d je

- o dosti malé. Bud @ bod na vrstevnici kd
-1la

ra (obr. 43). @ je vrchol eyklografického
ﬂ\ kuzelu, ktery sece rovinu vrstevnice
(k — 1)d v kruznici o poloméru d a ta

Obr. 43. divi na této vrstevnici body @', R'.

Od @’ ptejdeme podobné ku @” na

vrstevnici (k — 2)d atd. Body @,, @, @, davaji pfiblizny pramét
kiivky z.

Jiného zpisobu lze pouZiti, jsme-li s to nalézti pidorys meze
vlastniho stinu plochy pro paprsky rov-
nobézné s pidorysnou odchylkou 45°.
Nechme otadeti padorys paprsku s,
o maly thel stejnomérné do poloh s;,
81, 8] ..., sestrojme piislusné meze vlast-
ntho stinu my, m;, m], m7, ... . Piadorys
kiivky z dostaneme, sestrojime-li kfiv-
ku, jeZ v priseéiku s m; ma teénu
rovnobéznou s s, v praseéiku s m, te¢nu
rovnob&znou s s, atd.

Omezime se jen na velmi jedno-
duché ptipady.

Bud ddn rotaéni paraboloid s osou
kolmou k roviné m (obr. 44). Mezni ¢ira
je zde kruznice m v roviné ohniskem
jdouci a kolma k ose, podél které se do- Obr. 44.
tyka paraboloidu cyklograficky kuzel.

Céru z, Ize najiti elementarni tivahou. Necht plocha je osvétlena rovno-
b&znymi paprsky s prvni odchylkou 45°; mez vlastniho stinu je, jak
znamo, parabola p v roviné kolmé ku =z, takie p, | s,. Bud P bod
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této meze, P, jeho pudorys a f, pidorys svételného paprsku bodem
P, ktery ma odchylku 45°. Jest ¢, | p, a to pro kazdy bod na p pro
vSechny sméry s,. p, obaluje kruZnici m; o poloméru p, kde p je para-
metr merididnu, a pudorys 2z, hledané kiivky jevi se tedy jako
ortogonalni trajektorie te¢en kruznice. Jest to evolventa jeji. Krivka
z jest pak prasek paraboloidu s vdlcem kolmym k n, jehof podstavou je
evolventa kruhu.

podatek pravoahlé soustavy O v ohnisku, Oz v ose rotace, pfi ¢emz
kladna ¢ast sméfuje dolu. Pak jest rovnice paraboloidu

o+ yt = 2pz + P (1)
Rovnice evolventy lze psati
x = p(cosv 4+ veinv), y = p(sinv — v cosv). (2)

Z rovnic (1) a (2) vychazi

z = ipvd (3)

Rovnice (2) a (3) jsou parametrické rovnice kfivky z.

Pro smér teény vychazi cosv : sinv : 1; pfimka, jeZ spojuje bod (v)
s ohniskem paraboloidu O, ma kosiny smérové ;:%:—j—, kde r =
== V:;z + %% + 2. Snadnym vypoiétem dostaneme pro thel obou
piimek cosw = 1)/2,0 = 45°. Strany kufele s vrcholem O protinaji tedy
kfivku pod stalym dhlem a tymZ jako strany vertikdlniho vdlce. Kfivka
z je konickd spirdla.*) Tato vlastnost pfisluidi obecnéji §roubovieim na
rotac¢nich plochiach druhého stupné.**)

Zajimava je ddle vlastnost hrany vratu polarni plochy (g. misto
stfedu oskulaéni koule). Rovina normalni bodu (»), jak snadno pro-
pocteme, ma rovnici

. Xcosv+ Ysino+Z — p— pv?=0; (4)
jeji charakteristika (polara) hovi rovnici vzniklé derivovanim dle »
— X sinv 4+ Y cosv — pv = 0, (5)

*) PIRONDINI, CRELLE J., sv. 118, p. 61.
**) Po prvé na tuto vlastnost poukdzal M. LERCH. Viz jeho &lének: O né-
kterych &arach prostorovych. Casopis r. 44.
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bod hrany vratu mimo to rovnici vzniklé daldim derivovanim
X cosv + Ysinw + p=0. (6)
Z rovnic (4), (5), (6) vychézi pro bod hrany vratu
X,=—plvsinv+tcosv), Y,=p(vcosv — sinv), Z,=3ip(4+v?). (7)

Snadno zjistime, Ze tato ¢ara lezf na paraboloidu
2
x2+y2=p2(72—3) (8)

a jeji pudorys je opét evolventa kruhu o poloméru p (dle rov. (5) a (6)).
Hlavni normala kfivky z je
Xcosv + Y siny — p, Z =z (9
stfed kiivosti S daji rovnice (4), (5), (9) a vychazi
X, ,=p(cosv — vsinv), Y,=p(sinv + vcosv), Z,=z=ip2 (10)

Z toho snadno dostaneme ITS1 = 2pv.
Z rovnice (7) a (10) jde
X, — X, =2pcosv, Y,—Y,=2psine, Z, —Z,= — 2p,

tedy pramét vektoru mezi stfedem kfivosti S édry z a pFisludnym stiedem
oskulaéni koule U je konstanini a roven 2p, vektor s¢m md stdlow délku
2pl/§.
Jesté uvazme, Ze hlavni normala (9) se dotyka valce x> + y* = p?
v kfivee
x = pcosy, Yy = psiny, z = ipv?

kterd po rozvinuti kruhového vilce diava parabolu s? = 2pz, kde s je
oblouk zékladny valce.

Ponévadz uvaZovana plocha je rotadni, dostanou se z jedné éary z
v8echny ostatni rotaci kolem osy paraboloidu neb symetrii dle roviny
prochdzejici osou. .

Krtivee z patii v = oskula¢ni fada cykld, obalka (z) jevi se jako
ortogondlni trajektorie teden kiivky z;, tedy jest to evolventa kruhové
evolventy.

Dalsi piiklad bud koule se stfedem O a poloméru a (obr. 45).
Mezni kiivka se sklddd z kruznic m’, m” v rovinach u’, u” o poloméru
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¢ = %aVE Kiivka z je sférickd Sroubovice se sklonem 45°. VSechny
normilni roviny jdou stfedem O koule a maji také odchylku 45°,
obaluji tedy kuzelovou plochu s vrcholem O, kterd jde kruZnicemi

Obr. 45.

m’, m". Tato kuZelové plocha je polarni plocha kfivky z a kfivka sama
je evolventou této rotaéni plochy kuielové. Vyjdéme od bodu A(%avg,
0, — %aVE) na kruznici m” a zaénéme s odvinovinim kuZele podél
piimky OA; OT bud dotykova piimka v nové poloze. Tento pohyb
vznikly odvijenfm pla§té je totoiny s kotdlenim kruznice hybné
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o poloméru a po kruznici m”, pfi éemz hybna kruZnice ma staly stied O.
Maime tedy zvlastni pfipad sférické epicykloidy.*)

Sklopme te¢nou rovinu kuzele podél primky OT kolem teény ¢
do u”. Stied kuzele prejde do (O), T(0) = a; odvinuty plast prejde
do vysede (M)(0)T, pfi ¢emz oblouk AT podstavy m” rovna se oblouku
T(M) rozvinutého plasté. Jest tedy 3a V2_q)=a,¢p, 1p=¢pl/§. Pudorys

M, bodu M dostaneme z uméry Q_JE : QM) = T,0, : T,(0), coz lze
. provésti tak, Ze spojime (M) s T, dostaneme bod u (O,u || (O)(M))

a vedeme uM, | t,. Vzdilenost bodu M od roviny u” jest rovna QM,.

Ted muZeme napsati rovnice kiivky z. Vobr. 45 jest T,Q = a sing,
QM) = a(l — cosp),QM, = QM . cosd5° = %al/2 (1 — cosg). Promit-
néme nyni lomenou éiru O,7,Q M do os Oz, Oy, Oz a dostaneme

xr = %avgcosqp cosy -+ asing siny,
y= »lg—al/gcosq: siny — asing cosy, (11)
z=— %a]/.2—cos<p.
Pidme tyto rovnice ve tvaru
z = }a(2 + }2) cos(yp — ¢) — 1a(2 — |/2) cos(y + ),
y = 1a2 + 2 sin(y — ¢) — $a(2 — J2) sin(y +¢),  (12)
z2= — %al/gcosgo.

Epicykloida vytvofend bodem hybné kruznice o poloméru r pfi
kotaleni po pevné kruznici poloméru R se stfedem O je dana rovnicf
(vznikne séitdanim vektoru):

x4 iy = (R + r)e"* — re' ™A, Ry = 7B, (13)

kde «, 8 jsou uhly odkotédlené na kruznici pevné a hybné a pocateéni
poloha na ose Oz (x =R, y =0, a = = 0).

Pudorys z, uvazované kfivky je dle rovnic (12)
z + iy = a2 + 2) 070 — faz — [2) 0. (14)

*) O t8chto kiivkdch jedna podrobné M. LERCH ve své praci: Prispévek
k vlastnostemn sférickych ¢ar Sroubovych, Rozpravy Ceské akademie, roé. 23,
é. 33.
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Srovnanim rovnice (14) s rov. (13) dostaneme bud

R=1dl2, r=1a2—12), a=(2—-1)9p, B=20,

anebo

R=1al2, r=—1a2+12, a={2+ 19 B=—2
Podminka Rx = r# jest splnéna.

Dle toho z, jest epicykloida vytvorend kotdlenim kruZnice o poloméru
1a(2 — V/2) = L(a — ¢) po kruznici m; =m a vyplni tedy mezikruzi ome-
zené obrysem kulové plochy a touto kruznici. Dle toho byl narysovan
v obraze prvni a druhy primét kfivky z. V souhlase se znamym dvojim
vytvorenim epicykloidy lze z, vytvoFiti, kotali-li se kruZnice o poloméru
}(a + c¢) po kruZnici m,, kterd oviem je stile uvnitt hybné kruznice.*)
Pomér poloméri je iracionalni, z; tedy kfivka transcendentni.

Také bod (M) opisuje epicykloidu, jiz lze vytvofiti, je-li pevna
kruznice m,;, hybna bud s polomérem a neb a — c.

Z jinych vlastnosti jesté uvedme:

Hlavni normila kfivky z v bodé M je rovnobéini se stopou ¢
normalni roviny a dotyka se polarni plochy v bodé ¢ na pfimce OT'.
Polarni soufadnice bodu o, jsou y a r=¢ — Q_M1 = %al/g cosg,
polarni rovnice kfivky opsané bodem g,

r= %dvg cos;—(y)vg).

Tyto kiivky sluji raZice; jest to zde specidlni piipad epicykloidy,
nebot evoluta epicykloidy jest opét epicykloida. V rozvinuti kuzele
do roviny dostaneme kfivku bodid o, kdyz z pevného bodu kruZnice
s polomérem a spoustime kolmice na jednotlivé poloméry; misto bodi o
je tedy kruznice nad primérem AO é&ili geodetickd kruZnice kuzele.
Polomér k¥ivosti bodu M je dan délkou M,a, tedy

o = a sing.
Pro délku oblouku dostaneme z rovnic (11) snadnym vypodétem
ds = asing dp, s = — a cosp + konst.
Poéitame-li oblouk od ¢ = 0, mame s = a(l — cosg), pocitame-li
od hodnoty ¢ = }=, dostaneme s = — a cosp. Hodnotam 0, 4 T,

*) KADERAVEK-KLIMA-KOUNOVSKY: Deskriptivni geometrie I., str. 118.
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4 27, ... odpovidaji body vratu, hodnotim ¢ = 4- 4=, 4- 3=, ... body
na rovniku. Vezmeme-li druhou hodnotu s, vidime, Ze plati
82 + 92 — (12,

coz pFipomind pfirozenou rovnici prosté cykloidy. Rozvineme-li
plochu tecen kfivky z do roviny, neméni se kiivost ani délka oblouku.
Prejde tedy nase kfivka v rozvinut{ v prostou cykloidu vytvofenou
kotalenim kruZnice poloméru }a po pfimce.*)

Krivka (z), stopa plochy tefen na roviné rovniku jevi se jako
evolventa kiivky z, a jest to opét epicykloida, jiz lze vytvoriti kotalenim

kruZnice s polomérem %a(l/2 — 1) po kruzZnici s polomérem a.

Cvileni. 7,2,1. Podobnym zpisobem jako jsme uéinili pro paraboloid
prostudujte Sroubovice se sklonern 45° a piisluSné zobrazeni cyklické na elipsoidu
vejéitém nebo zplost&lém. (Viz élinek M. LErRCHA: O n&kterych kiivkach prosto-
rovych, Casopis &es. matematik, rod. 44.)

7,2,2. TotéZ pro parabolicky vélec symetricky dle pram&tny. (Padorys
Sroubovice se sklonem 45° k pramétné jest prosté cykloida, jak snadno 1ze uka-
zati vypoétem neb i elementérni ivahou.)

*) Viz LERCH, l. c. str. 30. Pfirozené rovnice kotalnic viz na pf. WIELEITNER:
Spezielle ebene Kurven.
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