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KAPITOLA IV.

PRIPUSTNE CARY S VOLNYMI KONCOVYMI BODY.
NESPOJITE ULOHY.

§ 16. Volné konce v nejjednodussi uloze.

Formulace dlohy. Ve viech tdlohach, jez jsme probirali, brali jsme
za tfidu piipustnych éar kfivky, jejichZ koncové body leZely ve dvou
pevnych bodech. Ted pfejdeme k dlohdm uréovani extrémi funkeio-
nald, pfi ¢em% vezmeme za tfidu pfipustnych éar tiidu Sirsi.

Budiz dana funkce F(z, y, y'), spliiujici obvyklé podminky spojitosti
a diferencovatelnosti; necht jsou mimo to dany v roviné Oy dvé kiivky
@ay:

y = olz), ¥y = p() 6)
tiidy C,. P¥i tomto oznaéeni mozno nasi ilohu formulovat takto:

Vezmeme za tfidu piipustnych &ar soustavu Car y tiidy C,, které
maji své koncové body na kfivce ¢ resp. na kfivece y. Chceme najit
extrém funkcionalu

J(y) = [F(z,y,y) dz, (2)

kde je integral vzat po éafe y.

Pripomefime, Ze pouzitim vysledkd kap. I a II miZeme okamZité
pfevést tuto tlohu na ulohu vyhledat extrém funkce dvou nezivisle
proménnych. Vskutku, jestlize néktera kiivka y, 8 konci v bodech 4
a B fesi poloZenou ulohu, t. j. jestlize y, udili integralu extrém mezi
viemi ¢arami tfdy piipustnych dar, pak tato ¢ara y, udili integralu J
extrém i mezi vemi ¢arami t¥idy C,, spojujicimi body A a B. Tudiz
podle Eulerovy véty pro nejjednodussi tlohu je ¢ara y, extremalou,
t. j. vyhovuje Eulerové rovnici

d
dx

Dale ukdZeme, jakym podminkdm na své koncové body musi tento
oblouk y, vyhovovat.

F,—LF, o (3)
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Diferencil J(y) oblouku extremaly. VySetiujme spolu s y, soustavy
{y} k ni blizkych extremal, jejichZ koncové body lezi v nekterych
okolich konecovych bodi A a B oblouku y,; naSe soustava {y} obloukq
extremdl je uréena Styfmi parametry. Predpokladdme-li, ze kaiZdy
oblouk y z {y} je jediny oblouk této soustavy s danymi koncovymi
body, muZeme vzit za parametry oblouku soufadnice z,, y, a z,, ¥,
koncovych bodi tohoto oblouku. (Jsou-li mezi parametry néjaké
vztahy, bude poéet nezivislych parametri mensf nez étyii, na pii-
klad v na3i tloze, kdyZ =z, ¢, vyhovuji rovnici y, = @(x,) a =, ¥,
rovnici y, = y(z,), budou jenom dva nezavislé parametry.)

Funkcional J(y) na soustavé {y} se stane funkei proménnych z,, y,,
z,, %, t. j. soufadnic koncovych bodd obloukd y: J(y) = J(zs, Yo,
z,, ¥,). Diferencial této funkce, jsou-li diferencidly argumentd rovny
4z, 8y,, 0x,, 8y,, bude roven

dJ = (:Joéa:o + — J )—}—(Zi dx, + J 1). (4)

Vysetfujme z pocatku dVOJpara,metrovou podsoust.a,vu {y} s pev-
nymi hodnotami z, a z, (koncové body oblouki y se posunuji na dvou
pfimkéach rovnobéinych s osou Oy).

Na této podsoustavé mi nas ixlteg'ré,l konstantni meze I, a T,

Diferencidl dJ je na této dvojparametrové soustavé prévé roven
variaci 6J. Budte rovnice dvou nekoneéné blizkych obloukd extremal
této podsoustavy: y = y(z), ¥y = y(z) + dy(x). Oznadme: y, = y(x,),
¥ = yY(x,), S8y, = 0y(x,), Oy(x,) = dy,. Variace &J pii prechodu od
oblouku y = y(z) k oblouku y = y(x) + dy(x) je rovna integralu

8J = [(F,oy + F,.8y") dz

e

po prvnim oblouku. Céste¢nou integraci vyrazu

f }v",,yéy' dz
dostaneme o

Iy

fF,,véy' dz = F, My, — F, Ody, ——f(% F,,') dy dz.
Y

To
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Indexy () a ( zde znaéi, jako vSude v daldim, Ze se odpovidajici funkce
bere v poéiteénim nebo v koncovém bod& oblouku:

Fv'(o) = Fu'(xm Yo, y;)» Fv'(l) = Fv‘(xli Y1 y:):
kde

Yo = Y (%), 11 = ¥'(xy).
Je tedy

o8J = F,Woy, — F Oy, + | |F, — iF,,' oy de =
dzx y

Ze
= FyWéy, — FyOy,. (5)

Integralni ¢len ve vyrazu (5) je roven nule, protoZe je na oblouku
y = y(x) vyhovéno Eulerové rovnici.

Pro nadi podsoustavu je funkeional J funkef soufadnic koncovych
bodi extremaly (p¥i ¢emz jsou usetky pevné), a proto je variace dy
pravé diferencidlem této funkce. Protoze dx, = dr, = 0, dostaneme
z (4)

oJ oJ

Porovnéme-li vyrazy (5) a (6), nalezneme parcialni derivace

_A"’_{__F(O)i']__ﬁ'(l) (7)
Yo 7
3J oJ , e, o
Abychom nasli — o T obratime se k jiné podsoustavé {y},
%o 1
ktera se sklada z oblouki jedné a téZe extremaly s proménnymi konci
y = y(z). Souradnice poctateénich a koncovych boda takovych obloukd

jsou spojeny vztahy
8o = ¥'(%0)0%s = Yody, Sy, = y'(2,)02, = y,6%,.
Vyraz (4) pro diferencial dJ nabude na naéi podsoustavé tvaru

aJ aJ aJ
aJ (az + 03y)60+(3z + lay)axl' (8)
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Na druhé strand podle pravidla o diferencovani podle horni a dolni
meze integralu

J = TF[:::, y(x), y' ()] dz

To

mame
dJ = FO dz, — F© dx,,. 9)
Porovname-li (8) a (9) a uZijeme-li formule (7), dostaneme
oJ . o oJ oJ
il = ——FO, = _FO _ ¢y~ = __ (F — y'F,)®
3350 + .’/o 3.% F 3.’1?0 'F yO eyo (F !l Fv) ’
oJ oJ oJ 3J
_ = 1) — = F0 _ — 1),
ox, + 4 oY, = ¥ ’ oz, F En =(F Fy)

Koneéné formule pro parcialni derivace
o o oJ aJ
EREN 1 3?/ o &y,
a pro totaln{ deerencm.l dJ jsou takovéto:
oJ oJ

—_— — — 4y /)(0) _— = — A(0)
al'o (F y Fil ) ’ 3?/0 Fv ’
oJ oJ (10)
—_— = — ' F YD — = A1)
axl (F y F‘ll ) . 33/1 Fll ]
J = —[(F —y'F,)x, + F,Oby,] +
+ [(F —y'F,.)Véz, + F,Méy,]. (11)

Poznamka 1. V nasich vykladech jsme pouzili toho (pfi dikazu
formule (5)), Ze vychozim obloukem je oblouk extremdly, avSak ne-
pouZili jsme toho, Ze posunuty oblouk je obloukem extremély. Budiz
nyni ddna soustava oblouki, které v obecném piipadé nejsou oblouky
extremdl, a nechf tato soustava obsahuje oblouk extremaily y,.
VySetfujeme-li na této soustavé funkciondl J jako funkeci soufadnic
koncovych bodu oblouki, pak pfi pfechodu od oblouku y, k jinému
oblouku soustavy {y} zachovad se pro diferencidl dJ jeho vyjidfeni
podle formule (11).

Poznamka 2. P¥i odvozovani formuli (10)—(11) se piedpoklddalo,
%o oblouk AB extremaly, realisujici minimum v tloze s volnymi konci,
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je mozno zahrnout do ¢étyrparametrové soustavy extremal, a to tako-
vych, Ze kazdy pir boda A’ a B’, lezicich v nékterém okoli bodi 4
a B, l1ze spojit jedinym obloukem extremaly této soustavy.

Tento predpoklad odstranime. Je vidycky mozné zahrnout oblouk
AB do é¢tyrparametrové soustavy obloukd A'B’ (které nemusi byt
oblouky extremal) tak, Ze kazdy par bodu 4’ a B’, leZicich v nékterém
z okoli bodu 4 a B, spojuje jeden a jenom jeden oblouk této soustavy.
Pritom oblouky zavisf na soufadnicich svych koncovych bodu spojité.

N4§ funkecionil se na této étyrparametrové soustavé stane, jako
nahofe, funkei étyf proménnych — soufadnic koncovych bodu A’
a B’ oblouk1 y.

Pti pfechodu od oblouku extremaly AB (dévajicf extrém) k jiné
dare na$i soustavy bude diferenciil dJ vyjidfen toutéZ formulf (11)
jako v predchazejicim p¥ipadé na zikladé poznimky 1. Proto miiZeme
touto soustavou kfivek zaménit niZe pfi odvozovani ,,podminek

cwr Vv

transversality drivéjsi ¢tyrparametrovou soustavu extremal.

Podminky transversality. Vritime se k na&i uloze. Soufadnice
Zo, Yo, %1, Y1 koncovych bodi extremdl jsou vézany vztahy y, = ¢(z,),

%1 = p(z,) a je tedy
0y, = ¢'dm,, by, = y'dx,. (12)
Vyraz (11) pro dJ nabude tvaru
dJ = [F + (¢' — y)Fy 10020 + [F + (' — y1)Fy 1Moz, (13)
Chceme najit mezi naSimi oblouky extremal tu, pro niz J nabyva
extrému. Pro tento oblouk je dJ = 0, at jsou éx, a oz, jakakoli. Z toho

[F + (¢ — yo)Fy @ =0, [F + (y' —y)F, 10 = 0. (14)
Podminky (14) se nazyvaji podminkami transversality. Ziskany
vysledek lze formulovat jako vétu:

Véta 1. Jestlize kfivka y: y = y(x) vede k extrému integrdlu
J(y) = [Flx,y,y') dz
14

na tFidé pripustnych kfivek Cy, spojujicich dva libovolné body dvou da-
nych kfivek y = ¢(x), y = (), pak kfivka y je extremdlou a v koncovyjch
bodech kfivky y jsou spinény podminky transversality (14).
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Tato véta davd v obecném priipadé feSeni nami poloZené ilohy.
Vskutku, po roziefeni Eulerovy rovnice dostaneme soustavu extremadl,
y = f(z, «, B), zdvislou na dvou parametrech. Soufadnice koncovych
bodi z,, z, kiivky této dvojparametrové soustavy musi spliiovat obé
podminky  transversality a rovnice

f(xo, &, ﬂ) = 9’(5‘0)’ f(xl) X, ‘3) = V’(-"h);
z téchto &tyT rovnic stanovime z,, z,, a, .

Je-li specidlné F = A(z, y Vl + y'2, pak podminka transversality
zni:

Ay
14y

=20

AVT+y2 + (¢’ —y)V
neboli
Al + ¢'y') = 0.

Je-li hodnota 4 v odpovidajicim koncovém bodé rizna od nuly, pak
je roven nule druhy &initel a tudiz jsou sméry telen ke kiivce y a ke
kiivce, po niz se pohybuje poéateéni (nebo koncovy) bod kfivky y,
na sobé kolmé. Podminka transversality se stane podminkou ortho-
gonality.

Je-li jeden z koncovych bodu kiivky pevny, pak musi byt podminka
transversality v platnosti jenom pro volny konec.

)

Obr. 11. Obr. 12.

PFiklad. Najit nejkratsi vzdilenost bodu 4 od kfivky I’ (viz obr. 11).

Nojkratdi vzdalenosti se dosihne podél extremdly integralu []/1 + ¥ dz,
t. j. podél piimky. Podminka transversality pfejde v podminku orthogonality.
Tim se dosdhne nejkratsi vzdalenosti podél normaély ke kiivce I” jdouci bodem 4.
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Anaslogicky se nejkratsi vzdélenosti mezi dvéma kfivkami (obr. 12) dosdhne
podél jejich spoleéné normaly.

Obecné&j¥i tvar podminek transversality. Vyfetfujme podminky
transversality pro obecnéj$i pFipad, kdy rovnice kfivek y, a y, jsou
dany v implicitnim tvaru ’

¢z, y) =0, y(z,y) = 0.

Budeme pfitom pfedpokliddat, %e funkce ¢ a y maji spojité parcidlni
derivace a Ze ¢f + ¢ > 0 a yi + y) > 0. V tomto pipadé maji
podminky transversality tvar

=] - 17
Pz z=1z, Py lz=1z,

= - 3]
Y= z=2z, Yy lo=z,

Jsou-li specidlné kfivky y, a y, pfimkami, rovnobéZnymi s osou Oy:
x = ¥, a £ = x,, pak podminky transversality maji tvar

(Fyliez, = 0, (Fyloey, = 0. (14")

(14)

Pfiklad 1. Necht je dén bod A4 a vertikdlni
pfimka L, kterd nejde bodem 4. Po jaké &die
musi padat hmotny bod, vybihajici z bodu A4
s nulovou rychlosti, aby dostihl pfimky L v nej-
L kratsi dob&?

Piredpokldadejme, Ze hledand &ira je rovinnd,
sestrojme pravouhlou soustavu soufadnic zOy: po-
y datek soufadnic umistime v bod$ 4, osu Oy vedeme
vertikdlnd dolui, osa Oz protind pfimku L (obr. 13).
1 Podle provedené hypothesy bude hledana kfivka

Obr.13. le%et v roving z0y.
BudiZ z = @ rovnice piimky L. V takovém
ptipadd vede nafe uloha podle formule (3) § 1 k vyhledéni kiivky, podél ni%
integral

a

, [,
W

nabyva minimélni hodnoty, pfi cernZ zde bereme za tiidu pfipustnych éar éary
tiidy C,, spojujici potatek soufadnic s libovolnym bodem pfimky L.
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Podle obecné theorie, jestliZe hledanéd kfivka existuje, pak je extremélou
t. j. v naSemn piipad¥ podle vykladu v § 3 ndleZi k soustavd cykloid

z =710 —sin®) 4+ C, y = r(1 — cos@),

kde r a C jsou libovolné konstanty. Z podminky, Ze kiivka jde pocatkem sou-
fadnic, a za pfedpokladu, Ze poédteénimu bodu odpovidé @ = 0, dostaneme,
Ze C = 0. Zbyvé stanovit ». PouZijeme proto podminky transversality na kon-
cové body.

V naSern pfipadé je

Fy = ——z:—
Vo VT + o2
Musi tudiZ pro = ybyt podle (14”) ¥’ = 0, t. j. v pravém koncovém bod¥
hledané kfivky musf byt teéna k této éafe horizontélni. Z toho a z tvaru cykloidy
nalezneme ihned, Ze nir = a.
Ma tedy nakonec rovnice hledané kiivky tvar

r = ot (@ —sin@),
n

y = ¢ (1 —cos®).
n

PFiklad 2. Nosnik AB délky ! je vetknut na jednom konci A. Druhy jeho
konec B je volny (obr. 14). Na
volném koneci B pisobime na
nosnik zatiZenim P. PIi zane-
dbéni vidhy nosniku uréit jeho
rovnovaZnou polohu.

Vezmeme-li za osu Oz hori-
zontdlni pramét nosniku, pro-
chézejici bodem A, a oznadi- Obr. 14.
me-li ¥ potadnici bodu B azna- |
kem o tGhel, ktery svird s osou Oz te&na k ose nosniku v libovolném bodé M,
méme

:
Y:fdy:fsinads.
AB 0

Potencidlni energie gravita&ni sily (vahu nosniku zanedbdvéme) je rovna

14
PgY = ng sinx ds.
0

Potencialni energie sil pruZnosti je rovna
[Ja'2 ds,
0
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d
kde o’ = -dﬁ je kfivost nosniku a J modul pruZnosti. Tedy celkové potencidln{
8
energie je

15
U = f(Ja" + Pg sina) ds.
0

Konec 4 je upevnén, v tomto konei je « ddno: o = x,; ve volném konci méme
podle jif dokézaného F, = 0,!) kde F je vyraz Ja'? + Pg sinx za integraénim
znamenim, t. j.
o’ = 0.

Ve volném konci je kFivost nosniku rovnae nule.

Eulerova rovnice

& _p 0
2J Fro g cosa =

8 krajovymi podminkami: pro 8 = 0 & = a,, pro 8 =1 &’ = 0, urduje profil
nosniku.

Budi% ne piiklad a; = 0. Je-li y = y(x) rovnice profilu nosniku, pak za pfed-
pokladu, %e je profil nosnfku blizky (ve smyslu blizkosti prvniho f4du) ose Oz,
mime

tdy dy
o = arctg — ~ —
dz

dz
. - . dy
(zanedbavéme veliéiny druhého fidu v poméru k y a d_x)' a rovndz

do dty d?fa d (d’y) ddy
cosax a~ 1, — — )~ —,
: dz?]  dz

N —— A —
ds dx® ds* ds
a
L=fT+ydz~a,
0
kde a je 1iseka konce B. Rovnice nosniku nabude nyni tvaru
Ly ; 0, (0 "
2J 5—Pg =0 y(0) = 0,4°(0) = 0, y"()) = .
Z toho
Pg

Yy = -1—2‘—]-.’53 —+ Clz’ + 021 + 03.

1)} Rovnice kFivky, po niZ se pohybuje konec B, mé tvar: s = !, a proto podminka
transversality se bere podle formule (13).
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Krajové podminky nam dajf

a nakonec dostaneme

Pg s
= -7 — 3.
Yy 12J(a: 3lx?)

§ 17. Nespojité ulohy.
VySetfujme funkciondl J nejjednodusdi ulohy

Zy
J = [F(z,y,y)dz.
Zo

Muze se stat, Ze mezi arami t¥idy C,, spojujicimi dva dané body
A(z,, ¥o) & B(z,, ¥,), neexistuje Gara realisujici extrém funkcionalu J.
V tomto pFipadé piirozené zkoumadame, zda se nedosihne hledaného
extrému na éarach tfidy obecnéjsi.

Za takovou tfidu vezmeme soustavu po &dstech hladkych kfivek
y = y(z); tHidu po ¢astech hladkych k¥ivek oznaéime D,.

PFiklad. Budi
1
J(y) = [y —y'?) dz.
(1]

Tento funkeiondl je definovén pro viechny kfivky tifdy C,, spojujici body
A (—1,0)a B (1, 1). Pro jakoukoli takovou
kfivku je zfejmé J (y) > 0. Vezmeme-li nyni
lomenou &iru y = y(z), definovanou timto
zpusobem (obr. 15):

Opro —1<z<0,
y(x) =

0Lz, —— = X
T pro =% = ar100 O

8(in

pak mé pro ni integréal smysl a je roven
nule. Je ztejmé, Ze zaokrouhlime.li tuto
lomenou &¢aru v bod$ O, pak dostaneme Obr. 15.

kfivku t¥idy C,, pro niZ hodnota integ-

rélu J muazZe byt libovolnd blizkd nule. TudiZ infimum hodnot J(y) pro y, patiiei
ko t#id® C,, je rovno nule a na kiivkach t¥idy C, se ho nedosdhne. Prejdeme-li
od tidy C, ke tiid®§ D,, pak tohoto infima se dosdahne a extremalni tiloha
bude mit FeSeni.
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Dokazeme nyni dalsi vétu.

Vé&ta 2. JestliZe mezi vdemi po Edstech hladkymi kfivkams, spojujicimi
dva dané body A a B, po édstech hladkd kFivka y: y = y(x) vede k extrému
funkciondlu J, pak 1) y se sklddd z koneéného poltu oblouki extremdl
a 2) v kaZdém bod€ lomw M(&, n) kfivky y jsou spinény tyto podminky:2)

[F - y’Fv']z=E-—0 = [F - y’Fv’]z=E+Or

[F'u’]z=5-—0 = [F'u’]z=e+0.
Bez poruseni obecnosti miZeme se zfejmé omezit na p¥ipad jediného
bodu lomu M(&, ). Kfivka 9, ddvajici minimum, se skldda ze dvou
oblouku tfidy C,, z oblouku y,, spojujiciho body 4 a M, a z oblouku y,,
spojujiciho body M a B.
Dokazeme, Ze oblouk 5, minimalisuje funkciondl J(y,) =

(15)

£
= [F(x,y,y') dr na soustavé éar {y} tfidy C,, spojujicich body 4

a M. K provedeni dikazu sporem predpoklidejme opak. Necht
existuje ve t¥idé {y} oblouk y;, pro ktery J(y;) < J(y,). Potom pro
kiivku y' = y; + 5 je J(¥') = J(y1) + J(r2) < I(1) + J(y2) = J().
Kfivka 9’ spojuje body A a B a ma jediny bod lomu v bodé M, t. j. 9’
patfi ke tfidé pripustnych Sar na$i Glohy a nerovnost J(y') < J(y)
je ve sporu s pfedpokladem o tom, Ze kfivka y realisuje minimum J.

Tedy oblouk y, kiivky I' realisuje minimum J mezi viemi ¢arami,
spojujicimi body 4 a M. Proto y, je extremalou (viz kap. II, str. 55);
analogicky i druhy oblouk y, je extremalou.

Vysetfujme soustavu obloukt s konci v 4 a B, které obdrzime z y
posunutim bodu lomu. Na této soustavé se funkcional J stane funkei
soufadnic £ a 7 bodu lomu. Tento bod je koncovym pro prvni oblouk
extremaly y, a poéateénim pro druhy oblouk extremaly y,. Proto podle
formule (14) je:

dJ(y) = dJ(y,) + dJ(y2) =
- {[F_y’Fv’]z—g—oég -+ [F'u’]z-E—Oan}'_
—{[F_J’Fv’]z-£+06£ + [Fv']=-6+0677} ==
= {[F_ y’Fv’]z-E—o_ [F - y’Fv’]z-£+o}6§ +
+ {[Fv’]z-g—o - [Fy']:e-£+o}677’

%) Symbolem [f(z, ¥, ¥')]lz-¢—o rozumime limitu /(z, y(z), ¥'(z)) pro = — & zleva,
kdezto [f(z, ¥, "J’)]z-e+ o je limita f(z, y(z), ¥'(x)) pro z konvergujici k £ zprava.
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Podminkou pro to, aby y davala minimum mezi viemi kfivkami
této soustavy, je: dJ(y) = 0 pro viechny hodnoty é%, d%. Z toho a z na+
lezeného vyjadfeni pro dJ(y) plynou vztahy (15).

. Podminky (14) se nazyvaji podminkami Weierstrass-Erdmanovymi.
Cara, skladajici se z extremal a takova, 7e v kadém bodé lomu je
splnéna podminka Weierstrass-Erdmanova, maji nazev lomené
extremaly. ‘Je tedy po &dstech hladka kfivka, realisujici extrém .J,
vidycky lomenou extremalou.

Ponechivame &tenafi rozebrat s tohoto hlediska shora uvedeny
piiklad.

Hlubsi nespojitosti extremal vySetfoval gruzinsky matematik
A. M. Razmadze.

Ve svém vysetfovani konstruuje Razmadze theorii, kterd zahrnuje
ty dlohy varia¢niho poétu, jejichZ feSenim jsou funkce s koneénym
podtem bodu nespojitosti prvniho druhu.

§ 18. Uloha s volnymi konci v prostorech o libovolném poétu
rozméri.

Obecné podminky transversality. V predchézejicich paragrafech
rozvinuta theorie se lehko zobecni na pripad funkcionala zavislych
na ¢arach v prostoru o libovolném poétu rozméri.

Vysetfujme prostor o (n + l)-rozmérech se soufadnicemi =, y;
(t=1,2,...,n).

Necht se tiida piipustnych kiivek {¢} sklddd ze vSech moZnych
kiivek tfidy C,, definovanych rovnicemi y, = y,(z), ¢ = 1,2, ..., n,
Pfi ¢emzZ soufadnice koncovych bodu

Ty, YO = yixy) & 2,y P = yilxy), 1 = 1,2, .., m
jsou vazany soustavou vztahi

@i(Ze, ¥, 2, y W) =0, = 1,2,...,m < 2n + 2. (16)
Na kfivkich ¢{y,(x)} této tfidy je dan funkcional

J(@) = [F(z, y; y;) dw.
e

Checeme uréit kiivku y, na8i t¥idy, pro niz funkciondl J dosahuje
extrému.
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Kiivka y,, realisujici extrém funkcionalu mezi véemi kfivkami tFidy
{y}, realisuje zaroveni jeho extrém mezi vSemi kfivkami z {y},
které maji tytéz koncové body jako kiivka y,. A proto je kiivka y,
obloukem extremaly.

Pro soustavu {gq} oblouki extremdl stane se funkcional J funkei
koneéného poétu proménnych soufadnic koncli téchto obloukt
Zy, Ty, YL, y 0 1 I = J(xy, 2, ¥, yM). Piitom k tomu, aby oblouk
extremaly patfil do t¥idy {q}, je nutné, aby tyto proménné byly vazany
vztahy (16). Je tedy kiivka 9, tim obloukem extremaly, pro ktery
se realisuje extrém J(x,, (9, z;, V) za podminek (16). Proto pro
oblouk y, musi byt

8J

pro véechny pnpustne hodnoty dj_ferenclalu 61:0, 6_1/,-( ), 6z, Sy, t. j.
takové, pro néz podle (16):

2 2
¢%0+2ﬂ%%m+qﬂﬁ+zam@m=o (17)

Opakujeme-li ivahy predchaze]iciho paragrafu, dostaneme

aJ o &

-— —_— = — :(0)-

mo —F =2y B0 5 5 = — (1,
o

i Z By 1 "oy (1>=[FV.~'](1)'

V obecném p¥ipadé je mozno pouiit pravidla Lagrangeovych multipli-
katort: existuji konstanty 4;, 4, ..., ; takové, Ze je d(J— DA,p,) = 0

3x1

]
pro libovolné hodnoty diferencidlt dxz,, dy® a dz,, éy,*, neboli

0 , 0@ ;
- = — — 8 S0 — s o Gy
az,o (J + le(Pj) [F ZyzFﬂi] Z;‘J 3%0 0’
0 0
7@+ The) = = (£, — I, ay‘f(i,, =0,

18
DT+ ) = [F — ZyF, 1 — 21,2 _ ¢ "
6a:1 9?1 yz v; J axl ’

0 o,
gt Zhe) = F,10 — 25 G = 0. J
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Tyto podminky jsou zobecnénim podminek transversality.

Uloha s volnymi konci v trojrozm&rném prostoru. VySettujme
specialné v trojrozmérném prostoru funkeional

J(y)= [F(z,y,2,¥,2)dx, (19)

kdy% 1) za t¥idu pFipustnych éar vezmeme éary tiidy C, s koncovymi
body, poloZenymi na dvou danych kfivkach tfidy C,
= @o(@), 2 = po(z) & ¥y = @:(7), 2 = (), (20)
2) za t¥idu piipustnych éar vezmeme é&iry tiidy C, s koncovymi body,
lezicimi na dvou danych plochach t¥idy C,
z=glz,y), 2=y, y). (21)
V obou piipadech je hledana kfivka obloukem extremaly, t. j.
fefenim Eulerovych rovnic
d d
-(EF,/ =0, F, — a—xF,' =0.

Funkciondl J vySetiujeme jako funkeci koncovych bodi x,, ¥, 2o
a z,, Y, 2, oblouki extremal. Problém se pfevede na tlohu, najit
extrém této funkce za podminek

Yo = Po(®o), 2o = Yo(Zo)s Y1 = P1(21), 2, = ()

v prvni uloze a

F, —

2o = @(Zo; Yo), 21 = P(@1, Y1)
v druhé uloze.
V piipadé 1) dostaneme:

d(J + Aepo + 4191 + Moo + ) = O,

kde g, A,, po, p#, jsou multiplikdtory.
Pro pocatecéni bod dostaneme:

oJ oJ
b + ooz, + 41@1a, = 0, e + APove + LiPry, = 0,
oJ
—37:)‘ + 109’014'. + }'l‘plﬂ'o =90
a analogické vztahy dostaneme pro koncovy bod.
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~Méme
dJ(xO! Yos 205 T15 Y15 2)) =
= {[F - J’Fv' - Z’Fz'](o)axo + Fv'(o)ayo + Fz'(o)(szo} +
+{[F —y'F, —2'F,|Wox, + F Wiy, + F,Moz,}. (22)
V pfipadé 1) mame;
dzy = o0, dyo = Yo0Yo,
dz, = @0z, dy, = v, 8y,
Rovnost dJ = 0 pro viechny pfipustné diferencidly nam da vztah
v pocatednich a koncovych bodech oblouku, realisujiciho extrém —
podminky transversality
[F— (4 — @o)Fy — (&' — yo)F )@ = 0, }
[F - (?:/’ - ‘pll)Fv' - (zl - w;)Fz'](l) = 0.
V piipadé 2) jsou pfipustné diferencidly soufadnic koncovych bodu

vazany vztahy o o
_|% %
0z = [—3?] dzy + [_35] Yo,

P ) é Rty
0z, = [a—z] ér, + [—%’J 0Y,.

Dosadime-li tyto hodnoty pro dz, a 6z, do vzorce (22) a vyjdeme-li
z toho, Ze pro jakékoli pFipustné diferencidly soufadnic koncovych
bodd oblouku y,, divajiciho extrém, je dJ = 0, dostaneme vztahy
v polatednim bodé [x,, y,, 2] — podminky transversality:

3(}) (0)
[F —yF, — (z’ + _(E) F,'] = 0,

(0)
[F»y’ bt 'g% le] = 0

a analogické vztahy v koncovém bods (z,, ¥,, z,) oblouku y, (zaméni-
me-li funkei ¢ funkei y).

Je-lli f=A(z,y, z)Vl + 9 ¥ 2’2, pak (jako v rovinném p¥pads)
se stanou podminky transversality (23) podminkami orthogonality
odpovidajicf extremaly plochy nebo &iry, po niZz se pohybuje jeji
podatetni nebo koncovy bod.

(23)

(24)
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§ 19. Podminky pro koncové body v pfipadé funkcionalt
zavislych na derivacich vy$siho radu.

Formulace dlohy. Vydetiujme tlohu: vyhledat extrém funkcionilu
J= [F(z,y,y,y") dz, (25)
Y

kdyZ za tf¥idu piipustnych éar vezmeme kiivky y t¥idy C,, vyhovujici
jedné z téchto dvou podminek:

1. Mezi soufadnicemi a smérnici tedny v levém resp. v pravém
koncovém bodé y plati vztahy

P(Z0r Yo Yo) = 0 & p(xy, y1, 41) = O, (26)
kde jsou (z,, ¥) & (zy, ¥,) soufadnice koncovych bodu y, kdezto y; a y;
op Oy

; 84 —, nejsou rovn
oY Oy, ) Y

smérnice teben ke kfivece y v téchze bodech a

nule.

2. Mezi soufadnicemi a smérnicemi te¢en v kazdém koncovém bodé y
plati dva vztahy: '

‘Po(xo, Yo» ?/{)) = 0, '/’o(xo: Yo, Z/{)) - 0) } (27)
P1(Z Y Y1) = 0, (@, Y1, 1) = 0,
o4 - "
pii dem¥ determinanty -2 Do _ Tpo Sy Opy Opr Oy Oy nejsou

%Yo CYo Yo CYo  CYo BYo  OYo Yo
rovny nule.

Analogicky jako ve viech v této kapitole rozebiranych ulohach
je hledana kfivka podle véty Euler-Poissonovy extremalou; je tedy
pro faktické stanoveni hledané kiivky tfeba najit vztahy pro uréeni
hodnot ¢yt libovolnych konstant v obecném integralu Euler-Poisso-
novy rovnice.

Diferencovani integrilu J vzatého po oblouku extremaly. VySetiu-
jeme soustavu extremal {y} o soufadnicich z,, ¥, a z,, ¥, koncovych
bodi a o hodnotéich y, = y'(x,) a ¥, = y'(x,) pro smérnice teény; necht
kazdy oblouk soustavy y je jednoznaéné uréen svymi hodnotami
Zo, Yor Yo» T1» Y1» Y- Na soustavé {y} stane se funkcionil J funkei
téchto Sesti proménnych:

J = J (o, Yo Yo» Ty Y15 Y1)
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Ppfi cemZ
3J oJ oJ of _,
dJ = — 6 Yo + = 0z, + — Oy, + —— Oy,
xo Zg + Yo + oz, T T oy, Y o, Y1
Vezmeme pocatecm uselky pevné. Pro dva nekoneéné blizké oblouky
extremal y = y(x) a y = y(x) + dy(x), o, £ z < z,, mame:

8J = [(F,0y + F,0y' + F,.by") da. (28)

Integrujeme-li per partes, dostaneme, oznadime-li by, = dy(=,),

89y = O (@,), 8y, = Sy(x,), dy; = 6@/ @),

[0y dz = [F, 6y] f ((% F,,') 8y da,

Zy

fF Oy" dz = [Fr 6y]—’( )6y'dx:
Z4 dI
, d ' d:
= [F,,néy(]. — [Ea_: F, 6y]0—|— zj; (@ F,,”) dy dx.
Dosadime-li obdrZené vyrazy do vzorce (28) a pripomeneme-li si,
4z

%e y = y(x) vyhovuje rovnici Eulerové F, — d%: Fpr+ Izt F.=0,

dostaneme
d (0)
6J = — [(F,, — % Fw) 0yo + Fyr 63/6] +

d (1)
+[(Fv’ _(T;:Fv’

Pro nasi podsoustavu extremal stane se variace diferencidlem.

dyr + Fy® 6y1]-

Dostaneme:
d ©0)

dJZ—[(Fy,_CTZFv”) 6y0+F‘u'(o)6ys:|+

d 1)
+ [(Fv’ - d_'va”) 6?/1 +Fv” 6?/1],

z ¢ehoz

aJ d SUNPY
_— = —  — — ” _— = — 1(0)
e (F,, = F,,) T F,
oJ d O oy
—_— = P ” - A1)
(F,, = F,,) Ty F,
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Vysetfime nyni podsoustavu {y}, skladajici se z riznych oblouki
jedné a téZe extremaly y = y(z). Pro tuto podsoustavu je

8o = YoOo, OYo = Yody, Oy, = ¥,02,, Oy; = y,0z,.

Proto pfi pfechodu od jednoho oblouku podsoustavy k jinému ne-
koneéné blizkému je

oJ oJ » 0
dJ = (30+ °3y°+y°8 )63:0"‘
oJ , 0J oJ )
+ (ax + 1 ay + yl 3y1) 6(61. (29)

Na druhé strané podle pravidla o diferencovani integrilu J =

= ‘F(:c, ¥, ¥, y") dz podle horni a dolni meze mime

dJ = — F%x, + FOdx,. (30)
Porovname-li (29) a (30), dostaneme
oJ . oJ oJ oJ oJ oJ
—— — - 0) — P Y — =
0y + % %Yo Ty Yo = oz, t4 oYy + 5 oy FE,
aJ , d N
%{" = —[F_yo (Fv'_a:Fv”) _yon”] >
aJ , d U
8?1=[F—y1(Fv'_aFv”)—ylFu’] ’
z ¢ehoz

d (0)
dJ = — {[F — Yo (F,,r P F,,w)] oz, +

)
+ (F = EF,/) Sys + FV~<°>ayo}v +

d (1)
s

(1)
+ (Fv' - EFV”) Sy, + Fv”(l)ayl}'

Podminky transversality. VySetfime prvni z danych tloh. K¥ivka y,
dévajici extrém mezi viemi pfipustnymi ¢arami, je extremalou a na
soustavé extremal udili extrém funkei J(2g, Yo, ¥o> 21, ¥1, ¥1) Z& podmi-
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nek (26). Podle pravidla pro hleddni podminéného extrému funkce
existuji konstanty 4, a 4, takové, Ze pro oblouk y, plati rovnost

A[J + 4,9(Ze, Yo» Yo) + Asp(@1, Y1, 91)] = 0
(pro jakékoli hodnoty diferencialu).

Z toho
oJ oJ oJ
P M@z, = N Ay, = EY Mgy, = 0,
neboli
aJ o] o

a—%-@o‘-a—%=%.-%a'%'o,

neboli nakonec

, d ()] d )

Pxo Pue Pv's
Analogicka podminka plati pro druhy koncovy bod.

Kazd4 z téchto podminek obsahuje po dvou vztazich mezi hodno-
tami 2o, %o, ¥o» 1> Y1, ¥1- Spolu s podminkami (26) dostaneme Zest
rovnic ke stanoveni téchto hodnot.

Pripomindme v zavéru jeden dulezity piipad. Predpoklidejme,
Ze vezmeme za tiidu piipustnych ¢ar funkciondlu J soustavu kiivek
tiidy C,, spojujicich dva dané body A(x,, ¥,) a B(z,,y,). V tomto
piipadé mame dz, = dy, = dz, =dy, = 0 a tudiZ p#i pfechodu
od extremaly y, ke k¥ivce nekoneéné blizké y t¥idy pfipustnych &ar
budeme mit

. (31)

A7 = — [Fy), 89 + [Fyr)., 89,
Podminka AJ = 0 nas vede k dvéma vztahim pro koncové body:
[Fv”]z, =0, [Fu"]a:, = 0. (32)

Tyto dva vztahy spolu s podminkami y(xy) = ¥, y(x,) = ¥, ndm
davaji moZnost jako dfive uréit vSechny konstanty v obecném inte-
gralu Euler-Poissonovy rovnice.

Pfiklad. Na dvou podpérach A a B, leZicich v horizontdlni roving, leZi volng
vélcovy pruZny hmotny nosnik (obr. 16). Chceme stanovit tvar prohnuté osy
nosniku. Pfitom zanedbame véhu té&ch édsti nosniku, které leZi vné podpér.
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Pox;aiujeme-li ohyb nosniku za maly a zanedbéme-li velidiny nekone&nd
malé vyiSich f4dd, pak na zéklads ivah provedenych v § 14 pfevede se otézka
na lohu urdit funkei y = y(z) minimalisujfcf integral

‘n
= ~uy”?

E __{ (2ny + ey) dz, )
kdy% za tfidu pfipustnych &ar vezme-
me &ary y = y(x) tiidy C, takové, Ze
jey(—l) =yl =0 \ A 8/ =

Pro vysetiovanou tlohu mé obecny \-/A
integral Eulerovy rovnice tvar (viz

piiklad v § 14)

Yy = ——9-14 _|_ axd + ﬂzz + yz + 6, Obr. 16.
244

kde jsou «, 8, y a & libovolné konstanty. Z podminek symetrie a z podminek
y(— 1) = y(l) = 0 najdeme
o=y = 0,

e
—_s 12 =0;
Tl

kromé toho podle vysledki uvedeného paragrafu musf byt,,v koncich** vyhov&no
vztahim (32), t. j.
¥(—=y"M=0.
Je tudiZ
2u
Pro rovnici hledané prohnuté osy nosnfku nakonec dostaneme

— e 4+l£lax2__5_£l4_

2an” Ty Y
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