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KAPITOLA I.
ELEMENTARNI ZPUSOBY RESENI EXTREMALNICH ULOH

§ 1. Obecné pojmy.

Funkciondl. Zdkladnim pfedmétem studia klasické analysy je funkce.
Ve variatnim poltu se budeme zabyvat studiem zavislosti, kdy
je hodnota zévisle proménné uréena funkci. Uvedeme nejjednodussi
priklad takové zdvislosti. ;

VysSetfujme délku libovolné kiivky, ktera spojuje dva dané-body
A, B. Nase zavisle proménnd — délka kfivky — bude urdena tvarem
tary, spojujici body A(z,, y,) & B(z,, y,), neboli, coZ je totéz, funkei
zobrazenou nadi kfivkou. Uvedenou zavislost lze snadno vyjadfit
v ptehledném tvaru.

Budiz dana rovnice kiivky spojujici body 4 a B ve tvaru

y =y,
pPfi ¢emi se soufadnice z méni v intervalu z, < z < z, a funkee y(z)
ma v tomto intervalu spojitou derivaci y'(z). Pak bude délka J kiivky
rovna

J = [T+ g% de. (1)

Se zmeénou funkce y(z) se bude ménit i kfivka tuto funkei zobrazujici
a veliéina J, t. j. délka kiivky y = y(x). Tedy J zavisi na funkei y(z);
riznym funkeim y(x) odpovidaji rdzné hodnoty J. Obecné, jsou-li
¢iselné hodnoty nékteré veliciny J uréeny volbou funkce y(z), kterd
patii do uréité t¥idy funkei, pak to zapiteme takto:

J = Jy(z)]
a zavedeme nasledujici definici:

Definice. Budi? ddna uréitd tFida funkei y(z). Rekneme, fe J[y(z)]
je funkciondl definovany pro funkce nadi t¥idy, je-li katdé funkei této
tridy y(x) pfifazeno uréité &islo Jy(z)].

Ttida funkei y(x), pro néz je funkciondl definovan, se nazyva obo-
rem funkcionélu.



Pokud zobrazujeme geometricky funkce jedné proménné Earami,
nazyvéme jindy funkciondl pro né definovany také funkei éary.
z
Vratme se k funkciondlu J[y(x)] = [ Vl + y'* dz a poloZme z, = 0,
Zy
z, = 1; pak dostaneme pro y(z) = z, y’(z) =1,

JMH—M]IWM—W

e | e~%
2

1 1
J[e" -I—2e“] _ fVl L +4e") ”dz=fl/l G —4e_")2 dr —
i 0 0
1
_fe’—l—e"d _[e‘—e"]l_ e —e !
= | —5— Tz = 3 = 3 .
0

Jako druhy pfiklad (jesté jednodus§f) vezméme systém vsech
spojitych funkef y(z), definovanych na taseéce z, < z < z,, a polozme

Jly@)] = [y(z) dz. (@)

Pak je J[y(x)] funkcionél definovany pro funkce y(z); kazdé funkei
y(z) odpovida uréitd hodnota J[y(z)]. Tento funkciondl vyjadiuje pro
y > 0 geometricky obsah rovinného oboru, omezeného kfivkou y =
= y(z), osou Oz a pofadnicemi z = z,, z = z,.

Klademe-li v rovnosti (2) misto y(x) konkretni funkce, budeme
dostavat odpovidajici hodnoty J[y(z)]. PoloZzime-li jako v predcha-
zejicim piikladé z, = 0, x, = 1, bude

1
Jylx)] = 0fy(?t) dz.
Je-li nyni y(z) = z, pak

Je-li y(x) = (Fetézovka), pak

Ty = Jla = fadz = &
je-li y(x) = =2, pak
1
Jy(z)] = J[=?*] = Ofx’dw =4



. 1
je-li y(x)—x_'_l, pak
1
1 _ dr s )
J[Hl]—fxﬂ~[1g<x+1>o~lg2,
0
je-li ()——1— ak
Je-h ylx) = +z2,P

1
1 _ dz LT
J [TW] ——fm = [a.rctgz]o = T
1]

Bylo by moZno uvést fadu dalsich pfikladid funkcionald,

Upozoriiujeme ¢tenafe na to, Ze funkciondl (1) je definovan na t¥idé
funkei, které maji spojitou derivaci, kdezto funkcional (2) je defino-
van na §irsi tfidé funkei spojitych.

Extrém funkciondld. Uz na samém podatku vzniku analysy neko-
neéné malych velid¢in spolu s tlohami o extrémech funkei » promén-
nych se objevila celd Fada dloh z geometrie, mechaniky a fysiky na vy-
hledéni extrémt funkcionili. Jako na nejjednoduss$i piiklad lze
upozornit na tuto dlohu: mezt vfemi rovinngmi kfivkami, spojujicimi
dva dané body A(z,, y,) a B(z,, y,), najit tu, jejit délka je nejmendi.

Analyticky fikd tato tloha tolik: mezi vSemi funkcemi y = y(x)
takovymi, Ze

Y(xo) = Yo, Y(®1) = Y1,
najit tu, pro niz

Ty@) = JVT+ 7 do

nabyva nejmensi hodnoty.
Vime, Ze hledana k¥ivka, kterd ddva minimum délky, je Gsetka
spojujicf body A a B, neboli, vyjadfeno analyticky: J[y(zx)] =

= Vl + y'? dz nabyva nejmensf hodnoty, je-li y(z) = ¥, + k(z — =),
kde b = B "%
¥y —

Historicky byla prvni tlohou, kterda vzbudila obecny zijem mezi
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matematiky, Gloha o brachystochroné, kterou polozil Ivan Bernoulli:
mezi véemi kfivkams, spojujicimi dva dané body A a B, najit tu, po niZ
se hmotny bod, pohybujici se z bodu A pusobenim tife s poldteéni
rychlosti rovnou nule, dostane v nejkrat$i dobé
o A do bodu B.1)

Prolozme body 4 a B vertikalni rovinu
a omezme se na rovinné oblouky tyto body
spojujici. Za osu Ox vezméme horizontalni
pfimku a osu Oy zvolme tak, aby sméfovala
8 vertikalné dola (obr. 1). V tomto piipadé
v budou mit body 4 a B odpovidajici sou-
Obr.1. fadnice (z,, 0) a (z,, ¥,). Pohybuje-li se
hmotny bod z A bez pocateéni rychlosti, je

jeho rychlost v s jeho pofadnici y ve vztahu:

v = 2¢gy,
kde g je gravitaéni zrychleni, neboli
v = J/2gy.

Budiz y = y(z) rovnice kfivky, po niZ se pohybuje bod z 4 do B.
Rychlost pohybu bodu je rovna

v= dt I TR
kde dt je elementem ¢asu. Z toho
V1 a2 2
dt=V1+y dx. Vl +_;z_ dz ‘ (3)
v Vogy
Integrujeme-li vztah (3), obdrzime dobu 7', potfebnou k prob&hnuti
drahy od bodu 4 do bodu B po kiivece y = y(z):

f VT + @) do )dz

Vegy

Ziejmé je T funkciondl za.v1sly na funkei y(z). Chceme najit funkei

(3)

1) Pfirozend zde predpokléddme, Ze A ani B nelezf na jedné vertikélni pkimece.
Kdyby 4 a B leZely na jedné vertikélni pfimce, pak by byla feSenim 1lohy tato piimka.
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y(x) (neboli, coZ je totéz, kfivku y = y(x)), pro niz 7' nabyva nejmensi
hodnoty. ReSeni této tilohy uvedeme v dalsim paragrafu.

Uloha o brachystochrong je analyticky piibuzni jiné fysikalni
tloze: v dokonale prahledném prostiedi s proménnym indexem lomu jsou
ddny dva body A a B; chceme uréit trajektorii svételného paprsku jdouciho
z bodu A do bodu B. Tento problém rovnéz vede k uloze najit extrém
funkciondlu na zikladé tak zvaného Fermatova principu: ze vfech
krivek, spojujicich body A a B, je trajektorie svételného paprsku arou,
po ni% probéhne svétlo z A do B za nejkratdi dobu.

2vs

Omezme se na piipad roviny a zvolme za rovinu, v niz se svétlo 8ffi,
rovinu zOy. Budte z,, ¥, a x,, y, soufadnice bodia 4 a B a budiz y =
= y(z), £, < x < x,, jedna z kiivek, jez tyto body spojuje. Ozna¢me
v(z, y) rychlost svétla v bodé (z, y). Opakujeme-li tvahu provedenou
v predchézejicim piiklads, zjistime, ze doba T, za kterou svétlo pro-
béhne podél kiivky y = y{x) z A do B, je vyjadiena integralem

Z,

(¥ WP
T = [-—-——v[x, y(xT dx. 4)

Zo

Podle Fermatova principu vede tloha uréit trajektorii svételného
paprsku k tloze urdit ¢aru, pro niz funkcional 7' nabyvé nejmensi
hodnoty.

PFedmét variaZniho poétu. Reseni jednotlivych tloh na stanoveni
minima a maxima funkcionald vedlo k vytvofeni nové matematické
discipliny — variaéniho poétu, jehoZz piedmétem je vySetfovani
obecnych method uréovani extrémi pro funkcionaly. Shora uvedené
piiklady jsou typickymi ulohami variaéniho poétu, éili kritce — va-
riaénimi ilohami.

§ 2. Nejjednodussi uloha varia¢niho po¢tu. Eulerova rovnice.

Formulace nejjednodussi dlohy varia¢niho poctu. Nasim nejbliz§im
cilem je uvést methody FeSeni nejjednodussich tloh variaéniho poétu.

Podle analogie 8 kriterii existence extréma funkei jedné a nékolika
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proménnych se setkdvame zcela pfirozené s tfemi hlavnimi problémy,
které mame Fesit:

I. Najit takové nutné podminky, jeZ musi spliiovat hledané funkce,
aby bylo moZno na jejich zakladé skuteéné urdit hledanou kfivku,
vime-li, Ze fedeni existuje.

II. Najit dostateéné obecnd kriteria pro existenci extrému.

III. Kdyz jiz zndme kiivku, ktera spliiuje zakladni nutnou podmin-
ku, ustanovit kriteria, podle nichZ by bylo moZno soudit, udava-li
tato kiivka skutetné extrém, a je-li tomu tak, bude-li tento extrém
maximem nebo minimem.

Piipomindme, Ze v tdlohach, které se tykaji konkretnich aplikaci,
velmi ¢asto plyne existence extrému piimo z podstaty problému;
z toho davodu maji problémy prvni skupiny prvofady vyznam.
S témito problémy za¢neme.

Budiz dina spojitd funkce F(z,y,y’), kterd mé spojité parcidlni
derivace do druhého fédu véetné podle vSech tii argumentnu z, y, y'.
Necht jsou kromé toho dany v roviné zOy dva body A(a, b) a B(a,, b,).
Nejjednodussi ulohu variaéniho poétu, jak jsme ukazali vySe, lze
formulovat timto zpusobem: mezi vdemi k¥ivkami, vyjddfengmi rov-
nicems

y =y (5)
(funkce y(x) a jeji derivace y'(x) jsou spojité v intervaly a < x < a,)
a jdoucimi danymi body A a B, uréit tu, pro niZ integrdl

J = [Flz,y,y) dz (6)

nabyvd nejvétsi nebo neymendi hodnoty.

Eulerova rovnice. Pro danou ilohu dokazal po prvé Euler nasledujici
vétu:

Yéta I. Nabyjvd-lv integrdl J svého extrému pro kfivku y = y(x), pak
funkce y = y(x) touto kFivkou zobrazend vyhovuje diferencidini rovnici

d
F”_EEF'= . (7)

Nez piejdeme k dikazu této véty, ukazeme jeji prakticky vyzham.
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Provedeme-li naznatené derivovani podle x u druhého séitance levé
strany rovnice (7),2) obdrzime

Fy—F,p —Fyy —Fppy” = 0. (8)

Z toho vidime, Ze neni-li F,.,. rovno identicky nule, je diferencialni
rovnice (7) druhého fadu a ma tedy jeji obecny integrail tvar

y= .f(z: &, ﬂ)’ (9

kde «, B jsou libovolné konstanty. Je tudiZ mozno Eulerovu vétu
formulovat takto: existuje-li kfivka y = y(x) ddvajici extrém, pat¥i
k soustavé kfivek (9) zdvislé na dvou parametrech. Z toho plyne, vime-li
predem, Ze hledand kiivka existuje, Ze k jejimu faktickému urdeni
zbyvia zjistit hodnoty &« a 8. Av8ak tyto hodnoty lze najit, pouZijeme-li
dalsi podminky tdlohy: hledana kiivka musi prochizet dvéma danymi
body A(a, b) a B(a,, b,), t. j. nezndmé « a § musi splitovat podminky:

b = f(a’ a’ ﬂ)’
b, = (a,, «, B), } (10)

z nichZ se « a § stanovi.

Udava tedy Eulerova véta pro existenci extrému nutné podminky,
pomoci nichz lze v mnoha piipadech dlohu Fesit.

Vzhledem k zikladnimu vyznamu véty pro celou klasickou theorii
i praxi variatniho poftu uvedeme dvoji odvozeni této véty. Jedno
odvozeni dostaneme, zobecnime-li postup, jehoZ uZijeme pf¥i feSeni
konkretnich tloh: povazovat varia¢ni dlohu za mezny pfipad dlohy
hledat extrémy funkei nékolika proménnych. Tato methoda, histo-
ricky nejstarsi,®) ma tu velkou pFednost, Ze bezprostfedné spojuje
dlohu variaéniho pot¢tu se znimou tlohou nalézt extrémy funkei.
Bohuzel je tfeba k piresnému provedeni dikazi touto methodou uz pri
nejjednodusii Gloze pouzit pracnych a jemnych Gvah; dikazy se sta-
nou jesté slozitéjSimi, pfejdeme-li k obecnéj$im ulohdm variaéniho
poétu. Zakladni myslenky takového dikazu hned uvedeme.

%) Fyr = Fy'(z,y,y') je funkee tii argumentd z,y,y" 8 y = y(z), ¥ = y'(z) jsou

zéroveri funkce proménné z.

3) Vyjddieno pfesndji, je tato methoda upravou téch starfich method v modernf
tvar.
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Druhd methoda — Lagrangeova — vyuZivad specifiénosti tloh
variagniho poétu a pfimykéa se bezprostfedné k dalsimu rozvoji variaé-
nfho poétu — k poétu funkciondlnimu. Tato methoda je v nyné&jsi
dobé ve variadnim poétu zakladni. Uvedeme ji pozdéji, pti ¢em? dikaz
provedeme s veSkerou matematickou pfesnosti.

Odvozeni Eulerovy rovnice. S8eznimime se s odvozenim Eulerovy
rovnice v obecném piipadé. Omezime se pfitom, jak jsme se zminili
vyse, jen na hlavni myslenku dikazu a odpustime si viechny detaily.

Necht tedy pro y = y(z) nabyva integral
J= [F(x,y,y')dz

maximalni nebo minimdlni hodnoty. Vezmé&me soustavu polygonu II,
s vreholy (z;, ;) ¢ =0,1,2,...,n), kde z; = a + 74z,

e —a

Ax =

;yo=b, yn:bv

Pii ¢emZ y; = y(z;) (¢t = 1, 2, ..., n — 1) jsou riizné pro rizné polygony
soustavy. Na systému polygoni /7, definujme funkei
n—1
Jn = EF((E‘, Yir y’i)Ax)
i=0
kde

Y, = yHZ]; Y: )

J, je funkce n proménnych yo, ¥y, ¥s, ---» Yn_1- Ma-li y(x) spojitou
derivaci, je limJ, = J.
n—w

Z ¢leni souctu J, zavisi na y, jenom ¢leny
F(xi—p yi—li y;-1)A$, F(Z’,-, yi: y:)Ax,

pfi ¢em? i-ty Slen obsahuje y, ptimo i nepfimo v tfetim argumentu y;,
kdezto (1 — 1)-ty jenom nepfimo v tfetim argumentu

Yi-1 = Yi _A;ﬁ_l .
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Z toho

3J,. 7 ! ’
3y‘ = Fv(zh Y, yl) Ax — Fﬂ'(xi’ Yo .'/i) + Fll'(xi-l’ Yi-1» yl-l) =
’ AF \Lis » :
= [Fv(zo Yo ¥i) — — Il (ny‘ y‘)] Az,
kde

AF,.(.’E'-, Y y:) = Fv'(xb Yo y;) - Fv'(zi—lr Yi1, y;—l)'

Pro polygon IT,, ktery minimalisuje J,, mime
o,
oy,

=0{(=12,....,n—1)

neboli

AFV'(xh yi, ?/:)
Ax

Podle Lagrangeovy véty o pfiristku funkce lze napsat rovnici (11)
v tomto tvaru:

Fll(xh Y Zl/;) - = 0. (11)

, d o — — -

Fll(xh Y yl) = a FV'(xi! Yo y{)’ (12)

kde
xr, = xs: + 9,1(33;'—27{—}), y.-'= Yi-1 + Osye — yi-y),
Yi = Yi-1+ Oslys — 4i-1); 0 <O < 1.

Ulohu najit kfivku y = y(x) minimalisujici nebo maximalisujic
integrdl J znovu povaZujeme za limitni pfipad dlohy uréit polygon
vedouci k extrému souétu J, pfi n - 0. Prejdeme-li v rovnici (11)
k limité, dostaneme vzhledem k vztahu (12):

d
F”—Ex‘Fy'zo.

Tim jsme dostali Eulerovu rovnici pro kfivku y = y(z), pro kterou J
nabyva extrému.

Variace. Vime, e zdkladni methodou v theorii extrémt funkci n prom&nnych
bylo, %e se nasel diferencidl funkee, t. j. hlavni linedrni &4st piirtistku, ktery
pek musel byt v bodech extrému identicky roven nule. Funkcionél

J=[Fla,yy)dz
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jsme vyBetiovali jako limitu funkce polygonu

n—l1

= D F(z,, ¥, y)) A
1=0

Méme

kde dy, jsou nekonedn& malé prirustky potadnic; tedy

d _ -
dJﬂ = 'Zl I:Fﬂ(mi’ yi' y;) - d-;- F”'($i, yi! ?/;)] 6yi AI' (13)
o
Pfedpoklédejme, %e pro n konvergujici k nekoneénu soudet J, konverguje
k integralu J a soudet v pravé asti (13) k integralu
fl(F d F )6yda: (14)
J vV Tap .
Vyraz (14) pro funkciondl J je obdobou uplného diferencidlu. Nazyva se variaci
funkciondlu. NiZ%e uvidime, %e variace je v jistém smyslu hlavni linedrnf &astf
ptirtistku funkcionélu a %e Eulerova rovnice je podminkou toho, aby se identicky
rovnala nule.

P¥ipad, kdy F nezivisi na y. V tomto pipadé obdrzime z Eulerovy
rovnice

d
E FV' = On
a z toho
F,(x,y') = const. (15)

Pripomindme je3té, Ze z rovnice (15) 1ze uréit ¥’ jako funkei zdvislou
jenom na z. Lze tedy Fici, Ze v piipadé nimi uvedeném miZeme vy-
jadrit feSeni Eulerovy rovnice kvadraturami.

Pfiklad. Mezi vSemi kfivkami na kulové ploSe, spojujicimi jeji dva dané
body, najit kiivku nejkratsi délky.

Oznadime O a @ zemd&pisnou délku a §itku bodu na kulové plofe. BudiZ kfivka
déna rovnici ® = 6(g). Délka oblouku ¥ na kulové plose je rovna

[ds = [dg* + cos’p a6* = f V1 + cos*p672 do.
14 Y

Vyraz za integradnfm znamenim neobsahu]e ®. Proto v nafem piffpad® mé
Eulerova rovnice integral

Fg=C (kde F = Vl + cos’q:@)-,

14



neboli

de o — - c c
de cosg;Vcos“qp — C? cos’tpV(l — C) — C? tgp
_ dige C
dp J1—cn—Crigle
Z toho
) c
O + C, = arcsin(C, tgp), kde C, = =1
. 1—OC
neboli
C, tgp = sin(@ + C,), tgp = xsin® + B cosO (16)

1 1
(cx = C—l cosC,, f = a— sinC, |.

Piejdeme od sférickych soufadnic ke kartézskym:
z =rcos®, y =rsind, z =rtgp (r = Vz—’_—i-—y")
Rovnice (16) nabude tvaru '
z = az + By. (16")

Vysledné rovnice (16”) je rovnici roviny, kterd prochézi stfedem kulové plochy
a vytind na nf hlavni kruZnici. Z toho plyne, Ze nejkratsi arou je oblouk hlavn{
kruznice.

PFipad, kdy F nezévisi na x. Rozebereme je5té jeden zvlastni pfipad,
kdy integrovana funkce F(x, ¥, ') nezavisi explicitné na z: najdeme
podminku, kterou musi spliiovat kiivka y = y(x), pro kterou integril

J = [F(y,y)dz

nabyva extremalni hodnoty.

K fefeni dané ulohy provedeme ziaménu proménnych tak, Ze y
budeme povaZovat za nezavisle proménnou a z za funkei proménné y,
kterou mame urdit. V tom piipadé vede nafe dloha k tloze hledat
extremalni kiivku pro integral

1) de
y

by
J=ny,—
b

dz|d
dy
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ktery, poloZime-li ' = %%, Dy, x') = x’F(y, %), 1ze prepsat takto:

by
szcb(y,x')dy.
b

To je pfipad, kdy nezndmé funkce x = z(y) neni v integrované funkei
explicitné obsaZena. Musi tedy hledana kfivka vyhovovat rovnici

D,.(y, ) = C.

1
Ptejdeme-li k funkci F, obdrzime (vezmeme-li v tvahu, Ze y' = —,)

1 7 ’ ’
&, = z'Fy . (_:Tﬁ) +F=Flyy)—yFyly,y)=C.

To je jiz hledand diferencialni rovnice k urdeni neznamé funkce y(z).
Eulerovu rovnici dostaneme, derivujeme-li obé ¢asti rovnice podle x.
Rovnice
Fy,9)—yFo(y,9)=C (17)
neobsahuje z, a proto ji lze integrovat kvadraturami. Tedy i v tomto
pfipadé miZeme vyjadiit feSeni Eulerovy rovnice kvadraturami.
Jako pfiklad miZe sloufit integrdl (4). Ctenat zjisti, ¥e v tomto pFipads
rovnice (17) ptejde v rovnici
o)1+ 9% = k.
Jestlize F nezavisi ani na y, ani na 2, t. j. ¥ = F(y’), pak rovnice (15)
piejde v rovnici
F'(y’) = const,
z GehoZ y' = const =k, a je tedy y = kx 4+ b — integrilni kiivky
Eulerovy rovnice jsou pfimky. Na piiklad v @loze o nejkratsf vzdale-
nosti dvou bodi F = Vl + y'% &ira minimalisujici integral (1) je
tsedka.

Singularni pFipad. Neni-li ¥',.,. rovno identicky nule, pak je Eulerova
rovnice rovnici druhého fadu a jeji obecny integral obsahuje dvé libo-
volné konstanty, které vhodné zvoleny uréuji obecné hledanou extre-
malni kfivku. VySetime nyni p¥pad, kdyZ je

F”I"I =0.
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V tomto piipadé integrovand funkce bude zfejmé linedrni funkei

proménné y':
F = M(z,y) + y'N(z,y)

Eulerova rovnice nabude tvaru

oM ,eN d
w Ty w0
neboli po zjednoduSeni
oM _ oN
oy  ox’

(18)

(19)

Neni-li tomuto vztahu vyhovéno identicky, pak tento vztah definuje
v roving zcela uréitou kfivku, kterd v obecném piipadé nebude pro-
chdzet dvéma pfedem danymi body 4 a B — nami formulovana tloha

varia¢niho poétu neni obecné Feditelna.

V jednotlivych piipadech muZe byt rovnice (19) Fefenim ulohy najit extrém

integralu
a,
J = [ (M + Ny’) dz.
a
Na piiklad pro integrél
1
J = [{y sinny — (z + y)?)} dz
0

vypadé rovnice (19)
—2(y +2)=0.

2
Podél této kiivky nabyva integral J hodnoty —. Neni t&%Zké dokdzat, Ze je to
T

maximaln{ hodnota integrélu. Vskutku

#(1)

1
1 2
J L fy' sinny dz = fsinny dy = = [cosny(0) — cosmy(1)] < -
0

y(0)
Uvedme zéroveni, Ze jiZ pro integral

1

J = [{y’sinay — (= + y)*} dz (0 < |a| < ),
0

pro ktery ma rovnice (19) tvar
y=-—z

2 - Kurs var. poétu
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jako dffve, nedostaneme ani meximum ani minimum. Nebot
y(1) 1 1

1
Jy) = [ sinay dy — [ (z + )* dz = — [cosay(0) — cosay(1)] — [ (z + y)* dx,
¥(0) 0 x 0

a proto
1
J(— z) = —[1 — cosa].
[+.9

PoloZme nyni y = (— 1 + k)z, kde k je libovolnd konstanta; v tom pFipad®

1 k?
JH—1+ k)zl = — [1— cosa(k — 1)] — — =

1 k?
=J{—az) + = [cosx — cosx(k — 1)] — R

Z toho plyne, ¥e rozdil

J(— 14+ k)] —J[—z] = E sin% sin(a—-; — a) —%
o

zménf pro dostatednd malé k zneménko pfi zmén& znaménke k& (pro k — O
je pravé strana této rovnosti velidina ekvivalentnis — k sin«, jelikoZ podle pied-
pokladu je a rizné od 0 a ). NemuZe tedy J(— z) byt ani maximem ani minimem
funkcionalu J(y).

Piedpoklddali jsme, Ze vztah (19) neni identicky splnén; pfedpokla-
dejme nyni, Ze (19) plati identicky. V tomto pripadé integrovany vyraz
(M + Ny'Ydz = M dz + N dy je aplny diferencial — hodnota inte-
gralu zavisi jenom na soufadnicich poéitetniho a koncového bodu
kiivky y = y(x) a nezivisi na integra¢ni cesté — 1loha varia¢niho
poétu nema smyslu.

§ 3. Elementéarni feSeni nékterych varia¢nich uloh.

Sifeni svétla. Reime tlohu formulovanou v prvnim paragrafu
o trajektorii svételného paprsku, kdyZ se svétlo 8ifi v roviné 2Oy, pii
¢emZz svételny paprsek probihd z bodu A(x,, y,) do bodu B(z,, y,).
Omezme se na piipad, kdy rychlost » spojité zavisi toliko na y: v = »(y).

Ozna¢me 8 rovinné prostiedi, v némz se svétlo §ifi. Sestrojme v roviné
20y horizontalni pas sitky y, — y, = M

Yo <Y <Y+ h=yy (20)
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tento pds je ohranifen piimkami rovnobéinymi s osou Oz, které pro-

chazeji body A a B. Rozdélme pak pas (20) pfimkami

y=y0+i%(i=1,2,...,n—l)

na n horizontilnich paski (obr. 2):

14
Bix, vy
S
x,'("”h - 7/
o b 7
N 0" A /
/
/
/
/
| _ i
— Alxo, yo) X
0
Obr. 2.
3 1+ 1A .
yO+%“<y<y0+%(1‘20)1’2’--':n_1)' (20’)

Mysleme si nahrazeno prostiedi S se spojitou zménou rychlosti svétla

prosttedim S,, v ném# se méni rychlost svétla po skocich, a to: uvnitt

i-tého péasku (20') (¢ = 0,1, 2, ..., n — 1) budeme povaZovat rychlost
svétla v; za konstantni a rovnou

~f+3)

v; = VYo + P

Re$me nynf{ tlohu pro prostfedf S,,.

Tato uloha je Glohou na hledani minima funkce (» — 1) proménnych.
Vskutku podle pfedpokladu o konstantnosti rychlosti svétla uvnitf#
katdého z pasi (20') trajektorie svételného paprsku, jdouciho z 4

do B, bude polygonem, jehoZ vrcholy lezi na piimkach y = y, —}-%h
(¢=0,1,2,..., n). Oznacime-li a; usecku i-tého vrcholu tohoto poly-

gonu, odpovidajici pofadnici y, + %, dostaneme pro dobu 7', za niz
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svétlo probéhne po polygonu, vyraz

n—1
1 h\?
7= 3 e —ar + 3). (21)

Podle Fermatova principu musi svétlo dojit z A do B v nejkratsi dobs,
proto musi byt usecky a,, a,, ..., a,-, jednotlivych vrcholi polygonu
zvoleny tak, aby vyraz (21) nabyval svého minima. A to je iloha
vyhledat extrém funkce (n — 1) proménnych. K feSeni je nutno
polozit
oT,
oa;

=0( =123, ..,n—1). (22)

Transformujme tyto rovnice tak, Ze oznaéime uhel, ktery svira i-t4
strana polygonu s osou Oz, znakem ¢,. V tom piipadé dostaneme

aaq-,n —_ a1'+l — a; +
a; . : (h 2
viV(ai+1 —a;) + ;)
+ Gy — gy - COSQ; +_(E)S‘7’i—1 _ O,
h\? Vs Vi1
Viy ]/(ai — @) +(;)

neboli

COS@i-y _ COSQ; 1 (23)
’Ui_l v‘ b k’

kde k nezavis{ na .

Budeme nyni vy3etfovat tlohu o &feni svétla v prostfedi S jako
mezny piipad tlohy o &ifeni svétla v prostfedi S, pfi » neomezené
rostoucim. Tim pfejdeme od rozdéleni indexu lomu prostfedi a rych-
losti svétla po skocich k jejich spojitému rozdéleni; polygonalni trajek-
torie pfejdou v kfivocaré, jez budou vyjadfeny rovnicemi y = y(x);
doba 7T pohybu svétla bude vyjidfena v limité misto soudtu (21)
integralem

n—o

T f Vi+yide _ LimT,,
J v(y)

Lze dokazat, %e p¥i tomto limitnim pfechodu pfejde polygonalni trajek-
torie prostfedi 8, minimalisujici 7', v kfivocarou trajektorii prostfedi
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S minimalisujici 7' a zdroven sméry stran polygonalnich trajektorii
pfejdou ve sméry tecen ke k¥ivodaré trajektorii. V tom pi#ipadé pod-
minka (23) minima pro T, piejde v podminku minima pro 7"

cosp 1 ,
—v(y) =7 = const, (23"
pfi ¢emZ je-li y = y(x) rovnice limitni trajektorie, pak
1
t, = ,, tedy cosgp = ———
gy =Y y P Vl T
Tudf% rovnice (23’) pfejde v diferencialni rovnici:
vy)1 +y? = (24)

kterou jsme jiZ dostali diive.
To je rovnice se separovanymi proménnymi; jeji obecny integral
bude mit tvar

—_ + 01 (24,)

kde C je integracni konstanta.

Z toho soudime, %e v daném prostiedi naleZi trajektorie svételného
paprsku vidy k dvojparametrové soustavé kiivek (24') (parametry:
C a k); z kaidého bodu M(x,, y,) roviny vychazi svazek paprsku

' pd
x — 1y = Y
]/ B — o2
Yo
Rovnice trajektorie tohoto paprsku zdvisi na jednom parametru £,
ktery lze najit, jestlie znime bud smér paprsku v uvedeném bodé
nebo jestlize znadme je$té jeden bod, jim% paprsek prochdzi.
Ukdzeme jeden zvlastni pripad, kdy FeSeni lze provést do konce.

Predpoklidejme, Ze rychlost sifeni svétla je imérnd pofadnici:

v=ay, o > 0.
V tomto pfipadé nabude rovnice soustavy trajektorii paprsku tvaru
/ xr = _ﬂ— + C
sz — a¥y?
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neboli po integraci a Gpravé:
2
@—CP +y*= (%) =7

Jsou tedy v uvedeném pfipadé trajektorie paprsku oblouky kruZnic
se stfedy na ose Ox. KaZdymi dvéma body prochdzi jedina trajektorie.

Uloha o brachystochron&. PouZijeme shora dosaZeného vysledku
rovnéz k feSeni ulohy o brachystochroné (viz str. 8).

Proloime body 4 a B vertikdlni rovinu a opatime ji pravoihlou
soustavou soufadnic; pocdtek soufadnic umistime v bodé 4 a osu Oy
polozime tak, aby sméfovala vertikalné doli.

Budte (a, b) soufadnice bodu B, g gravita¢ni zrychleni. Doba T,
kterou potfebuje hmotny bod, aby spadl z 4 do B, bude vyjadfena
integralem

a
T = f Vl_—l;_y_z x
J Vagy
(viz § 1, formule (3’)). Nase tlloha vede k hledéni kiivky, podél niz
integral T nabyva nejmensi hodnoty.

Vzhledem k tomu, co bylo Fedeno, musi hledans k¥ivka vyhovovat

rovnici (24). Dosadime-li do této rovnice za v(y) = V?E/, dostaneme

Yoy i+ v =k,

ky k2,
1=l ) )

K integrovani této posledni rovnice bylo by moino pouZit formule
(24'), aviak bude vhodnéjsi provést integraci pfimo tim, Ze zavedeme

novou proménnou substituei :

neboli

y = tgo. (26)
Rovnice (25) pfejde po substituci v rovnici:
— kl _ 2 . __ kl

y = 1—+ tap = k, cos?p = 2 (1 + cos2p). (27)

Derivujeme-li ji podle x, najdeme

Yy = — k; sin2p g—z, (28)
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t. 3.

tgp = — 2k, cosg sing —g:,
neboli
dx
2 —_ - ——
cos®p dp = 2%,

Integrujeme-li posledni rovnost, najdeme obecny integral rovnice (25)
v parametrickém tvaru:

= — % (2p + sin2p) + C,,

Yy = % (1 + cos2¢p).

®. Potom rov-

Zavedeme novy parametr 0, poloZime-li 2¢ = =
nice soustavy nabudou tvaru

z = r(® —sin®) + C, ]

y = r(1 — cosB), |
kde r a C jsou libovolné konstanty. Je to tedy soustava eykloid, vy-
tvofenych kotdlenim kruZnice poloméru r po reilné ose. Body vratu
budou body realné osy s tseckami

z = C 4 2nnr. .

(29)

V nasem piipadé C = 0, jelikoZ podle podminky ulohy prochazi
k¥ivka poéatkem soufadnic. Nezndmé r se uréi z podminky, Ze kiivka
prochdzi bodem B.

Probrang iloha umo#iiuje jednoduché, ale zajimavé zobecndni. Pfedpoklédej-
me, 26 hmotny bod v uvedené iloze mé v potateénim okamziku urditou poédteéni
rychlost v,. V tomto pfipads rychlost » bodu bude v libovolném okamZiku rovna

v = 29(y + Y
kde

2
0
; Yo = 2g

Uloha o &afe nejrychlejsiho sestupu se pFevede na tlohu nalézt &ru, podél
ni¥ integral

l+y
?/+3/o)
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nabyvé nejmensf hodnoty. Integrdl 7* se pfevede na integral 7' zamé&nou pro-
ménné

n =19+ Y-
Z toho soudime, Ze hledand &ara bude obsa¥ena mezi cykloidami

z = r(@ — sin®) + C, } 29")
y = r(l — cos®) — y,.

Cykloida (29) se dostane kotdlenim
kruZnice polomé&ru r po piimece y =
== — Y,. Pro libovolné pevné y, se kon-
stanty 7 a C uréi z podminky, Ze kfiv-
Obr. 3. ke prochézi body 4 a B.

Omezime se na zvlaStni pfipad, kdy

body A a B leZi na ose Oz. Proy, = 0

bude hledans kfivka tiplnou cykloidou (obr. 3). K¥ivka se bude protinat s osou
Oz v pravém thlu: s rastem podétedni rychlosti v, a tedy i y,, bude se uhel,
v némZ se protne kfivka s osou

A g soufadnic z, zmensovat, kfivka se
stdle méné a ménd bude odchyloyat
od usedky AB a pro v, - < piejde

nafe kfivka v useku AB.
- Z uvedené ilohy plyne nésledu-
A 8 jici, ne prvn{ pohled paradoxni
Obr. 4. fakt: z bodu 4 do bodu B pfi jed-

nom & témiZe vyddni za pohonné
litky Ilze v nékterych pfipadech dojet rychleji po kopcovité cestd neZ po cestd
rovné (obr. 4).

Maupertuis-Eulertiv princip. Refenim tulohy z optiky o tvaru trajektorie
svételného paprsku v prostfedi s promé&nnou rychlostf Sifenf svétla Fesili jsme
také ulohu z mechaniky o &fe nejrychlejiho padu. Takovou analogii mezi
tlohami z optiky a mechaniky miiZeme zjistit u velmi Sirokého okruhu uloh.
V mechanice byla objevena obdoba optického principu Fermatova Maupertui-
semn & Eulerem a dostal ndzev Maupertuis-Eulertv princip. Omezime se na pod-
statu tohoto principu.

VysSetiujme pohyb volného hmotného bodu M o hmot& m = 1 v rovinném
silovém poli s danym potencidlem Ul(z, y). Za téchto podminek pijde podle
obecnych zdkont mechaniky zrychleni naSeho bodu vidy ve smé&ru normél
k ekvipotencidlnim &arém

U = C (C je konstanta),
a velikost rychlosti v bude rovna

v= )20+,
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kde k je konstanta pro kaZdy pohyb. Oznadime ¢ whel, ktery svird trajektorie
s ptisluinou ekvipotencidlnf Earou.

Z ptipomenuté vlastnosti zrychleni plyne,*) Ze rovnice trajektorie pohybuji-
ciho se bodu bude souhlasit s Eulerovou rovnicf pro funkeionél

z,
[V2u+h. |1 +y2dx
)

Proto trajektorie bodu M pfi pohybu rychlosti v = V2U + h souhlasi
s trajektorif svételného paprsku pohybujictho sewrychlosti

1 1
v = — = J———.
v Ju+n

1
JelikoZ svételny paprsek pfi rychlosti svétla v, = — realisuje extrém integralu
v

fi" - le_J“—de“ (30)
vy N

je pro trajektorii pohybujfciho se bodu realisovan extrém integralu

fvds = fv2u+hda. (31)
Integral f vds podél trajektorie se nazyvé ulinkem.
ObdrZeli jsme variaéni princip Maupertuis-Eulerav: udinek, t. j. integral
f v ds, podél Eary spojujici dva dané body nabyvé extrému na trajektorii bodu M.
Takovym zpiusobemn se pfevede mechanickd dloha uréit trajektorii pohybu
bodu na 1ulohu variaéniho poétu.

Analogie mezi mechanikou a y
optikou. Analogiemezi principem
Fermatovym a Maupertuisovym
byla ddvno zjiSténa. Hamilton
ji pouZil k vytvorfeni své theorie
rovnic mechaniky, o niZ se zmi- /
nime v daldfm. V soudasné fysice
dala tato analogie podatek k vy-
tvofeni tak zvané vinové me- Qbr. 5,
chaniky.

Pomoci této opticko-mechanické analogie miZeme, jestlize znéme trajektorii

n8kterého mechanického pohybu o rychlostiV2U + h, obdr¥et trajektorii své-

1
telného paprsku, pohybujiciho se rychlosti —————, a obrécens. Na piiklad:
2U 4+ h

4) To bude dokézéno v kapitole VI.
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v gravitednim poli se pohybuje bod, ktery mél v poéiteénim okamZiku rychlost
vy, po parabole (obr. 5) rychlosti

v=|v2—2gy, (32)

kde g je gravitadni zrychlenf, y pofadnice bodu (horizontalni pfimka prochdzejici
podatedni polohou bodu je vzata za osu Ox). Z potateéniho bodu 4 vychazf
svazek parabolickych trajektorii, obalenych rovn&% parabolou (ochrannd
parabola). Je-li nyni rychlost svétla v prostredi vyjéddfena formulf

1
vy, = 0, (33)
b )i —2ey
pak paprsky, vychdzejici z poddtku soufadnic, budou mit podle mechanicko-
optické analogie tvar parabol, obalenych zase ochrannou parabolou.

V této kapitole uvedené ulohy o brachystochroné, o Sifeni svétla,
o isoperimetrickém problému byly na konci 17. stoleti a na zaéatku
18. stoleti témi zkuSebnimi kameny, na nichZ se tvofily a zkouSely
nové methody matematické analysy.

Regenim tlohy o brachystochrong, kterou polozil 1. Bernoulli v r.
1696, se zabyvali bratfi I. a J. Bernoulliové, Newton, Leibniz,
I’'Hospital.

Leibniz byl prvni, kdo pfi feSeni Glohy o brachystochroné presel
od vySetfovani integra¢ni kfivky k vySetfovani mnohothelnika
vepsaného do této kiivky a tim nahradil varia¢ni dlohu tlohou na
obyéejny extrém.

TéhoZz postupu pozdéji pouzili i pii FeSeni jinych tloh bratfi Ber-
noulliové, avSak byl to teprve ¢len petrohradské akademie L. Euler,
ktery vytvofil z tohoto postupu, pouzivaného na jednotlivé piipady,
methodu, kdyZz pfeSel od FeSeni jednotlivych zvlastnich dloh k obec-
nému problému, jak najit extrém funkciondlu neboli, jak psal Euler,
funkce éary.

Pomoci své methody (viz § 2) pfevedl Euler shora uvedeny problém
na fedeni tak zvané Eulerovy diferencialni rovnice, vysetfil velky pocet
piikladi, na nichz demonstroval Géinnost jim vytvofené theorie.

Limitni pfechod k diferencidlnim rovnicim nemohl byt v Eulerové
dobé matematicky presné proveden a také Eulerovy tuvahy nemély
onu piesvédéivost, na kterou si zvykla daldi pokoleni matematiki,
ktefi podali (viz kap. II) obecné platny a na koneénych diferencich
nezavisly dikaz Eulerovych diferencidlnich rovnic a celé dalsi theorie.
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Avsak Eulerova methoda koneénych diferenci se znovuzrodila
a zdokonalila v tFicatych letech naseho stoleti, hlavné v pracich so-
vétskych matematiki.?)

§ 4. Aplikace.

Uloha o minim4lni rotaéni ploSe. Mezi vdemi kfivkami

y = y(2)
(y(x) © y'(x) jsou spojitd), jejichE koncovymsi body jsou dané body A(x,, y,)
a B(x,, y,), chceme uréit kfivku, kierd pfi svém otdeni kolem osy Ox
vytvori plochu minimdIntho obsahu.

Tato tloha je zvlastnim piipadem obecné tlohy nalézt minimalni
plochu, ktera prochazi danou kfivkou nebo danou soustavou kiivek.

Oznafme y = y(z) libovolnou kiivku splilujici zminéné pred-
poklady. Jak zndmo, je obsah S plochy, vytvofené oti¢enim této éary
kolem osy Oz, vyjidfen integralem

S =2=n nyl + y2 dz.

Jeito integrovana funkece ziejmé nezavisi explicitné na z, bude feeni
Eulerovy rovnice nasi Glohy vyjadfeno kvadraturami. Prvni integral

bude:

F—yFy =yt 9% — gy —te —
yFy = yf1+y VY i =
kde « je libovolna konstanta, neboli po zjednoduseni
y = o)1 +y= (34)

Abychom zkratili vyklad o integrovéni této rovnice, pouZijeme
umélého obratu; zavedeme novou proménnou ¢:

e? —e¥?

g = she.

- yl =
Dosadime-li vyraz pro ¥’ do rovnice (34), obdrzime
Yy = o‘Vl_—_}- sh%p = achep. (35)
5) Viz sbornik ,,Matematika v SSSR za XV let* a ,,Matematika v SSSR za XXX let*.
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Tim jsme vyjadfili ¥ pomoci ¢. Budeme se snazit vyjadfit rovnéz =
pomoci ¢. Zderivujeme proto podle = rovnost (35):

, d
y' = ashe d_(:’;
Z podminky y' = she obdriime
de
& E = 1.
Z toho
z = ap + B,

kde B je nova libovolnd konstanta. Tim nabude obecny integril
Eulerovy rovnice v parametrickém vyjadfeni tvaru:

z=ap + B,
y = « che,
neboli
y=achZ=F (36)
[+ 4

Rovnice (36) ukazuje, Ze se minima, pokud existuje, dosdhne pro
k¥ivku, ktera vznikne z fetézovky

y = chx

homothetii se stftedem v podatku soufadnic (x je pomér homothetie)
a posunutim ve sméru osy Oz (f je velikost posunuti).

Pohyb planet. Vydetrujme soustavu dvou hmotnijch bodi, které na sebe
plusobi podle Newtonova gravitaéniho zdkona. Chceme, povaZujice jeden
bod za pevny, zkoumat pohyb volného bodu.

P#i pfechodu k polarnim soufadnicim (r, ¢) vyjidfime potenciil
gravitace podle Newtonova zakona ve tvaru -g— (4 je konstanta).
Oznadime v, podateéni rychlost a r, poéateénf privodié pohybujiciho
se bodu. V tom pfipadé je

V2w _ BB

2 2 roory
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neboli

v = u (—f— + h), (37)
kde
p="_ 2
M To

Podle Maupertuis-Eulerova principu je draha vy3etfovaného po-
hybu extremala integralu

fl/—l_}»ds_fl/ . Vr2+r'2d¢( :11’)

Jeito vyraz za integradnim znamenim nezavisi explicitné na ¢, ma
Eulerova rovnice tvar:

r2 E + A
yr __ _og,
V,.z I 2
z ¢ehoZ
-
<P+01=Cf _dr—_—arccos—g "
r)f2r + bt — C? rJ1 +ho?’

kde C a C, jsou integraéni konstanty. Nakonec dostaneme rovmici
trajektorie ve tvaru

2
1 + e cos(p + C,)
Pohyb se déje po kuzeloseéce o vystiednosti (numerické) e = Vmc—z
Podle poéateéni rychlosti obdriime drahu eliptickou, parabolickou
nebo hyperbolickou:

(e = YT F10%. (38)

r =

ro v,2 < 2—’“, h < 0, e < 1 drahu eliptickou;
P re P
Pro v, = 2711, h = 0, e = 1 drahu parabolickou;
0

Pro v, > 2—;“—, h > 0, e > 1 drdhu hyperbolickou.
1]

V ptipads eliptické drahy najdeme velkou poloosu a elipsy ze vzorce
c? 1 | 2
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Poloosa a je Giplné uréena pocéateéni polohou r, & poéateéni rychlosti v,,
Pfi éemz nezdvisi na sméru této rychlosti. Smér poéatetni rychlosti,
jak je zfejmé z predchdzejicich vzorcl, nemd vliv na to, bude-li naSe
driha parabolicks, elipticka nebo hyperbolicka.

Z (37) a (39) plyne

y = V 2 _ ]/ ]/E (40)

kde r, = 2a — r je pruvodi¢ bodu ehptlcke drahy vzhledem k druhému
ohnisku elipsy.

Umistime nyni p¥itahujici bod do druhého ohniska naii elipsy a bu-
deme vySetiovat pohyb po téZe eliptické draze. P¥i takovém posunuti
stfedu pritaZlivosti zaméni se role privodiéi r a r, a podle formule (40)
obdrzime pro rychlost v, nového pohybu

Jul/r 1
ol
1

Rychlosti pohybw po eliptické drdze v pripadé, kdyZ pfitazliva hmota
je wmisténa v réiznijch ohniscich, jsou nepiimo dmérné.
Porovname-li vyrazy pro dobu 7' a pro uéinek U pii pohybu po

oblouku trajektorie
T = d—:, U= f v ds,

dostaneme vlastnost eliptickych drah, kterou objevil N. E. Zukovskij:

Doba, za kterou planeta pritahovand Sluncem, umisténgm v ohnisku F,
probéhne oblouk AB eliptické trajektorie, je rovna konstantnimu faktoru
ula ndsobenému ucinkem pri pohybu planety po témZe oblouku, kdyby
Slunce lezelo v druhém ohnisku.

§ 5. Methody pfiblizného fegeni uloh varia¢niho poétu.

Shora uvedenou methodu konedénych diferenci, kterou vytvoril
Euler lze chapat jako methodu pfiblizného feSeni varia¢nich loh
(viz nu piiklad § 3

Uvedeme nyni jiné methody pfibliZnych FeSeni.
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Methoda nekoneéného pottu proménnych. K methoddm variaéniho
podtu, které bezprostfednd zobeciiuji tlohu o extrému diferencialniho
poctu, patii také nasledujici methoda. Predpoklidejme, Ze mezi viemi
kiivkami, které jsou rovny nule v koncovych bodech intervalu [0, =],
chceme uréit tu kiivku, podél niz integral

T

J=[F(z,y,y)dx

0
nabyva nejmensi hodnoty. RozloZime proto hledanou funkei v trigono-
metrickou Fadu:
Yy = a, sinx + a,sin2z + ... 4 a, sinnx 4 ...

O tomto rozvoji jsme mohli pfedpokladat, Ze neobsahuje ani volny
¢len, ani kosiny , nebof y se na koncich intervalu rovna nule, a tedy bez
4jmy na obecnosti miZeme funkci povazovat za lichou:

y(— 2) = — y(a).

Za ptedpokladu, %e neznama funkce ma spojitou derivaci, kterou lze
rozvinout ve stejnomérné konvergentni Fourierovu fadu, obdriime

Yy = a, cosz + 2a, cos2x + ... + na, cosnx 4 ...

Dosadime-li do vyrazu J misto y a y' jejich rozvoje, dostaneme J jako
funkei nekonetné posloupnosti koeficientii:

J = Ja,, a,,...,a,...).

NasSe tiloha vede k uréeni té€ch hodnot a,, pro néz J nabyva nejmensi
hodnoty. PouZijeme-li podminek extrému, dostaneme systém rovnic,
z nichZ se maji uréit a,:

?—J =0(n=1223...).
éa,

V obecném piipadé éini vysetfovani takovych soustav nekoneéného
pottu rovnic o nekoneéném mnoZstvi neznamych velké potize, ale
v nékterych zvlastnich pfipadech vede tato cesta k snadnému a tipl-
nému fefeni ulohy. Budeme nyni poé¢itat Glohu, u niZ lze této methody

pouzit.
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Isoperimetrickd Gloha. Tak se nazyva nisledujici vloha: Mezi vdemi jedno-
duchymi zavfenymi kfivkamsi, které majl pfedepsanou délku, najit tu, jejiE vnitfek
md nejvét§l obsah.

Budi%

T =2z(s), y=yls) (0S8 (41)
rovnice jednoduché zaviené kfivky v parametrickém tvaru, kde jsme vzali
za parametr s délku obloyku:

dr\® dy\*
1 +'£ =1 (42)

a kde ! je pfedepsana délka kfivky.
Pfi tomto oznadeni je obsah S oblasti, ohraniéené kiivkou (41), vyjadien

integralem
[2

d
S = [z-—yds.
ds

0
Nase tloha se tim pfevede na nasledujici{ dlohu: mezi funkcemi £ = z(s), y =
= y(8), periodickymi 8 periodou ! a vyhovujicimi podmince (42), uréit tu, pro
niZ integral S nabyva nejvé&tsi hodnoty.

RozloZime x a y ve Fourierovy fady:®)

2an . 2an ]
a:=4}ao+z a,,cos—l—-a+b"smT8,
r (43)
- 2nn . 2nn
y=§co+2 c,,cos—ls—i—d,‘sm—l—.s,
kde a,, by, ¢,, d, jsou nezndmé Fourierovy koeficienty; z toho
dz ( 2nn . 27nn n 2nn b 2nn a)
—_— = ———a,8in— 8 + — b, cos—
1" P [ ¢
ds ! (44)
dy Z 27n . 2an + 2nn d 27n
—_—= —_—— — — cos— sg].
ds [ O SN T T G 08T

K dalifimu vykladu pfipomeneme dvé formule z theorie Fourierovych fad.
Jsou-li of (6 =0,1,2,...) a B, (k =1,2,...) Fourierovy koeficienty funkce
f(z) s periodou ! a jsou-li y, a 6, Fourierovy koeficienty funkce @(z) s touZe

periodou I/, pak !

2 2
7f[/(z)]’ dr = % + 2 (a2 +82), (45)

0
) Piredpoklddéme, Ze funkce z(s) a y(s) maji spojité derivace, vyhovujici Lipschitzové

podmince. Téchto hypothes ohledn& z(s), ¥(s) je nam tfeba k tomu, abychom mohli
tyto funkce rozvinout ve Fourierovy fady.
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2
'l_ff(x) p(z)dz = togye + Z(o‘n}'n + ﬂnan)'7) (486)
0

Nynf vyjadffme integral S pomoci Fourierovych koeficientt. Podle (43), (44)
a (46) dostaneme:

S = nDn(a,d, — b,c,). (47)
Kromsé toho, podle podminky (42) m4 byt

IEREIE

Z toho dostaneme, vyjadiime-li integral (48) pomoci Fourierovych koeficienti,
podle (44) a (45)

2n2
1= D n¥ad 4 b2 + 2 + d2). (49)

PouZijeme-li ziskanych formuli (47) a (49),snadno vyé&islime rozdil mezi obsahem
kruhu, omezeného kruZnicf délky I, a obsahem S:

2 n
o—5=3 Snad+ b2+ ¢+ d2) — nyn(ad, — bue,) =

= 2 D ((nap — da) + (nby + e + (0 — 1)(ek + d2)} 32 0

Znaménko rovnosti piati jenom pro g, —d, = 0,5, 4 ¢, = 0,a, = b, = ¢, =
=d,=0(n=23,4,..),t. ). kdyZ

z = {a, + a, cos 8 + b, sins,

Yy = §c,— b, cos 8 + a, 8in 8.
Je tedy hledané kFivka kruznice: '
. ;
4t

TudiZ mezi vSemi kfivkami dené délky I: z = x(s), y = y(s), které spliujf
shora uvedené podminky spojitosti, je to kruZnice, kterd ohranituje plochu
nejvétiiho obsahu.

(z—iao)’ + (y— ﬁco)’ = as + b!

") Viz ne pfiklad knihu G M. Fichtengol’c, Kurs differencial’'nogo a integral’nogo
istislenija, sv. III,
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CebyZevova methoda. P. L. Cebysev stanovil nasledujici p¥ibliznou
methodu feeni varia¢nich tloh. Misto extrému integralu

b
Jy) = [z, 9,y,...y") dz

se vySetiuje extrém soudtu

Stz g,y ... y™) dz,

t=1
definovaného na t¥idé mnohoélent daného stupné. Pro nékteré zvlastni
ptipady téchto souéta fesi P. L. CebySev tilohu o extrémech pomoci
fetézovych zlomki.

PFimé methody. Zpisob nalezeni funkei realisujicich extrém,
popsany na str. 31, vede k tloze Fesit soustavu nekonecéného poctu
rovnic o nekoneéném poétu neznamych — k loze, jez je obecné velmi
obtiZnd. Ritz navrhl postup pfiblizného feSeni ulohy tak, Ze se pfevede
na soustavu koneéného poétu rovnic o koneéném poétu nezndmych.

Hledejme extrém (pro uréitost minimum) funkcionilu J(y), kde
y = y(z) je urditd tfida funkeci, jez lze vyjidfit ve tvaru fad

(x) = z a.pi(x);
i=1
a; jsou uréité realné koeficienty, @y, @, ..., @,, ... je néktera posloup-
nost funkei (obycejné orthogonilni, jako na piiklad systém trigono-
metrickych funkei 1, sinz, cosz, sin2z, cos2z, ...).

Vysetfujme n-parametrovou soustavu funkei

Yy i(x) = Z a.pi(z

rozlozitelnych v koneéné fady podle funkci ¢ (x). Pro tyto funkce
se stane J(y) funkei koneéného poétu proménnych, a to koeficienti
a,, ay, ..., G,

J(y™) = J(ay, a,, ..., a,).

Nyni budeme hledat mezi funkcemi y™(z) tu, kteri minimalisuje
J (y<")) t. j. budeme hledat posloupnost o 7 koeficientech: a{, a”, .
., a™, minimalisujicich funkci J(a,, a,, ..., a,). Cisla a™, af"),
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..., &™ najdeme jako feSeni soustavy n rovnic o n neznamych:

0Jn .
TG‘—O (1/—1,2,...,’)7,).

Jim odpovida funkce

n

y(z) = Z af'”)‘Pi (x).

i=1

Necht n neomezené roste. Pfirozené odekivame, Ze pfi tom funkce
y™(z) konverguji k funkei y(z), kterd realisuje minimum na3eho
funkcionalu J(y). V mnoha tulohich je tomu vskutku tak. V kazdém
pripadé vyvstanou pfi tom pfed nami tyto otazky:

-a) vySetfovat konvergenci posloupnosti funkei y®;

b) v piipadé konvergence y™(x) k n&které funkeci y(x) dokdzat,
e limitni funkce y(z) realisuje minimum J(y);

¢) vezmeme-li jako aproximaci hledané limitni funkce y(z) jednu
z funkei y™(x), pak vznika otizka, jak odhadnout chybu, t. j. odhad-
nout rozdil

|ly(x) — y™(=)].
PFiklad. Naji{t minimum
1
Jy?az
-1

za podminek:
1

y(—1) =y() =0, [y*dz=1.
—1

V dal&{m doké¥eme8), %e se tohoto minima dosihne pro funkei

F.d N n?
Yy = cos— = a jerovno — = 2,47 ...
2 4 .

Redme tlohu ptibli¥n3. Budeme tieba hledat minimuin daného funkciondlu
za danych podminek mezi mnohoé¢leny prvnich t#i stupni:

Yy =& + pr 4+ yx* + 828
Z podminky y(— 1) = y(1) = 0 dostaneme, %6 mnohoéleny y mus{ mit tvar
y = (1 —z%)(a + bx).

8) Viz kap. IX.
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Z toho

1 1 1
fy”dz = f[(l —z%)(a + bz)]*dx = a’f(l —x)dx +
—1 —1 ‘ —1

1 1
+ 2abf:v(l — )2 dr + b’f(:c’—:v)' dz = 16a’ + {50t
) =1
Déle
1 1 1 1
fy* dz = a?[42* dx + 2abf2;c(3:c"‘— 1)dz + b2f(32* — 1)2dx =
—1 —1 —1

= fa® 4 1802,
Minimum vyrazu
fa? + 1,802
za podminky
18a2 4 P 5bt = 1

Vl

je minimum uréeno, je 0,03, rela.tivni chyba vysledku nepfevysuje 1,2%,.

dosteneme pro b = 0,2 = a jerovno § . 12 = 2,50. Absolutn{ chyba, s niZ

Odivodnéni Ritzovy methody, objevené v r. 1908, a rovné% Ceby3e-
vovy methody provedl N. M. Krylov, ktery podal r. 1918 dikaz
konvergence minimalisujici posloupnosti pro celou fadu problémi.
Ve svych pracich z let 1925—1931 udal N. M. Krylov fadu odhadu
aproximaci, pii éem? tyto odhady byly uvedeny pro nevelka d¢isla
aproximaci a zvlasté pro jejich malé hodnoty, coZ je zvlasté dulezité
v praxi.
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