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znak rovnosti plati pouze tenkrat, kdyz ¥V = konst, co% je opét mozné
pro V % 0 pouze tehdy, kdyZ B lezi uvniti .

Normala » byla zvolena tak, aby byla vnéjsi vzhledem k S. V tako-
vém piipadé bude vnéjsi vzhledem k D a wnitfni vzhledem k D’; odtud
plyne, Ze integral nalevo v (21) je nezdporny a integral napravo ne-
kladny.

Jsou mozné tyto piipady:

a) Integral napravo v (21) se rovnd nule. Potom V,= 0; protoze
Vi=V,na §8,jeV,=0 a o(M)= v, oV,

ov v
vede k charakteristickému &islu A.

= 0. Tento pFipad ne-

b) Integril nalevo je roven nule a integral napravo je rizny od nuly-

2 ¥

Pak dostaneme znamé charakteristické éislo 4 = 1.

c) Integrél nalevo je kladny a integral napravo zéporny. K tomu je
nutné bud 1 —12< 0,1+ 1>0,nebo1 —4>0,14 1<0,t. j-
bud 2> 1, nebo 4 < — 1.

KAPITOLA 2

BIHARMONICKA ROVNICE
(UZITI GREENOVY FUNKCE)

§ 39. Problémy, vedouci na biharmonickou rovnici. a) Rovinny
problém theorie pruznosti. O rovinné deformaci mluvime, jestlize
se elastickd posunuti déji pouze v roviniach rovnobéznych s rovinou
(x,y) a sloZky posunuti nezdvisi na z. Oznadime-li %, wu, sloZky
posunuti, o,, 7,,, 6, slofky napéti, mazeme napsat soustavu diferen-
cidlnich rovnic rovinného problému theorie pruznosti:!

801 0 sz 0 Ta:‘u 80' Ty

TR0, T (1y

1 Rovnice (1) odpovidaji ptipadu, kdy na téleso nepisobi Zddné objemové sily-
Viz [28a].
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aum ou,
oy T % ox
Zde jsou A a u Laméovy konstanty a

Bu,,

Oty

au, + 8u,, (3)
R .
Poéet neznamych funkei v soustavé (1) — (2) lze snizit na jednu.
Rovnicim (1) 1ze totiz vyhovét, poloZime-li
W 4 W :
o = VW, Tgy = — % oy’ oy = P (4)

Funkce W(z, y) se nazyva funkei napéti éili Airyho funkei. Dosadime-1i
vyrazy (4) do (2) a vylou¢ime-li u, a u,, zjistime, Z& Airyho funkce.
vyhovuje biharmonické rovnici

o'W o'W oW
BW = MAW) = 5+ 2 gy + 50 = O (5)

Reseni rovinného problému theorie pruZnosti lze tedy prevést na.
integrovani biharmonické rovnice za piisluinych krajovych pod-
minek. ,

Objasnéme, jaké jsou to podminky. Nejjednoduseji se formuluji,
jestlize jsou na hranici pruZné oblasti ddana posunuti jejich bodi.
V tomto pripadé, oznaéime-li hranici pruzné oblasti L, mame na L

e = g4(t), %y = ga(?), (6)
kde t je parametr, uréujici polohu bodu na L, a g,(t) a g,() jsou dané.
funkece. , ~

Necht jsou nyni ddny vnéjsi sily, plisobici na hranici L. Oznaéime-1i
jejich slozky X, a Y, dostaneme na zdkladé znamych vzoreti mechani-
ky deformovatelnych téles

o, cos(v, x) + T 00s(v, y) = X,, 7
Tgy €OS(v, ) + 0, cos(v,y) = ¥,. '
Zde je » vnéjsi normala k hranici L. Poznamenejme, %e

cos(v, z) = %, cos(v, y) = — g—:,

0s
kde s je délka oblouku hranice.
Dosadime-li do (7) napéti vyjadiend pomoci Airyho funkce, dostaneme
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0 [oW oW o
a‘s(‘az)”" as(ax) —

oW
W _
ﬂ—fx ds + Oy = fo(s) + Co

Rovnice (8) vyjadiuji krajové podminky nasf alohy pro pifpad, ze
jsou dany vnéj¥i sily pasobici na hranici. JestliZe je hranice L jedno-
duse souvisld, lze zvolit konstanty C, a C, pevné podle liboviile; jest-
lize hranice L je mnohondsobné souvisld, pak C, a C, mohou mit rizné
hodnoty na riznych kfivkach, tvoficich L. V tom piipadé musi byt
uréeny z pozadavku jednoznadénosti posunuti. V tomto smyslu je ro-
vinn4 tloha theorie pruZnosti obdobna modifikovanému Dirichletovu
problému.

Uvedené typy krajovych podml'.nek nejsou jediné. Nize ukdZeme na
prisludnych mistech nékteré jiné typy krajovych podminek.

Problémy, jeZ odpovidaji podminkdém (6) a (8), budeme nazyvat
prvnim, resp. druhym biharmonickym problémem.!

odkud
—fY,ds—{— C: = fi(s) + Cy,
(8)

b) Ustdleny rovinny pohyb viskosnf nestlaéitelné kapa-
liny. Rovnice Navier-Stokesovy2 nabyvaji v tomto p¥ipadé tvaru

ov, 1op
Vo gy T Y "a =vdv. — o5
] op
Vg ax+ ﬂa A.UV_E'aTJ7 (9)
_|_av,,

Zde v, a v, jsou sloiky rychlostl, p je tlak, g je hustota kapaliny, » je
koeficient viskosity. Rovnice (9) jsou napsany za pfedpokladu; Ze ne-
pisobi Zadné objemové sily.

1 V knize N.TI. Muscheliéviliho [28a] se prvﬁn biharmonickym problémem na-
zyvé krajovy problém theorie pruZnosti s podminkami (8).

? Viz N. E. Koéin, I. A. Kibel’, N. V. Roze, Téoreti¢eskaja gidromechanika,
¢. II, Gostdchizdat, 1948. .
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Tieti z rovnic (9) ukazuje, Ze existﬁje funkce @D(x, y), nazyvans
proudovou funkei, takova, Ze
oD od
Vg = 53/—, Vy = — a (10)
Dosadime-li toto do prvych dvou rovnic a vyloutime-li p, nalezneme
rovnici, jiz vyhovuje proudova funkece:

2240 _20040) an
oy ox ox oy |

Jestlize v rovnici (9) zanedbdme inercidlni &leny, je prava strana
v (11) identicky rovna nule; dostaneme, Ze @ vyhovuje biharmonické
rovnici.

V theorii viskosni kapaliny se predpokladi, Ze.viskosni kapalina,
stykajici se s tuhym t8lesem, k nému ptilne, takZe se rychlosti tuhého
télesa a s nim se stykajicich ¢astic kapaliny sobé rovnaji. Odtud lze
lehce odvodit krajové podminky p¥i problému obtékdni. JestliZe viskos-
nf kapalina obtéka jedno nebo nékolik téles, o nichZ budeme pro jedno-
duchost predpoklidat, Ze se nepohybuji, pak na hranici téchto téles

2 _ o0
ox > oy

Jestlize osu z orientujeme rovnohézné s rychlosti proudéni v ne-
koneénu a velikost této rychlosti oznaéime U, mi podminka v nekoneé-
nu tvar ‘

A@:i(

14

= 0. (12)

lim [@(x,y) — Uy] = C, C = konst. (13)

zt+ytoc

NiZe uvidime, Ze tloha o obtékdni neomezeného proudu viskosni
kapaliny okolo tuhého télesa je nefeSitelnd, jestlize zanedbame iner-
cidln{ cleny. V tom spotiva t. zv. Stokesovo paradoxon.

Na biharmonickou rovnici vede také mnoho jinych tiloh matematic-
ké fysiky. Tak na pf. na rovnici tvaru A*W = p(z, y) se pfevadi iloha
o ohybu plastické hmoty vlivem zati*eni, které je normalni k jejimu
povrchu. Na rovnice tého# typu se prevadéji také nékteré tilohy oce-
anologie.’ '

1 Viz V. V. Stokman, Uravnénija polja polnych pot;okov, vozbuZdajemych
vétrom v ndodnorodnom polje. Doklad AN SSSR, 1946, t. IV, &. 5. -
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§ 40. Komplexni vyjad¥enibiharmonické funkce. Kazd4 biharmonicka
funkee W{z, y) (t. j. integral biharmonické rovnice) miZe byt vyjidie-
na pomoci dvou analytickych funkef komplexni proménné z = z + y.
To lze uédinit takto: Funkece P(z,y) = AW je harmonickd, nebot

= A*W = 0. Necht @(z,y) je funkce konjugovani s P(z,y).
Oznaéme P + i@) = 4¢'(z). Funkce

p(z) = p(x, y) + iq(x, y) = } [(P + iQ) dz
je analytickd funkce z. Vypoétem se lehce presvédéime, Ze A(W —
— px — qy) = 0, t. j. Ze funkce p,(z, y) = W — px — qy je harmonic-
ka. Polozime-li p,(x, y) = Re{x(2)} a-vSimneme-li si, Ze px 4 qy =
= Re{z ¢(2)}, dojdeme ke Goursatové formuli, je% divd hledané
vyjadrenf biharmonické funkce pomoci analytickych funkef komplexni
promeénné ¢(z) a ¥(2):
W(z,y) = Re(z ¢(2) + 2(2)}. (1)
Funkce ¢(z) a p(z) = x'(2) budeme nazyvat Goursatovymi funkcemi.
Je-li dana funkce W(z, y), nejsou Goursatovy funkce uréeny tplné
jednoznadné. ¢'(z) je totiZz uréena aZ na ryze imaginarni aditivni kon-
stantu a ¢(z) je tedy urdena aZ na aditivni ¢len tvaru inz + f, kde « je
realna a f} je komplexni konstanta. Funkece y(z) neni také uplné uréena,
aviak to je pro dalsi méné podstatné.
Z Goursatovych vzorct lehce dostaneme dvé dulezité formule, jez
v definitivnim tvaru vyslovil N. I." Muscheli§vili. Prvd z nich dava
vyjadFeni derivaci biharmonické funkce pomoci Goursatovych funkei:

0 0 -
T i 5= 0 + 27 + ), 2)

kde
p(2) = 1'(2). (3)

Druhy vzorec se vatahuje k rovinnému problému theorie pruznosti;
vyjadiuje posunut{ pomoci Goursatovych funkei a md tvar

2u(u, +1u,) = % p(z) — 2 ¢'(2) — y(2). (4)
Zde jsme oznadili
A+ 3u
H = ﬂ lu .
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Poznamenejme, Ze x > 1. Vzorce (2) a’ (4) snadno dostaneme
z Goursatova vzorce a z rovnic (2) a (4), § 39.

Uvedme jesté dva vzorce G. V: Kolosova, je# vaii napéti s Goursa-
tovymi funkcemi:

o, + 0, = 4Re(¢’(2)}, (5)
oy — 0, + 207, = 22 ¢"(2) + ¥'(2)]. (6)

Vzorce (2) a (4) ndm dovoluji prevést zdkladni problémy theorie
pruznosti v roviné na krajové tlohy theorie analytickych funkei. Prvy
problém se pfevadi na sestrojeni analytickych funkef ¢(z) a y(z), jez
na hranici oblasti vyhovuji rovnici

% p(z) — 2 ¢'(2) —p(2) = 2u(g, + 19.)- (7)
V druhém problému je t¥eba sestrojit' analytické funkce ¢(z) a p(z),
jez na hranici vyhovuji krajové podmince

na L, ¢(z) + 2¢'(z) + y(z) = f + ifs + by, by = konst. (8)
Zde s
f1+if2=1’f(Xv+'in)dsﬁ (9)

kde X, a Y, jsou slozky vméjsich sil pisobicich na hranjci ve sméru os =
a y. Konstanty b, je nutno zvolit tak, aby posunuti byla jednoznaénd.

Na tutéz krajovou tlohu, avSak bez liboviile pfi uréeni pravé stra-
ny,! se v hydrodynamice pfevadi loha obtékani viskosni kapalinou.

Je uzitedné poznamenat, Ze rovnici (8) lze uvazovat jako specialnf
piipad rovnice (7) pro » = — 1.

Jindy byvd uZiteéné piedb&ing konformné zobrazit oblast, jez je
vyplnéna pruznym prostfedim nebo viskosni kapalinou, na néjakou
jinou oblast. Vzorce (7) a (8) se potom ponékud méni. Necht z = w(0)
je funkce realisujici zobrazeni. Oznadme

p(z) = @(w(0)) = D(0); y(z) = p(w(0)) = (o).

1 A tedy bez dodatednych poZadavkh takového typu, jako je jednoznadnost
posunuti. ’ ' '
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Potom rovnice (7) a (8) jsou nahrazeny rovnicemi:

% 0(0) — 2O F(5) — T(o) = 2ulg, + iga) (10)
w'(o)
a‘ .
(o) + wﬂ‘(% @) + P0) = f + ifa + bie (11)

VySetfme nyni analyticky charakter Goursatovych funkei. Jestlize
oblast vyplnéns pruZnym. prostfedim je omezeni, jednoduse souvisly
a nepisobina ni ani bodové sily nebo momenty, pak ¢(z) a p(z) jsou
prosté regularni v oblasti. Pravé tak ¢(z) a (z) jsou regularni v jedno-
duge souvislé omezené oblasti, vyplnéné viskosni kapalinou, jestlize
v oblasti nejsou ani prameny, ani propady.

Zabyvejme se nyni pripadem mnohondsobné souvislé oblasti. Jeji
hranici oznadme jako obvykle L, vnitini kiivky, z nichZ se sklad4,
Ly, L,, ..., L, a kfivku omezujici oblast z vnéj§ku (jestlize je oblast
omezenda) L,. Vlastni oblast oznaéme pismenem D. '

UvaZme ta omezeni, jeZ musi nutné splilovat Goursatovy funkce pti
rovinném problému theorie pruznosti. Ze vzorce (4), § 39 je patrno, Ze

, P(x,y) = AW = o, + 0,.

Napéti je jednoznadns funkee stejné jako posunuti. Odtud plyne, Ze
P(z, y) je jednoznatni. P¥i tom Q(z, y) vzroste o konstantu p¥i ob&hu
kolem kazdé z vnitfnich kfivek L,, L,, ..., L, proti hodinovym ruéic-
kim. Oznaéme onen piiristek 8zA,. Potom pii uvedeném obéhu
funkce ¢'(2) vzroste o 2mwid,. JestliZe z, je bod uvnitf k¥ivky L,, pak
pri tomté% obdhu funkce A4, lg(z — z,) vzroste také o 2mid,. Odtud
plyne, Ze

.

¢'(2) =kZlAk Ig(z — zx) + f(2), (12)
kde f(x) je funkce reguldrni v D a A, je realnd konstanta. Neni obtiZné
nahlédnout, Ze neuréity integral

| [fz)dz
miife také obsahovat logaritmické séitance. Integrujeme-li tedy rov-
nici (12), dostaneme
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#0) = Sdszlgle— ) + SBulgle — =) + 9. (13)

V tomto vzorei je p*(z) jednoznaéna funkce, regularni v D; B} je
komplexni konstanta a A, jsou, jak jiZ jsme vidéli vySe, redlné kon-
stanty. !

Obratme se k funkei ¢(z). Vzorec (12) ukazuje, Ze ¢”(z) je jednoznad-
na. Nyni ze (6) plyne, Ze y'(z) je také jednoznaéni a jeji neurmty
integral obsahuje logaritmické ¢leny:

¥(2) 27210 k18 —zi) + v*(2), (14)

kde y*(z) je funkece regularni v D.

Pii odvozovani vzorca (13) a (14) jsme uZili pouze jednoznaénosti
napéti. Objasnéme, jakd omezeni klade na koeficienty A4,, By, C; po-
Zadavek jednoznacnosti posunuti. Vzorec (4) ukazuje, Ze pfi obéhu
kiivky L, vzroste soudet 2u(u, + tu,) o

2ni[(x + 1) Az + xBy + C.
_Tato velidina se rovna nule, nebot posunutf jsou jednoznaénd. Odtud
plyne, ze
Ak =0, C’k = xEk: (15)

a tak koneéné dostaneme nésledujici vyrazy pro Goursatovy funkce
p¥i rovinném problému theorie pruznosti:

= in lg(z — 2zi) + @*(2),

- (16)
- ple) = —leBklgz—zk) + y*().
(k=
Koeficierity B, maji jednoduchy fysikiln{ smysl:
_ X +i¥,

kde X a Y, jsou slozky, hlavniho vektoru vnéjsich sil pisobicich na
k¥ivee L,. P¥i druhém zdkladnim problému jsou tyto koeficienty zna-
my v disledku krajovych podminek, pfi prvém viak zustdvaji neznd-
mymi.
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Pongkud jiny charakter mé mnohoznaénost Goursatovych funkei
v hydrodynamice viskosni kapaliny. Zde je t¥eba poZadovat jedno-
znadénost rychlosti, t. j. jednoznaénost derivaci biharmonické funkce.
Vzorec (13) plati dile. Ze vzorce (4) je patrno, Ze p¥i obéhu kiivky L,
proti hodinovym ruéi¢kam vzroste y(z) o 2niB,, a tedy

v(z) = 2By lg(z — z) + v*(2), (18)

kde p*(z) je regularni v D.

Formulujme je$té dal$i problém, ktery budeme nazyvat tfetim
bjharmonickym problémem: Jest urdit biharmonickou funkei, jsou-li
na hranici oblasti dany prvé derivace, za predpokladu, Ze tyto derivace,
jakoZz i prvé derivace Goursatovych funkei jsou jednoznaéné v uvazo-
vané oblasti.

Pri tfetim problému tedy predpokladiame, Ze ¢(z) miZe byt vyjidie-
na vzorcem (16) a y(z) vzorcem (18). Poznamenejme, Ze pro jednoduse
souvislou oblast je druhy a tfeti problém totozny.

Lze dokazat, Ze kazda ze ti{ formulovanych tloh m4 jediné Fefeni
(viz [27d]). *

Shora uvedené Stokesovo paradoxon je bezprostiednim disledkem
jednoznaénosti TeSeni tfetiho problému. Skutedns, jestlize kapalina
obtékd pouze jedno téleso, je oblast vyplnénd tekutinou jednoduse
souvisld, Goursatovy funkece jsou jednoznaéné a problém obtékani
splyvd s tfetim problémem, jejZ je nutno Fesit pfi téchto podminkéch:
prvé derivace hledané funkce se rovnaji nule na hranici a jsou omezené
v nekoneénu.! Z véty o jednoznacénosti plyne, Ze hledand biharmonicks
funkee je identicky rovna konstanté. Aviak potom jsou jeji derivace,
t. j. rychlosti, identicky rovny nule. Tak dostaneme, Ze viskosn{ kapa-
lina obtékajici tuhé téleso je v klidu.

Jestlize viskosni kapalina obtékd nékolik tuhych téles, dostaneme
fefeni, uZijeme-li libovolnosti koeficientt A,. V tom pfipadé ma pro-
blém. obtékani jednoznaéné feSenf pouze tehdy, kdyZz je oblast dvoj-
nésobné souvisld; jestliZe je oblast vice ne# dvojnisobné souvislé, pak
je Fe$en{ nekoneéné mnoho.

1 To plyne z toho, Ze v nekoneénu v, = U, v, = 0.
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§ 41. Greenova funkce a Schwarzovo jidro. Necht D je omezend oblast
roviny z = 2 + 4y, jednodude nebo mnohonasobnd souvisld, a necht z
a { = £+ in jsou libovolné body oblasti .D. Oznaéme r vzdilenost-
mezi témito body: r = |z — {|. Jak je zndmo, Greenovou funkei
oblasti D nazyvame funkei G(z, y; £, ) dvou bodu této oblasti, jeZ ma
tyto vlastnosti:

a’) G(x’ Y, §, 77) = g(x’ Y &, 77) - Igri, (1)
kde g(x, y; &, n) je harmonicka funkee v D proménnych & a  pro dand x
ay; '

b) Jes!:liie bod ¢ = £ + in leZi na hranici oblasti D, pak

Gz, y; &, m) = 0. (2).

Funkei g(z, y; &, ) 1ze sestrojit, jestlize fe§ime Dirichletiiv problém
pfi krajové podmince: na hranjci L oblasti D ¢ = lgr.
Z vlastnost{ a) a b) plyne soumérnost Greenovy funkce:

. G(x: Y £, 77) = G(E, 7%, y) (3)

Pomoci Greenovy funkce se fedi Dirichletiiv problém v uzaviené
formé: Jestlize U(x,y) je harmonickd funkece v D, rovnajici se u({)
v bodé ¢ hranice, pak

U y) = o [ue) B ao, ao = 1az, @
L
kde » tentokrat oznacéuje vnitini normalu k L v bod$é ¢.

Ze soumérnosti Greenovy funkece plynme, Ze je nejen harmonickou
funkef & a 7, nybrz také x a y v celé oblasti D, mimo bod (£, ). Zavedme
pro dalsi dalezity pojem komplexni Greenovy funkce. Budeme uva-
Zovat G(z, y; &, 1) jako funkeci komplexnich proménnych z a { a ve
shod$ s tim ji budeme znagit G(z, {). Sestrojme funkei H(z, ¢), konju-
govanou s G(z, {) vzhledem k proménnym « a y. Lze na p¥. polozit

z

H, c>=f—aGd +§d (5)

«

kde a je libovolny, avsak pevné zvoleny bod uvnit¥ oblasti D. Funkce
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H(z, £) je redlnd mnohoznaéns funkce svych argumenti. Na jedné
z jejich vétvi plati identita
H(a, {) = 0. (6)

Komplexni Greenovou funkei nazyvame funkei
M 0) =6 ) + i Hz, 0). [0

M(z, £) je analytickd, nikoliv viak regularni funkce proménné z v D
a neanalyticka funkce proménné (.

Komplexni Greenova funkce je mnohoznaénd, nebot obsahuje &len
— Ig(¢{ — 2z). Mimoto, jestlize je oblast D mnohondsobné souvisla,
méni tato funkce své hodnoty pfi obéhu kolem libovolné vnitini hra-
nice oblasti v roviné z. Oznaéme jako d¥ive L, vndjsi a Ly, Ly, ..., L,
vnitini hranice oblasti D. P¥i obéhu kolem L, proti hodinovym ruéié-
kém vzroste funkce H(z, {) o néjaky pfiristek, ktery bude obecnd
funkef . Oznacme jej 27 by (¢):

1 26 e
Ly

Zde je { = £ + in vnitini bod oblasti D a z = x 4 4y bod na kfivee L.
Oznaéme 7 smér vnitini normély k L, v bod® z a poloZme |dz| = ds.
Ziejmé

X
Pl cos(s, ) = — cos(n, ¥),
dy o
1= cos(s, ) = cos(n, x).
'Odtud plyne, Ze ‘ 1 [ 26
bi(l) = o= f - ds. (8)
Ly

Pii obéhu kolem L, proti hodinovym ruéiékdam vzroste komplexni
Greenova funkce o 2mi b,(8). O totéZ p¥i tém% ob&hu vzroste funkece
bx(8) 1g(z — 2;), kde z, je libovolny, pevné zvoleny bod uvniti L,.
Komplexni Greenova funkce muZe byt tudiz vyjadiena takto:

Mz ) = C)—I—Zb £) gz — 2:) —1g(¢ —2), (9)
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kde M(z; {) je regularni funkce proménné z v D. Poznamenejme, Ze
M (z; £) jako funkce proménné ¢ je jednoznaéni.

DokaZme, Ze b,({) je harmonickd funkce & a n v D, rovna jedné na
L,anulena L, j=0,1,.., k—1,k+1,....,n

V (8) provedme substituci z v { a v z. Ve shodd s timto zméfime n
v va ds v do. Potom dostaneme

1 oG
bk(Z) = -2—nfa—vd0'

Ly,

UvaZujme Ifunkci 85(¢) bodu ¢ na hranici L, kladouce

1, jestlize { lezi na L,

9x(6) = {o, jestlize ¢ le#i na Ly, § + k. (10)
Potom lze napsat b.(2) ve tvaru
1 oG '
bu(z) = o fak(f)gdﬁ- (11)

L
Porovname:li toto se (4), pfesvédéime se o spravnosti naseho tvrzeni.

Necht nyni ve vzorci (9) znaéi z vniténi bod oblasti D, ¢ bod na hra-
njci L a » vnit¥ni normdlu k L v bodé . Polozme

PulE) — 0y (12)
* Mz ¢
LI ) (13)
Derivujeme-li (9) podle v, dostaneme:
2 ! 1 0
750 =D L S e —n — Xy

I‘unkci T(z; ) budeme nazyvat Schw,arzovym jadrem oblasti D.

vvvvvv

Schwarzovo jadro je v D analytwka funkce proménné z a je mnoho-
znadna, jestliZe je oblast D mnohonasobné souvisla. Pfi obéhu okolo L,
proti hodinovym ruéi¢kdm vzroste o 2mia,(¢). Déle T'(z; £) je jedno-
znaénd a neanalyticka funkce {. Redlna éast Schwarzova jadra je nor-
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malni derivace Greenovy funkce. Jedna z vétvi jeji imagindrni ¢dsti je
identicky rovna nule pro z = a:

Im{T(a; {)} = 0. (15)

Necht f(£) je spojitd realni funkce bodu na hranici L. UvaZujme
integral

D)= 5 f 1(8) T(z; ¢) do (16)
L

®@(z) je analytick4 funkce z. Ze vzorce (4) je patrno, Ze jeji redlnd Gast je
jednoznadéna v D a na hranici se rovna f({). Vzorec (15) dale ukazuje, Ze
jedna z v&tvi imaginarn{ &asti ®(z) je rovna nule pro z = a. Vzorec (16)
tedy uréuje analytickou funkeci z hodnot jeji redlné ¢asti na hranici za
predpokladu, Ze tato realna ¢ast je jednoznaéna.

Necht F(z) = u(2) + 1 v(z) je analytickd funkece, jeZ nema uvniti D
singularni body. Piedpoklidejme jesté, Ze jeji realnd éast u(z) je jedno-
znadnd v D a spojitd uvnitt i na hranici D. Jak jsme jiZ vidéli, integral

1

27
L

uw(() T(z; {) do

je analyticka funkece z, jejiz redlna ¢ast se rovna u(z). Takova funkce se
miiZe liSit od F(z) pouze o imaginarni aditivni konstantu. Jedna z vétvi
imagindrni éasti posledniho integralu se rovna nule pro z = a. Odtud
Jze lehce nahlédnout, Ze

1
27

u({) T(z; £)do = F(2) —iv(a). (17)
.
V tomto vzorei je v(a) hodnota v bodé a jedné z vétvi funkee #(z).

Jestlize funkee u(z) harmonicka v D je jednoznaéna, pak funkece v(z)
s ni konjugovana bude obecné mnohoznaéni. Vzoree (17) umozZiiuje
vypoéitat z hodnot u(z) na hranici veliéinu, o niz vzroste v(z) pfi obéhu
podél kiivky L proti hodinovym ruéi¢kam. Tento ptiriistek je zfejmé
Toven

lfu(i')a,k(i) do. (18)
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JestliZe imaginirni éast v(z) je jednoznaénd a spojitd v celé oblasti
is hranicf, plati vzorec analogicky vzorei (17):

5= | %0 T, ) do = = F() — > ula). (17,)
L

Ptitom je prirtstek realné ¢asti F(z) pfi obéhu kolem ki‘ivky L, proti
hodinovym rucickdm roven integralu

——]!'v(C) a,(¢) do. (19)

~

Jestlize F(z) je jednoznaténd, rovnaji se integrily (18) a (19) nule.
Odtud lehce dostaneme vzorce, jez plati pro libovolnou analytwl\ou
funkei reguldrni v D a spojitou uvnitf i na hranici D:

f F(¢) ay(t) do = 0, (20)

{ (2) ax(¢) do = 0. (21)

Pro jednoznadnou funkei F(z), regularni v D, plati soudasné vzorce
(17) i (17,). Vyndsobime-li (17,) 4 a pFi¢teme-li a odedteme-li vysledek
od (17), dostaneme dva vzorce dilezité pro vse dalsi:

= | F&) 7@ 2 do = Fo) — 5 o), (22)

= | o 7E 040 = 5 @, (23)

L
Zduraznéme, Ze vzorce (22) a (23) plati pouze tehdy, je-li funkce
F(z) regulirni a tedy jednoznaéna v D.
Uvedme specialni pfipad vzorce (22), jenz se dostane pro F(z) = 1:
X .

27
L

T(z; ¢) do = 1. " (24)

Komplexni Greenova funkce md vlastnost, kterou nazveme inva-
rianci vzhledem ke konformnimu zobrazeni. Spoéiva v tomto:

Necht funkce t = &(z) konformné zobrazuje oblast D roviny z na
oblast D’ roviny ¢ a mecht M'(¢; ) je komplexni Greenova funkce
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oblasti D’. Potom je komplexni Greenova funkce oblasti D dana
veoreem MUz 8y = M'(e(2); e(£))- (25)
Dikaz vzorce (25) se dostane jednoduse z definice Greenovy funkce.

Diferencujeme-li obé strany posledni rovnice ve sméru normaily,
nalezneme vztah mezi Schwarzovymi jadry oblasti D a D'

T(z; ) do = T'(e(2); &(£)) do’, do’ = |d1]. (26)

Na zavér dokazme nékolik vét pro Schwarzova jidra, jez jsou nutné
pro dalsi vyklad.

Véta 1. Necht f(L) je funkce bodu na hranici L, spojitd podél L a m-krdt
spojitd diferencovatelnd podél jistého obloukuw L' této hramice. Necht
mimo to uhel sevieny normdlou v a redlnou osou je také m-krdt spojité
diferencovatelny podél L'. Potom funkce

o) = o= [ 10 76
L

je m — 1-krdt spojité diferencovatelnd podél oblouku L", jenZ lesi
wonatf L',

Staci uvaZovat ptipad, kdy f({) je redlna. Funkce @(z) je analytick4.
a reguldrni v kazdé jednoduse souvislé 8asti oblasti D. Jeji redlna édst
se na L shoduje s f(z). Vyjmeme z D jednoduSe souvislou éast D, tak,
aby L’ leZela na hranici D,. Zobrazme D, na kruh. Potom, vyjdeme-li
ze Schwarzova integralu pro kruh, lehce zjistime, Ze @(2) je m — 1-krit
diferencovatelnd podél oblouku kruhu, odpovidajicimu oblouku L”.
Nyni, abychom dokézali vétu 1, stadi uzit znamého faktu, Ze v da-
sledku podminek véty je funkce realisujici zobrazeni D, na I\ruh
m — 1-krat spojité diferencovatelna podél L”.

Véta 2. Nechtdhel sevieny normdlou v a osou & je spojity a md derivace
a¥ do #ddu m-tého véetné vzhledem k o na celé hranici L. Potom platé
vzorec 1 dr

=Tz Dda__u‘ >+ Pz {) do,. (27}

kde funkce P(z; (), jestlize neptihliZime k jejim logaritmickym singula-
ritdm, je spojitd uvniti © na hranici am—2- krat dzferencovatelna ne
hranici vzhledem k 2.
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Funkee M(z; {) + 1g({ — 2), uvaZovani jako funkce proménné z,
nemd singularni body uvnitf D; jeji redlnd &dst je jednoznadéna a na L
splyva s Ig|¢ — 2|. Na tuto funkei 1ze uZit vzorce (17), jenz ddva:

1 .
%flgw 1| T(z; 1) do, =
L

= M(z; {) + 1g({ —2) + i H(a; {) — targ({ — a).

V tomto vzorei z a £ jsou body uvniti D, ¢ je bod na hranici L. Protoze
H(a, £) = 0, plati

M 0 = o [ 1610 — 8705 1) doy—g(¢ —2) +  anglc —a).
L

Derivujeme-li tuto rovnici ve sméru norm4ly v, prochézejici bodem ¢,
nechame-li { konvergovat k hranjci a uZijeme-li véty o normélni deri-
vaci logaritmického potencidlu jednoduché vrstvy, dostaneme

sy 1 o]l —¢ 2 3 . darg({—a)
T(z,I)——,nf T T(z t) do, — —F 9 —=> R

Dale
2= = 60s(¢, &) + i cos(vg, 1) = cos(o. 1) — i cos(o, §) = —i 5=
a c C) c’ P 3 3 d M

Tak dojdeme ke vzorei (27), jestlize poloZime

Pl o) = g [ 2B ao, 4 2B =)
L

Zbyvi dokdzat, Ze P(z; ) je m — 2-krat spojité diferencovatelnd podle
zv D + L. Aviak to pf‘imo plyne z véty 1, nebot v disledku podminek

alglC

véty 2 je funkee — 1-krat spojité diferencovatelnd po-

ovg
dle o podél hranice L.

Véta 3. Identita
9(8) = h(2), (28)

kde C je bod na hrawici L o funkce g(¢) a h(L) jsou spojité, je ekvivalentni
soustavé identit
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-—f O T ¢ do——fk(C {) do,
—“fg(C ) T(z; {)do = ——fh(C

Je tieba dokdzat, Ze (28) plyne z (29). Sedteme-li obé identity (29)
a pfevedeme-li vSechny ¢leny nalevo, dostaneme

1 ,
z—nfRe{g(C) —h()} T(z; £) do = 0.
L

(29)

Redlnd ¢ast posledniho integralu je harmonicka funkce v D, splyvajiei
na L s Re{g({) — h(£)}. Odtud plyne, ze Re{g({) — h(¢)} = 0. Uplng
obdobné se dokaze, Ze Im{g({) — k({)} = 0.

§ 42. Prevedeni prvého a tFetiho problému na integralni rovnici.
V § 40 jsme zjistili, Ze prvy a t¥etf{ biharmonicky problém se pfevadi na.
nésledujici krajovou tlohu theorie funkef komplexni proménné:
Uréit analytické funkce @(z) a y(2);, vyhovujici témto podminkdm:
1. ¢(z) a 9(2) nemaji singuldrni body uvnit¥ oblasti D;
2. ¢'(2) je jednoznaéni v D;
3. na hranici L oblasti D plati
% () — L @'(8) — (&) = 9(0), : (1)
kde x je konstanta a g({) je dana spojitd a jednoznaéna funkce bodu na
hranici. Budeme pfedpoklddat, Ze tato funkce je dostateénd hladka.
V prvém problému
A4 3u — Y-
— 22 0(0) = 2utue + i)
v tietim je tfeba poloZit
x=—1, g({) = — () — by
O oblasti D budeme piedpoklidat, Ze je omezend.
Pristupme k FeSeni formulované krajové dlohy.
Casto byvé uZitedné konformné zobrazit oblast D na néjakou oblast
D*. Necht z = w(t) je funkce, realisujici toto zobrazeni. Oznaéme-

p(w()) = D), p(w(?)) = F(2).
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Dale necht ¢ = () a G(¢) = g(w(t)). Uloha se tedy pievadi na uréeni
D(t) a ¥Y(t) z krajové podminky

o(T) =—

x P(r) —=== P'(r) — ¥(7) = G(v), (1,)

jeZ ma byt splnéna na hranici y oblasti D*. Viimnéme si, %e @'(t) je
jednoznaéna v D*. Odtud plyne, Ze funkce x @(¢) — (1) je také jedno-
znadéna v D*, \

Skute¢né z jednoznaénosti @’(t) a G(t) plyne; Ze x» D(t) — P(t) je
jednoznadni na hranici. Odtud plyne, %e tato funkce je jednoznacénd
i uvniti oblasti, kde @(t) a ¥(¢) nemajf singularni body.

Podle véty 3, § 41 rovnice (1,) je ekvivalentni témto dvéma:

L {xqb(r)—i,(?_)—qT(r) Y(r )} (¢, ©) do——f T(t, 7) do,

47 J w'(7) @)
ﬁ {x D(7) ——Z—,((%¢ (r) — (1:)} (¢, 7) do = —f (1) T ¢, 7)d (3)

Zde je y hranice oblasti D*; T'(t, 7) je Schwarzovo ]a,dro této oblasti.
Rovnice (2) a (3) lze zjednodusit. PoloZme
o) = p + 1g, P(t) = p, + iq,.
Harmonické funkce xp — p, = Re{x D(¢) —P(t)} a xq + g, = Im{x .
. @(t) — ¥(2)} jsou jednoznainé v D*. Na né lze uzit vzoret (17) a (17,),
§ 41. Protoze
xp — py = Re(x D(t) — P(t)}, =g + ¢, = Im{= B(¢) 4- P(1)},

podle uvedenych vzored

= f (ep — 1) T(t, 7) do = 2 D(t) — P'(t) — il% g(@) — qi(a)],

2

o f (g + 02) T, 7) do = [ B() + P()] — = [ p(a) + p(a)].

Vynisobme druhou rovnici i. Pfi¢teme-li a odeéteme-li ji od prvé,
dostaneme:

f [ @) — F(@)] Tt, 7) do — % B(1) — 5 [x D(a) + (@)},
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—f[% (T, 7)do = —¥() +—[% ®(a) + ¥(a)]-

Protoze @(t) a P(t) jsou uréeny aZ na aditivni konsta,ntu milZzeme po-
lozit % ®(a) + Fla) = 0.

Dosadime-li nynf posledni dvé rovnice do (2) a (3) a oznadime-li pro
struénost

s GMT@ﬂw=Am,$fmﬁﬂumM=—M& (4)

%4

Y Y.

dostaneme
) x@@egf§% 7) T(t, 7) do = A(t), (%)
wit) + = [ 25 a0 7, 7) do = Be). (6)

nJ w'(7)
Y
Rovnice (6) pfimo uréuje ¥(2), jestlize je zndma PD'(7). Obratme se
proto k rovnici (5). PfepiSme ji v tomto tvaru:

o B(t) — — f@ T(t, ) ®'(z) do —

in (1)
of¢m _ (7)
— 4 Ja o T, 1) do = A(2).
Funkece f,’((;)) je regularni v D* a podle vzorte (23), § 41 miame
1 d'(7) _1%(a)
— T de
w()“) g

Dosadime-li toto do (7) a del‘lvujeme-]j podle ¢, dostaneme:
_i w(z) — o) ] 1, d@
D'(t) at[ J(‘[) T, 7)| D'(7)do w 1) 57(_;) = A'().

Uréeme konstantu ! z rovnice
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a poloZme ') = 8(t) + Lo'(2). (10)

'Dosadime-li toto do (8), dostaneme rovnici Pro novou nezmimou
3(2):

% B(t) ——1— 3[M T(t, 1)] ) do = A'¢). (11)
ot ' (7)

Budeme pi‘edpoklédat Ze hranice y je dostatetné hladksi. Potom

A(t) a Fr [w(i——)ait) T(t, t)] jsou spojité uvnitf i na hranici oblasti.
: (T

Piedpoklddejme, Ze ¢ konverguje k néjakému bodu 7, na hranici. Pro-
vedeme-li v (11) limitnf pfechod, dostaneme integralni rovnici

1 0 [o(r) — w(zy) ]— 1,
Hzo) — ry a7, [—WT T(zp, 7) ?9(7) do = ;A (7o), (12)
14
v ni% nezndmou je hodnota funkee #() na hranici, p¥i éem# 9(z) je regu-
lirni v D*, ‘
Rovnici (12) 1ze zjednodusit. UZijeme k tomu vzorce (14), § 41, z né-
hoZ lze lehce nahlédnout, Ze

N

1 9 o(r) — o) w'(t) < .

In at[—m— T@®, )| = K, 7) — ; ar(7) 1g(t — 24),

kde K(¢; 7) je v .D* regulérni funkee ¢ a #; je bod uvnit¥ p,; y, je obraz
L,. j,((% je reguldrni v D* a podle vzorce (21), § 41

fak(t)i(ida =0,k=1,2, ,n
) o)

Pro &(7) nyni dostaneme rovnici

HMNry) — % fK(ro, 7) Hr)do = %AI(TO). (13)
14
Integralni rovnice (13) neni Fredholmova, nebof za integra¢nim
znaménkem je #(z) a nikoliv &(z). Lze ji viak prevést na soustavu
dvou rovnic Fredholmova typu, jestlize oddélime redlnou a imaginarni
t4st a za nezndmé povazujeme Re{#(z)} a Im{d(r)}. Odtud plyne, Ze na
rovnici (13) lze uzit Fredholmovy alternativy.
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§ 43. VysetiFovani integraini rovnice. Viimnéme si pfedevsim, Ze prava
strana rovnice (13) § 42 je jednoznaéna v D*. Skuteéné v dusledku
vzorce (14), § 41

’ 1 oT t, 1 oM L
A'(t) = Z;th(T) (at v) do = in fG(r) ——-a‘;(at 7) do +
Y

Y
G(z) ot " 13 1
(r —t)? ov 4 =t — 1,

fak(r) G(t) dr

v

1
Ta

a vSechny t¥i éleny napravo jsou jednoznaéné a regulirni v D*.

. Predpokladejme n&ni, Ze rovnijce (13), § 42 je rozfeSena a hodnoty
#(7) na hranici jsou uréeny. T4% rovnice d4 potom analytické pokrado-
vani 9(f) uvnité oblasti, totiZ

¥(t) = %A’(t) + % f K, 7) 9(7) do.

Uréeme nyni konstantu I ve vzorei (9), § 42. Poloime v (10), § 42
t =a a prejdéme ke konjugovanym hodnotim. Potom dostaneme

&'(a) = #(a) + | o'(a). Dosadime-li toto do vzorce (9), § 42, dostaneme
rovnici pro I:

il — T 19(_). (1)
2 w'a)
V prvém problému x > 1 a Il je jednoznaéné urdeno rovnici (1).
V tietim problému x = — 1 a rovnice (1) pfejde v rovnici:
-1 %a)
I+ 1=
+ 2 w'(a) ) (2)
Aby mohla byt konstanta [ v tfetim problému uréena, je nutné a staéi,
aby veli¢ina j,((?z)) byla redlni. Jestlize je tato podminka splnéna, pak
. _ 1 19( )

a imaginarni ¢ast ! zistava libovolnou. Funkce @'(¢) je uréena a% na
sGitanec tvaru ixw’(t), kde » je redlnd konstanta.

Je-li uréena @'(t), nalezneme ze vzorcu (5) a (6), § 42 D(t) a ¥(t)
a lehce se presvédéime, Ze tyto funkce jsou feSenfm nasi tlohy.

194



Podminka, ze f’((‘clz)) musi byt realnd, je ekvivalentni podmince:!
{fldx—[—fzdy:O. (3)3
Dokazme to. V tfetim problému

#=—1, g({) = — (f + ifs)

a rovnice (12), § 42 nabyva tvaru

#(z) + [K(z, 1) F@) do=lim . [ F(x) #”tf) do, |
Y t—1, J E (4)1
F(T) = fl + if2' J

ReSme pomocnou tlohu: Uréit analytické funkee R(f) a S(2) s jedno-
znadnou R’(t), které nemaji singularni body. uvnité D* a vyhovuji na 9
rovnici

R<g>+%m+m=m)+@£. (5)

Upravujeme-li tuto rovnici obdobné jako rovnici (1), § 42, nalez-
neme:

S(t) + Tln—f wl(r) R'(7) T(t, v) do = éfm T(¢, v) do +

@' (%)
o)t (6)
R(t) + 74"1?]?(% B(7) T(t, 7) do =4—1nf F(7) T, 7) do —
RO + [K (60 Bl do + '2(‘) w:ga; — [P e 4o
+ 20 ;T% y (8)

1 V problému I rovnice (3) znadi, Ze se hlavni moment vnéjsich sil plisobicich na
hranici L rovné nule. Viz [28a].
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Porovnime-li (8) a (4), vidime, Ze rovnici (8) vyhovuje R'(t) = 9(t).
Uréime-li takto R'(t), nalezneme z rovnic (6) a (7) E() a S(1).
ReSeni pomocné tlohy tedy existuje. Oznaéme nyni R(f) = 7(z),
S(t) = s(z), kde z = w(t). Polozme dile
8(z) = t'(2), Re{z r(z) + t(z)} = w*.
Rovnice (5) potom nabude tvaru (viz vzorec (2 ), § 40)

e 0]
az + f1+ f2 m'

Vynéasobme ji dz, z:'.nteg'ru]me podél L a na obou stranach nalezené
rovnice vezméme pouze reilné dasti. Potom dostaneme

9
[awr = [, az + f,2y) — 5 Tm( 2 ‘(“’)) [wae—zay,
Avsak integral nalevo se zfejm& rovné nule a druhy integral napravo
je dvojnisobns plocha S oblasti D. Odtud '

Im (i‘?) f (f, do + f, d)

a nafe tvrzeni je dokdzano.

VSechny uvahy tohoto paragrafu byly ulinény za pFedpokladu, Ze
integralni rovnice (13), § 42 m4 fefeni. DokaZme nyni, Ze tento pied-
poklad je spravny, Ze totiZ rovnice je FeSitelnd, at je na prave strané
cokoliv.

Na konci § 42 bylo uvedeno, Ze na rovnici (13), § 42 1ze uZit Fredhol-
movy alternativy. Staci tedy dokazat Ze piisludnd homogenn{ rovnice
hé jediné feSeni #(z) = 0.

Polozme ¢({) = 0. Potom A4’(t) = 0 a rovnice (13), § 42 se stane
homogenni. Necht #y(z) je-libovolné jeji FeSeni.

Viimnéme si, Ze pfi tfetim problému (pro » = — 1) bude veliina

Ha)
w'(a)
Pomoci znamé funkce ¥¢(7) nalezneme pifsluiné funkce @q(2) a ,(2),
je# FeSi prvy nebo tfeti problém s nulovymi krajovymi podminkami.

realna, nebof podminka (3) je zfejmé splnéna pro f, + i¢f,= 0.
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UtZijeme-li véty o jednoznaénosti, lehce zjistime, Ze @,(z) = 0 v prvém
problému a g@y(z) = C% (C je redlnd konstanta) v t¥etim problému.
V obou piipadech vzorce (9) a (10), § 42 davaji #y(z) = 0. Resitelnost
integralni rovnice (13), § 42 je tim dokazdna.

JestliZe jsme rozfesili tfeti biharmonicky problém, jsme s to rozfesit
i druhy problém, t. j. problém theorie pruZnosti pfi danych vnéjsich
sildch pusobicich na hranici. Jak to lze uéinit, ukdZeme niZe na p¥-
kladech.

TymZ zpisobem se Fesi problémy theorie pruznosti i pro pripad ne-
konedné oblasti. V § 46 na piikladu ukédZeme, jak se zméni shora
uvedend methoda. Zde pouze poznamenime, %e podminka (3) neni
nutnd, jestliZe oblast D je neomezens. ‘

§ 44. P¥ipad jednodufe souvislé oblasti. Objasnéme, jak se zménf
integralni rovnice (13), § 42 v piipadé, Ze oblast .D je jednoduse sou-
visld. Necht funkce z = w(¢) konformné zobrazuje kruh |t < 1 na
oblast D. PoloZme jesté { = w(7). Potom se Schwarzovo jadro pro kruh
|t| < 1, jak zndmo, rovna

T+t

T, )= po— (1)

Rovwnice (5), § 42 nabyvé tvaru

x¢(t)—4—1nfwﬂ,((’) &) )T+td o=
Y

- C oy .. dv v .
Vsimneme-li si, e na kruznici y do = = lehce prevedeme posledni

rovnici na tvar

% D) — l.f olx) 2 1dr+0' = faﬁ)tdwrc‘”, (2)

271 w'(r) T om | T
rd v
kde C’ a C” jsou konstanty, rovné
ol=_1_f“’(’ &(7) do, 0”———— G(z) d
4n w'(T)

Y
Pfipottéme a odeétéme w(?) v itateli integralu na leve‘ strané rovnice
(2). Potom dostaneme

197



xgb(t)_%lm.f@ ©®) 372 dv — “’(t.)[ (0 dr

W@z —1) 27 ) wi(z) T —*
Y ¥y
/ G(r) "
+ ' = 2m _tdt—l—O. (3)
Podle vzorce (23), § 41 Y
1 oty O g, 1 (P) dr _ &)
dn f w(m) Tt °+4ﬂfw(r) 2mf_'(7)1—t"mo_>
4 Y ¥ .

a rovnice (3) nabude tvaru

1 (I)(T) _w(t) ' w(t) 1(0) ’ ”
D) —— | === o'(r)dr ————F—~— =A .
%0 — g [ L@ (0 e —POTE 40 = () + 0
Y (4)

Tentokrit jsme oznadili

Zderivujme (4) a poloZme jako v § 43
D'(t) = (1) + k'(d),

kde I je uréeno rovnici

1 &'(0)
l= — ==
Tak dojdeme k rovnici «’'(0)
) 1 0 [olt) —o(t) 51 4
H(t) — St fﬁ [m(r _z)] HNz)dr = A'(2). (5)

. ¥ .

JestliZe v této rovnici chdpeme ¢ jako bod hranice a A'() jako hod-
notu této funkee na hranici, pak je to integralni rovnice pro nezndmou
&(t). Tuto rovnici odvodil N. I. Muscheli$vili.

Vsimnéme si dilezité vlastnosti Muscheli§viliho rovnice. Jestlize
zobrazujici funkee w(t) je racionalni, pak jadro rovnice (3) je degenero-

vané. Vgkutku, necht w(f) = E((_)) kde p(t) a g(t) jsou polynomy.

o(r) —w®) _ p(7) ¢t) — p() 9(r)
T—1 (r—1aq@® q(x)

Potom
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Citatel se rovna nule pro' 7 = ¢ a je proto délitelny vyrazem v — t.
Podil je polynom v proménnych ¢ a 7. Napiéeme jej ve tvaru

p(7) q(¢) — p(?) Z e

T—1

Jadro rovnice (3) mé nynf tvar

1 @ T) — y d t" ) AT
w'(t) o T—-t K= q(7) 0’(v)
a je jasné, Ze toto jadro je degenerované Podle toho, co bylo.dokazano
v § 4, je rovnice (3) TeSitelnd v uzavieném tvaru.
Tak dostdvame vétu N. I. Muscheli§viliho: JestliZe je kruh zobrazen

na oblast D racionalni funkei, je zdkladni @loha theorie pruznosti pro
tuto oblast TeSitelnd v koneéném tvaru.

§ 45. Oblast mezi dvéma konfokdlnimi elipsami. UvaZujme oblast
ohraniéenou konfokélnimi elipsami

2

a? y? x? Yy

_ —_ = 1 _— PR L A— 1 T

ag + a(z] —62 > af + a/% —62 H /\
pii cemi ay >.a, (obr. 9). Necht na hra-

nici oblasti pisobi vnéj§i sily, jejichz J

rozloZeni je ndm znimo. Pro jednodu-
chost predpoklidejme, ze hlavni vektor
vnéjsich sil pisobicich na kazdou elipsu Obr. 9.

zvlast je roven nule. V tom pfipadé
jsou Goursatovy funkce ¢(z) a t(z) jednoznaéné v oblasti (§40).

Integrujeme-li slozky vnéjsich sil podél oblouku, dostaneme hodnoty
derivaci funkei napéti; jsou pfi tom uréeny aZ na aditivni konstanty,
rizné na L, a L,. Zvolme je libovolné na Lg; na L, zistanou zatim ne-
urdeny. Oznadme f(¢) velidinu

&) =i [(X, + i¥,) ds.

Potom Goursatovy funkce splituji na hranici rovniei <

- L
o) + 70 + 90 = {8 | oo I 1)
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Oblast:mezi konfokalnimi elipsami se zobraz{ na mezikruz{ funkef

z=w(-t)=g(tveoz+ ) @)

1 1
Qo =—E-ao+]/a2—cz &1= ?a1+l/a1 c?).

Piitom L, a L, piejdou v kruZnice

kde

lt[ - _L
Ve’
Tesp. _
ltl = Vg, (3)
kde
Y
7 Qo

Tyto kruznice oznaéme y, a ¥ ;.
Oznadéme nyni
{ = (1), plw) = (), p(wt)) = P{), flo) = F(t).
Kromsé toho oznaéime B veli¢inu rovnou nule na y, a C na y,. Transfor-
mujeme-li proménné v (1), dostaneme
1

TVQOQl ]/_

2L FT7) + P(7) = F() + B. (4)
VQOQI - —
T V@o@1

() +

Pro kruhové mezikruzi je komplexni Greenova funkce znima,!
totiz

M, ) = ——u+%+@ﬂu+ lgv — lg(v — 1) —
— leg(l—qz" i) Z lg(1—92" )+21g(1—q2” 1t7) +
q2n—1
+zmp— ﬁ)—M¢ (5)
n=1

! Viz na pf. [4] a [24]. Ve vyraze pro komplexni Greenovu funkei ve [4] je
chyba.
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kde o(7) je t¥eba urlit tak, aby se imaginirni &ast M (¢, T) v ndjakém
bodé ¢ mezikruzi rovnala nule. '

Z (5) plyne vyraz pro Schwarzovo jadro:

o1 gl 1
T, 1)_5(2 + lgq)lgt— — 8v+ . ( lgr—a(r))
@® an t @ q2n 1 01
_— -_ + _—e e —
nzl [ —gnt t o av 12:11 q2n1 t ov
T t
@ 2n 1 @ 2n -1 T
q 1 ot
-3 T w+;£_?ﬁﬁﬁﬁ" ()
177
Poznamenejme, Ze funkce
1
5+ b

lgg
je harmonicka v mezikruzi, rovna nule na vnéjsi kruznici a jednotce na
kruznici vnitini; jeji normélni derivace, kterou v souhlase s § 41 ozna-
éime a,(7), je orthogonaln{ ke ka?dé funkei, regularni v mezikruzi.
Vzorec (6) ponékud upravime. PfedevSim

ﬁdc: = 1 dr, —aldoz — i dx.

ov ov
Oddélme nyni v (6) &leny, jeZz obsahuji rozdil ¢ — v ve jmenovateli.
UvaZujme prvé séitance ve tfetim a étvrtém soudtu:

N Sia ¢ 1o _adr( X __
4= l—qti’tav+ I q tT% Ov ="qs 1 —qt%
it 1
Tt —q)|

Na krugnici , T = —Z_, a tedy

_ P dr it T2 . 1 g% dv
4= 7% do r—qzt_qz(t—r))— Z['r—t_}_-r(r—qzzf) de’

Up]né obdobné nalezneme, Ze na y,, kde T = q_lt’
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} 1 ¢ dz
4 - _Z[r—t_ (¢ —‘qzr)]d_a'

Definujme funkei p(t, 7) vztahy

— 103
'[—%!t_na,yl’

2
Pt = (= — ¢4 (7)
[ ———Tt—q T) na y,.
Potom
1 dr dr
Nyni
) 2 d d
T(@ 7) = ay(7) 1gt + 'md—;: + (2, T)d—z +
0 (1 .2 q*" ¢t dr
s (Elg’ - “‘”) T2 T g 7do T ®)

q 2n © q2n+1t d.? = q2n+1 d%
+i 3 et S T R S, T — T

miirde L, T —g=Y) do
Uréeme nyni jadro K(¢, v). Mdme

et —1) gooitt —1

w(t) —ow(t) = 2Vﬁ py"

Odtud
2 [(z) — () A0 #
at[ (T) v )] w'(T) “(7) Ig! + i 2 1(ge0, 72— 1) do T

(v —t)(gp0itr — 1) 2 0 [ (z —t)(go0stT —1) 72 dr
T g0 — 1) () EI: et —1) P T)] &t

(r —t)(go0ytr — 1) 7*] 0 (1
+ at[ t 7(000,7% — 1) ]57('.'2"15’ _"‘(T))Jr
)
(

— t)(goostT — 1) T2 [_ - q*" dr
(
1

o2z ar
K Bt{ trgogﬁz—l) “1(t — gqP™t) dc+

. q?.n @ q-n+1t d_-{- L= q21z+1 d_.T
T 121 q**t da + Z 1 —g**iTde b nél T(tt —q** ) do
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a 1 72
Kty ) do = 271 2 7(000,7° —1)
4+ — (z —t)egonttr — 1) 7

o “(eo0r7 — 1)

1 3 [(x —f)(gogitT — 1) 7
in 6t[ Tt(op e —1) P ’)] dz+

1 3[(z —t)eeott — 1) 7] 2 (1
4”3_‘[ t 7(000:7* — 1) ]a,, (2 lgz —a(v)) +

dr +

ay(v) do +

1 9 ((z —2)(geortt — 1) T2 .& ¢tdr
in at{ (00017 — 1) [_ b ,Zl e —g ) T
0_0 2n dr © q2n+1t dz ! q2n+1 dz
+1 4 P—gr T Z T @nzlmj} (9)

Rozviime K(t, ) v Laurentovu fadu vzhledem k ¢. Ponechime-li
v této Tfadé pouze koneény podet ¢élenti, nahradime priblizné jadro
K(t, 7) degenerovanym. Tim najdeme piiblizné feSeni nasi alohy.

Nedostatek mista ndm nedovoluje podrobnéji se zastavit u tohoto
pribliZzného FeSeni. Poznamenejme pouze, Ze fesime-li integralni rovnici,
dostaneme @’(t) ve tvaru Laurentovy fady (koneéné, jestlize jadro (9)
bylo nahrazeno degenerovanym). Konstantu C' ve vzorci (1) zvolime

T Lo, L .
nyni tak, aby ve vyrazu @'(f) zmizel ¢len obsahujici R Pii takové

volbs bude ®(t) a tedy i ¢(z) jednoznadni. Tim bude zajisténa jedno-
znadénost posunuti.

¥
L,
§ 46. Vné&jsek dvou ovala. V tomto > I -
paragrafu formulujeme a FeSime
druhy problém theorie pruZnosti Obr. 10.
pro oblast D, kterou dostaneme
z roviny odstranénim dvou ovala (obr. 10).

Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze se hlavni vektor vnéjich
sil plisobicich na kazdé z k¥ivek L, a L, rovnd nule. Mdme urcit funkce
®(2) a p(z), regularni vné vyhatych ovali L, a L, a vyhovujici krajové

podmince { ) na L,

o(0) + 29 (D) + 9(0) = H¢) + C na L, (1)
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O ovélech L, a L, uéinfme pfedpoklad slouZicf k zjednodusen{ fe$ent
nasf alohy.

Rovina, rozdélena fezy (— b, — a) a (a, b) na realné ose, se zobra-
zuje na kruhovém mezikruzi

Vg <ld<-—
Vq
pomoci funkce
- dz 1
t = exp {—~ . 2
P {K f V@ —a)E — o) } ®
1]

Zde jsme poloZili

2nK

_2E dz
—_— K’ 3 K p—y f >
= J = —r

1
dz
K =
f V@ —22)(1 — &%)
0

ak= T’ = ]/ 1 —k%. Za ovaly L, a L, zvolime k¥ivky, ve které pii
zobrazeni (2) pFejdou kruznice [t| = g7t a |f| = ¢}, kde ¢, je &islo vEtsi
nez ¢ a jemu dostateénd blizké. Funkce (2) zobrazuje oblast D na
mezikruZi

S L/ Py

Resime-li rovnici (2) pro neznimou z, dostaneme
KI
= w(l) = asn (;—lgt),

kde sn je eliptickd funkce Jacobiho. PoloZime-li v (1) { = w(t) a uZi-
jeme-li nadich obvyklych oznadeni, dostaneme tutéz krajovou pod-
minku jako v predchazejicim paragrafu:

w(z)

o0 + 20T+ FH={ [0 2 ©

1 Viz na pf. ‘[24]. Uiivdme zde oznadeni expu = e¥,

204



y18 y, znadi kruinice 7| = ¢7* a |7] = ¢t. Obvyklym zpisobem dosta-
neme rovnice

tr)da——fF(r)T(t 7) do +-

+4—fT(t,1: ) do, 4)
R
W(t)+gfw‘()¢(>1’ ~ [FAre e+
r Ir
+4_:£ f T(t, ) do. (5)

Ve

Zde I' znadi celou hranici mezikruZi.

Jako v obecném pifpadé rovnice (5) pfimo uréuje ¥P(t), jestlize D'(t)
je znama, a staci vySetfovat pouze rovnici (4).

Poznamenejme nyni: ProtoZe oblast D je neomezend, funkce z = w(t)
nabyva uvnitf mezikru#i nekoneéné hodnoty.(a to w(— 1) = ) a je
v ném tedy nereguldrni. JestliZe v rovnici (5) provedeme tytéz upravy,
jichZz jsme uzili v § 42, dojdeme nakonec k rovnici (viz (11), § 42)

B(t) + aat [M T(t, r)] 9(z) do = A'(2). [(6)

w'(7)

Avsak FeSime-li ji, nefe$ime tim na8i Glohu. Vskutku uréime-li ze (6)
hodnoty #(z) na hranici, pomoci téZe rovnice (6) analyticky pokracu-
jeme #(t) dovniti mezikruZi. Pritom, vzhledem ke sc¢itanci — w(?)
v integrandu, bude #(¢) obecné neregularni v mezikruzi a proto ne-
vhodna pro feSeni problému z theorie pruznosti.

Rovnici (4) upravime tak, #e¢ v ni polofime ¢ = — 1 a vysledek
odedéteme od (4). Dostaneme rovnici:

w(7)

(1) — (1) + o= [ DL [7(, 1) — T(— 1, N F) do =

w'(1)

lnf (O)[T(t, ©) — T(—1, r]da-{——f[T(t 7) —T(—1, 7)]do. (7)
I
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V ¢itateli integrandu nalevo odedteme a priéteme w(t). Viimnéme si, Ze

1 d(r) .
E}f [Tt 7) — T(— 1, 7)] =9 do = 0.

(8)
D'(t)
Funkce ——— >0) je reguldrni v mezikruzi a podle vzorce (23), § 41
L1 28 g, =1 2@

A w'(7) “ w'(a)

Tato identita je spravna pro libovolné ¢ uvniti mezikruzi. Specialné pro
t=—1
1

o'(7) 1 @'(a)
in T(—1, 1) do

s w(z)

Odedteme-li toto od pfedchdzejici rovnice, dostaneme rovnici (8)
Rovnice (7) nabyva nyni tvaru:

~

v

w'(a)

B(t) — B(—1) + — MLTT:U) [T(t, 7) — T(— 1, 7)] &'(7) do =

= ‘%‘L’fF(T)[T(t’ ) —T(—1,7)]do + %f[T(t, 1) —T(—1, 7)] do.

V této rovnici je jadro integralu nalevo regularni v mezikruzi. Derivu-
jeme-li podle t, dostaneme:

o)+ [ 214 O g, o) — 11, )| (0 do =
1 w (1) .
1 d C d
- tf (®) Tt, %) do + -5 [ 7, 7) do. 9)
Ir 73
Schwarzovo jadro 7'(¢, T) pro mezikruZi je uréeno vzorcem (8), § 45,
v-némiz je pouze tfeba misto ¢ psat q;.

Stejné jako v pfipadé omezené oblasti lze v (9) nalevo zanedbat
v integrandu ¢len obsahujici funkei

lglz|
a,(7) 1gt = ( 4 Tag, )1 t.
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Zbyvajici ¢ast jadra oznaéme K(¢, 7). Tak dojdeme k rovmici pro ne-
zndmou D’ (t):

H+ [K( ) ?'() d0-=$%ff’(r) T, v) do -
r
cd
+4—n&fT(t’ 7) do, (10)

PV
jejiz jadro jako funkce ¢ je reguldrni uvniti I
Oznacéme

%‘z .f F()T(¢, T) do = A(t).

Druhy integral napravo v (10) se vypocte lehce, nebot integral

—f ¢, 7) do

je analytickd funkce uvnitf T, jejiz redlna éast se rovna jedné na y,
a nule na y,. TymZ podminkiam vyhovuje funkce
lgt 1
lgg,
a posledni integral se od ni muZe lisit pouze Cistd imaginarni aditivn{
konstantou:

1 . lgt
%IT(L 7)do = Taq, + 3.+ o (11)

Dosadme toto do (10). Nechdme-li ¢ - 7,, kde 7, je bod na I', dosta-
neme integralni rovnici

O(z0) + [K(ro, 1) ) do = A'(z) + 57
r

27, 1gq,

(12)

Stejng jako v pfipadé omezené oblasti lze dokéazat, Ze rovnice (12)

mé vidy FeSeni. Pti feSeni je tieba zvolit C tak, aby v Laurentové roz-
oo 1 .

voji funkce @’(¢) nebyl élen obsahujici 5 Potom &(t) bude jedno-

znaénd v mezikru#i a naSe uloha bude rozresena.
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Abychom prakticky fesili rovnici (12), 1ze rozvinout K (¢, ) v Lau-
rentovu fadu a ponechat z ni koneény pocéet ¢lenti. Ve ¢lancich [24]
a [25] je rovnice (12) feSena v tom pfipadeé, kdy jsou q a ¢, velmi malé,
takZe lze zanedbat vy38f mocniny téchto ¢éisel, nez je prva. V uvede-
nych &lancich je funkee f({) dina vyrazem

1(&) = $A[(1 + n) £ + (1 —n) ], (13)
kde % a n jsou konstanty. Na tento pfipad vede tloha o tlaku horniny
na nadlozf dvou sloji.

Naznaéme struéné toto reSeni. Nebudeme zde provadét podrobné
vypolty a uvedeme vétSinou pouze vysledky. Predeviim se da w(f)
uvnitt I" rozvinout v fadu

b 1 mq—m_ m _ _1__ —
w(t):K,[ t—|—1+ —I—E( ) 1+qm(t —tm):l—
nb

Dale, klademe-li v (13) { = cu(-r), dostaneme
= 31 + n) o(z) + $h(1 —n) (7)

2 Aw=§u+m$f%mﬂmmm-
Ir
X —|—£—(1—n)if wo(t) T(t, ) do — (15)

8K,{(1—|— )f T(trda—}— l—n)f—Ttr)d}

Funkce wy(t) je regularni uvniti I" a prvé dva integraly v (15) se vy-
podtou piimo na zédkladé vzored (22) a (23), § 41. Obtiznéjsi je vypodet
druhych dvou integrali. Provedeme-li tyto vypoéty a ponechime-li
pouze Sleny s niz8imi mocninami, dostaneme vyraz pro pravou stra-
nu v (12)

hrb
A’ + 2t lgq T 2K’

ﬁa+Mq+u—MmLHu+Mq+
+ (=) )5 — 2000 gt (L—mlgd] ¢+ ) + 5001+ mat

208



: . 1 1—00.
+ (1 —n) @]+ 31 +2) ¢+ (1 —n)gi]l 7+ tlgq, }
CK'

Ponechame-li v jadfe K(i, ) pouze niZsi dleny, na,hradimé (12)
rovnici s degenerovanym jadrem:

: b 2q
PD'(7o) + 4K’ T—I—l r—}—l)
r

CU
b q? D'(7) b f 1 1
T 4K f12(1'+ 1) @'(7) It —Zign ) i1 2t —
V3

__q___ 2.2 12_ 33_13_ W(T) . 2b f(2q(1—q)_
L T ITt gt )Tw_,(t)da K —

ib qq2 P'(v) ib 4¢*(1 —q)
+4K'1§ f 72 w()d +4K' f( (r+1)
: T

4 \F() b 6 @(7)
(1 + 1))57(?) de 41(’13_[ Wz + 1 )—(7)‘i 7= B(r,). (17)
r

Pro struénost jsme oznadili B(t,) velitinu (16). Z rovnice (17) je
patrno, Ze

, D, D
®'(7,) = B(z,) + Dy + + =+ (18)

0 0
Dosadime-li toto do (17) a porovname-li koeficienty p¥i stejnych moc-
ninich 7, dostaneme soustavu péti rovnic s nezndmymi D,, ..., D,.

K nim je tfeba pFipojit Sestou rovnici
hzb :
D, —m(l —Cy) =0,

jo# vyjadtuje, %o &'(f) neobsahuje Slen s %
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Resfme-li uvedenou soustavu, najdeme
Dy=Dy=Dy=D;=0,
hntb2q

co—1 _ wh[(1 + n)qg + (1 —n)q]
= 2a(l+ k) s ‘
Odtud plyne, Ze ptiblizné feeni rovnice (12) zni:
hab 1\
70 = — g+ m e+ 0 —m el ) —2A0 £ mgt

+ (1 —n) q%](t + tia) 4+ 3[(1 + n) ¢® + (I —=n) Q?]('?2 + '};)}

§ 47. O konvergenci postupnych aproximaci. Integralni rovnice (13),
§ 42, jak uZ jsme uvedll, je ekvivalentnf soustavé dvou rovnic Fred-
holmova typu. Abychom sestavili tuto soustavu, polozme

3(r) = p(7) + i ¢(), K(70, 7) = R(70r 7) + i S(76, 7),
A1) = Ay() i Ay = A (1)

Oddélime-li nyni v (13), § 42 reilnou a imaginarni ¢ast, dostaneme
uvedenou soustavu:

P(To) — 4 f{R(To,f 7) p(7) + S(70, 7) q(7)} do = A (),
q(ze) — 2 f{S(To, ) p(7) — B(70, 7) q(7)} do = Ay(7,).

O soustavé (2) dokdZeme nasledujici vétu.!

(2)

Véta 1. Vdechna charakteristickd ¢isla soustavy (2) jsou redlnd a jejich
absolutni hodnoty jsou vét§7 neZ jedna.

Fredholmova alternativa ndm dovoluje nahradit tvrzeni vyslovené
ve vété 1 tvrzenim, jez také budeme dokazovat:

Jestlite A je bud &islo komplexni, nebo é&islo rediné, jehof absolutni
hodnota meni vét¥i neZ jedna, md homogenni soustava ‘

1 Pro pripad jednoduse souvislé oblasti dokézal tuto v&tu D. I. Serman [37e];
jeho diikaz 1ze snadno pfenést i na pffpad mnohonédsobng souvislé oblasti.

210



P(To) — 4 f[R (7o, T) P(7) + 8(7p, 7) g(7)] do = 0,
q(to) — 4 f [8(z4, 7) P(T) — B(70, 7) g(7)] do = 0 (3):

pouze trividing feSeni p(z) = 0, q(t) = 0.

Pfedpoklidejme nejdiive, Ze 1 je realné. Potom |A] < 1. Vyndsobme
druhou rovnici (3) i a pri¢téme k prvé Oznacme jesté p(7) + ig(r) =
= ¥#(1). Potom

-

HNo) — A [ K (g, 7) 9(z) do = 0. (4):

Mohou nastat tyto ptipady:
a) 0 < 4 < 1. Rovnice (2) potom odpovidd prvému biharmonické--

mu problému pro nulovi posunutf na hranici a pro koeficient » = %
Podle toho, co bylo dokazano v § 43, ma rovnice (4) a s ni i soustava (3)

pouze trividlni FeSeni.

b) A= — 1. Rovnice (4) odpovidd t¥etimu biharmonickému pro-
blému s nulovymi hodnotami derivaci hledané biharmonické funkce na.
hranici a uvedend rovnice ma opét pouze trividlni feseni.

c¢) Jestlize — 1 << 12 << 0 nebo A =1, poloime 1= — 1* #(7) =
= ¢ #*(7). Rovnice (4), jestliie kratime ¢, pfejde v
19 (To — A* fK To, 19*( )do' == 0. . (5)

Zde je bud 0 << A* < 1, nebo A* = —1.V disledku a) a b) ma rovnice
(5) pouze trivialni FeSeni J*(z) = 0. AvSak potom ¥(z) = 0, p(z) =
= g(7) = 0. /

Necht je nyni éislo A komplexni: 1 = 4, + ¢4, a 4, &+ 0. Funkce
p(7) a g(t) vyhovujici soustavé (3) budou v tomto piipadé také obecné
komplexni. Polozme p(t) = py(7) -+ ¢ 2(7), q(r) = q:(7) + ¢ ¢ga(7).
Oddélime-li v (3) redlnou a imaginirnf ¢ast, dojdeme k soustavé &ty+
integralnich rovnie:

P1(To) — Ay I[R(To, 7) py(7) + S(70, 7) g4(7)]1 do +
+ 4, f[R (7o, T) P2(T) + S(70, 7) go(7)] do = 0, (6)
Pa(T) — Az f[R (7o, T) Pa(7) 4 S(70, 7) g2(7)] do —
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— 4 f[R (To» T) P2(T) + S(70, T) g(7)] do = O,
au(ze) — 1 f[S (o, 7) Po(T) — B(70, 7) ¢1(7)] do +

+ 4, I[S(To: 7) P2(7) — B(7, 7) ga(7)] do = 0, (6)
(7o) — 2, f [S(70, 7) Ps(7) — B(7o, 7) q2(7)] do —

— 2 /f [S(ro, 7) Pa(7) — B(70, 7) g2(7)] do = 0.

Treti a ¢tvrtou rovnici této soustavy nasobme ¢ a pfiétéme k prvé
resp. k druhé rovnici. Zavedeme-li nova oznadeni

P1(7) + 9 q(7) = B4(7), DoT) + 1 2a(7) = Dy(7),

dostaneme
91(To) — A4 fK(-ro,T

m%%Jm%

9,(7) do + ,12 f K(ty, ) 95(7) do = 0,
(7)

)da—z fK (7o, T) Po(7) do = 0.

Vysetiujme pod.robne]1 soustavu (7). Jadro K(t, 1) je regularni
v oblasti D*; odtud plyne, Ze funkce #,(7,) a 9,(7,), vyhovujici sou-
stavé (7), 1ze analyticky pokrafovat dovnitf D* a Ze jsou v této oblasti
regulirni. Aviak v tomto pfipadé jsou orthogonalni k funkeim a,,(r)

Pripomeneme-li si vzorec (§ 42)

1 2 [o(r) —w() _ w'(t) »
presvédéime se o tom, Ze
fKtr) 0) do —l at[ﬂ’;;—)()m 1:)] (D do, j=1,2.

Dosadime toto do (7) a takto nalezené rovnice, na zakladé analytic-
kého pokratovani, napifeme pro vnitin{ bod ¢ oblasti D*:

20 — g [ 5| o 7 0 | 14 B — B a =0,

w'(7)

$y(8) — ﬁ f % [M T(t, r)] [A, B4(7) + A, F4(7)] do = 0.

ke
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Oznatme 6 ,(t) a @,(t) neurtité integraly funkei #,(¢) a 9,(¢). Integrujme
posledni rovnice vzhledem k ¢. Zvolime-li vhodnym zpisobem libovolné
konstanty, aZ na které jsou uréeny 0,(2) a 0,(t), dostaneme

I o) —ol) o o
0, — g [*L= 0, o 8 — 1,57 4o = o,
ly | ®)
Out) — 1 f ‘% T(t, )[4, (%) + 4 O()] do = .

Posledni rovnice lze zjednodusit. Vskutku podle vzorce (23), § 41
fl @()—12@(),1,“ 2) do = 1 4,05(a) — 4, @z(a) (9)
47 ’

w'(7) 2 Y
1 (4000 + 4O@ , _ 140, + 400
= oI do 22 s (10)

Y

Konstanty na pravych stranich v (9) a (10) oznadme k, a k,. Nyni lze
rovnice (8) napsat takto:

0.0 — = 2D 70, 102, 67) — 2, G do + by wlt) = 0
T J o'(1) (11
0t) — = (2 s, 1) (2, 670%) + 4, O] do -+ kyao(t) = 0.
47 w’(T)

b4

Predpoklidejme, Ze w(a) = 0. Tim je uréena pouze volba poditku
v roviné . Definujme nyni nové analytické funkce ¥(t) a ¥,(t) vzorei

1 [ o7) 0 1@ _
() —In f m T(t, ©)[2,04(7) — 4, @2(7)] do = 0,

g (12)
Pi) — 3= | T DA () + 1,0,(r)] do = o.

Lze pfimo ovéFit, Ze funkce O,(t) + ‘I’ (1) a O,() + W,(t) jsou ]edno—
znaéné v D*, Dile z (11) a (12) plyne, Ze na y jsou splnény rovnice
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0,(v) — —ﬁ% [4,8(%) — 4, 6D + Fy(®) + by (z) = O,
w
| (13)
Oy(r) — %mz @) -+ 40U + Falw) + ke () = 0.

O tom se lze okamZité presvédéit, aplikujeme-li na kazdou z rovnic
(13) vétu 3, § 41. Potom dostaneme rovnici (11) a (12).

Folokme g,y = &,t) + a; 0(0) j = 1,2 (14)

:a zvolme a, a a, tak, aby v (13) vymizely &leny, jez obsahuji (z). Aby
‘tomu tak bylo, musf @, a @, vyhovovat soustavé rovnic
@y — 438y + Ay, + k= 0,

_ _ (15)
Ay — Aoty — A8, + ky = 0.

Neni obtiZné se pfesvéddit, Ze pro 1, + 0 je tato soustava FeSitelna.
Vrdtime se opét k proménné z, kladouce w(t) =z a w(r) ={.
Oznad .
znacme B,(t) = p,(2), Ti(t) =w,(2), § =1, 2.
Rovnice (13) nyni nabyvaji tvaru
?1(8) — LT 92(0) — 22 92(0)] + 1) = O,
@2(0) — LA 91(A) + A 9o(0)] + wa(0) = O.
Secteme-li a odedteme-li posledni rovnice, dostaneme:
@1(8) — (A + A2) Cy(8) + wi(C) = — @o($) +
(A — 2) Lpy(8) —wa(0), (16)
1(8) — (2 — 2) £ 1(0) + D) = 9a(0) —

— (A + A2) C @a(8) + 9a(0)
Rovnice (16) plati na hranici L.

Zavedme realné funkce ul(z,y), vi(z,y), ..., vi(x,y) definované
'v oblasti D relacemi

u{ + o] = P1(2) — (A + 45) 2 ‘7’1(2) + p,(2)
Witk = ) —(} — ) 2 9y(2) + iz
ul + it = — @y(z) + (A — A) 2 i(z) — Pa(2),
uf 4 i = @af2) — (4 + A3) 2 95(2) + (2.

~

~—
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V tomto oznadeni lze rovnice (16) napsat takto:
na L uy + i = ut + 0¥ w) + vl = ul + il
Zavedme dale oznaéeni

¢1(e) = P' + 1q%, @u(2) = p* + ig”.

Neni obtizné se pi‘esvédéit o platnosti rovnic:

%— zg; = o0 4 4+ 1 3L,
==+ L
aav—j— a;; =2(1 4 A, —12)3—ql;
o 21— 1+ A 2
%_ %"yl —— 2 + ,11—/12)38%2;
L R (T R
%";——%Z 21+ 2y + A
Ze (17) zfejmé plyne platnost téchtdb rovnic:
fl:——(%ul + gq1 )dy—l—( %I—ul)dx =
; _

opt dqt ap* og* |
= [ (T + 5 ot)av + (G ot — 55 wt) e,
L
2 0 ]

op? oq® op* 0g?
= ([ + aowt) o+ (o — Fut) ]

(17)

(18)
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opt oqt : opt 0
=f[_(77;—u§ —%vg)dy—k(a—?;vg—%uz)dx],
L
— _8_2% 1 3q2 1 apz 1 an 1 —
f[ (ax“ﬁ%”z dy+(a—x'fz—*a;“2 d“’]—
L

i 2
T o uz) ]

Integrily v (19) transformujeme podle Greenova vzorce na dvojné.
Zavedme oznadeni:

opi\? . oq’\? _ -
ff (a—) dody =4y ff(%) d=Bi=te G0
D
1
ffaap E;pd dy—Am’ffaq aqd dy—-B (21)

UZijeme-li rovnic (18) a Cauchy-Rlemannovych rovnic pro funkce p’
a ¢’, dostaneme z (19):

I+4+ A+ (1 —4—2)B=—(1+ 14— 1) A, —
— (1 — 21+ 45) By,
A+ —)A,+ (A1 —2+ L) B, =(1+ 4+ Ag) Ays +
+ (l_}*l—lz)Bm,
1+ A+ 4) 4, + A—2,—A)B,=(1+ 4, — L) A+
+ (1 - 2-1 + 12) B12,
1+ Ay—25) 4y + (1_214"12)32: — (1 + 2+ ) Ay
—(1—24,— 1) By
Vylouéime-li odtud 4,, a B,,, dostaneme
22:(4,+ 4,) =0, 20o(B; + B,) = 0
ProtoZe ¢isla A;, B; jsou nezdpornd a 1, + 0, je
A,=A,=B,=B,=0.

(19)

2
2

I
| —
——
QD
Q)l_s
]
I3
919
+
lm
=)
<
»
—————
(=N
<
+
————
QD
1S
@
oo
‘m
o)
(o]
8
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Avsak v takovém pripadé

a ted , ,
Y P(2) = @a(z) = 0.

Vratime-li se opét k proménné ¢, z = w(t), nalezneme, Ze
D (t) = Dy(t) =0
O\(t) —a, w'(t) = 0, Oy(t) — ay ') = 0.

Urdime-li odtud éisla k, a k, (vzorce (9) a (10)) a dosadime-li je do

(15), najdeme a, = a, = 0, a tedy O(t) = O4(t) = 0. Uvédomfime-li si
nyni, ze rey — ;

o O;(t) = 9,(t) = p, + ig;,
presvédéujeme se, Ze p, = p, = q; = ¢, = 0, a soustava -(3) mé pro
komplexni 1-pouze trividlni FeSeni. Tim je véta 1 iplné dokdzéna.

¢ili

Véta 2. Posloupnost postupnijch aproximaci pro rovnici (13), § 42
konverguje. '

Parametr 4 v rovnici (13), § 42 je redlny a jeho absolutni hodnota
neni vétdi nez jedna. Uvedena rovnice pro redlnd 1 je ekvivalentni
soustavé (3), pro kterou body kruhu [4| < 1 nejsou charakteristické.
Reseni soustavy (13), § 42 lze v tomto kruhu rozvinout v Taylorovu
fadu podle mocnin A. To je ekvivalentni tomu, Ze posloupnost postup-
nych aproximaci pro soustavu (3) ¢ili pro rovnici (13), § 42 konverguje.

Je tieba poznamenat, Ze uZiti methody postupnych aproximaci
v praxi je ztiZeno tim, Ze je pii ni tfeba vypocitat veliké mnoZstvi
kvadratur. ' o

KAPITOLA 3

ZOBECNENY SCHWARZUV ALGORITMUS

§ 48. Dirichletiv problém pro mnohonisobné& souvisié oblasti v ro-
viné. Necht D je mnohondsobné souvisla rovinna oblast, o nf# budeme
zprvu pfedpoklidat, Ze je omezend. Stejné jako vySe oznaéime kiivky
hr&niée Ly, Ly, ..., L,, pii éemz L, bude oznadovat kfivku, omezu-
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