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CAST 1I

UZITI INTEGRALNICH ROVNIC

KAPITOLA 1

DIRICHLETUV PROBLEM A JEHO UZITI

Dirichletiiv problém méa v matematice co do ¢etnosti a riznorodosti
aplikaci mimofadné misto. Na néj se bezprostfedné prevadi zakladni
dloha hydrodynamiky — tloha o obtékani, dile problémy torse
a ohybu v theorii pruznosti. S nim jsou také tésné svaziny zakladni
ulohy statické theorie pruznosti jak v roviné, tak v prostoru. S tymz
problémem maji styéné body i tlohy z theorie §ifeni vln v pruzném
prostiedi. Tento vydet by bylo lehce mozno rozsitit.

V této kapitole vylozime methody fesenf Dirichletova problému, jez
jsou spojeny s theorii integralnich rovnic, a nékteré jeho aplikace. Bu-
deme se zde piedev§im zabyvat rovinnym problémem, jenZ ma pro nis
zv]astni vyznam jak pro hojnost aplikacf, tak pro vétsi rozpracovanost
a efektivnost method FeSeni.

Pfipomeiime, ze Dirichletiv problém spoéfva v urdeni funkce, har-
monijcké uvnit¥ oblasti, jestliZe jsou znamy hodnoty této funkce na
hranici oblasti.

§29. Dirichletav problém pro jednoduse sou-
vislou rovinnou oblast. Uvazujme nejdfive
ptipad kone&né oblasti (obr. 4). Oznadme oblast
pismenem D, jeji hranici pismenem L. O k¥ivece
L budeme piedpoklidat, Ze je hladké a ma spo-
jitou k¥ivost. Hledanou harmonickou funkei Obr. 4.
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oznaéme U(z, y), jeji hodnoty dané na L oznalme u(t), kde ¢ je kom-
Plexni soufadnice bodu na hranici. Harmonick4 funkce U(z, y) v jedno-
duse souvislé oblasti muZe byt povaZovdna za reilnou &ist néjaké
analytické funkce ¢(z), regularni v této oblasti;! nasi tlohu rozfe$ime,
jestliZe nalezneme funkei g(z). Tuto posledni budeme hledat ve tvaru
integralu typu Cauchyho

?(e) = 2; A8 q, (M

jehoz hustotu x(£) budeme povaiova,t za realnou. Tim se tiloha pievadi
na uréeni u(f).

Nechme bod z ve vzorei (1) konvergovat z vnittku oblasti k néjaké-
mu bodu ¢ na hranjei. UZijeme-li vzorce (2), § 22, dostaneme:

P(t) = 2m C (2)

Urdeme ve (2) redlnou éast. VSimneme-li si, Ze Re{p(t)} = u(t), najdeme
t)+ fc 7 48 = 2u(t)]

¢ili, protozZe funkce u({) je redlnd,

ut) + = f ( t) = 2u(t).

Vypoétéme jadro integralu. Necht ¢ — ¢t = re'?. Potom

d
Tm (%) = Im(dlg(¢ — 1)) = d¥ = =~do,

kde do je element oblouku hranice. V disledlku Cauchy-Riemannovych
rovnic

1 Zde i déle budeme funkei komplexni proménné nazyvat analytickou v oblasti,
jestliZe tato funkece je holomorfni v kaZdém bodé& oblasti, aZ snad na koneény
potet bodl nebo &ar. Budeme nazyvat analytickou funkei reguldrni v oblasti,
jestliZe tato funkce je jednoznaéné a nemd uvniti oblasti singularni body. Nami
uZivana terminologie neni obecné pfijata.
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o0 _olgr 1 or,
' o6~ v r ov
‘Zvolme smér radius-vektoru r od ¢ k ¢. Potom, jak lze snadno vidét

o cos(r, »), a tedy definitivné

ov
ds cos(r, v)
Im ( r— t) —— de.
Jestlize r — 0, pak i cos(v, ) - 0; bez obtiZi 1ze dokdzat, e p¥i naem

predpokladu spojitosti k¥ivosti k¥ivky L je jadro °

L(:’L) spojité. Tim

dochézime k integralni .rovnici Fredholmova typu s mezndmou u(t):

p(2) —% f ﬁ(c)ci(:’—’—)da — 2u(t). (3)
L

Ve specidlnim p¥{padé, kdy hranite L je elipsa, jsme tuto rovnici
8tudovali v §§ 5 a 7. DokaZeme, %e rovnice (3) je FeSitelnd a ma jediné
feSeni pro libovolnou pravou stranu. Jinymi slovy dokizeme, Ze

M Podle Fredholmovy

alternativy (§ 8) staéi dokazat, Ze piislusnd homogennf rovnice ma
pouze trivialnf FeSeni.

1 SRR y
A= P nenf charakteristické ¢islo jadra

Necht «(¢) = 0. Rovnice (3) se stane homogenni. Necht u,(¢) je jejf
libovolné Feseni, takze '

olt) — = f (52 g5 . (4)
L
Polozme (z je bod uvniti D)
Pole) = 5 f Ll g, (%)

Podminka u(t) 0 ukazuje, Ze Re{gy(t)} = 0, jestliZe ¢ je bod na L.
Podle véty o ]ednozna,cnost1 Dirichletova problému Re{gy(z)} =0
v celé oblasti D. Nyni z Cauchy-Riemannovych rovnic plyne, Ze @y(z)
jeryze imagindrni konstanta, g,(z) = ¢a. Rovnici (5) 1ze pfevést na tvar

1 » je vnd&j8i norméla k L.
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t f”oudgzo’ .

24 {—=z
L

>

pfi dem# tato identita plati pro kazdy bod z uvnit¥ D. Aviak potom,
podle zndmé véty o Cauchyho integralech, po({) — ¢a je limitni hod-
nota na L néjaké funkee y(z), reguldrni vné L a rovné nule v nekoneénu.
Imaginarni 84st této funkce se rovna na L konstant® a, avSak potom
y(z) = konst. ProtoZe se rovnd nule proz = oo, p(z) = 0. Funkce
1o(t) je hodnota Re{y(x)} na hranici, a proto u,(t) = 0. Tim je naSe
tvrzeni dokazano.

2 w7

! ; . .- . ..
Protoze — neni charakteristické ¢islo rovnice (3), 1ze na tuto rovnici
- [151] ) _

uzit pfibliznych method FeSeni, vyloZensch v §§ 5 a 7.

Resme nyni Dirichletiiv problém pro oblast D’, vnéj$i vzhledem
k L. Tentokrate nelze hledat ¢(z) ve tvaru integralu typu Cauchyho,
protoZe se takovy integril rovni nule pro z = oo, zatim co @(z) je
pouze omezena v nekoneénu. Budeme proto hledat ¢(z) ve tvaru souétu
integralu typu Cauchyho a néja,ké konstanty; poloZime

«p(z)—zm MY ag 45 f (t)d (6)

Hustotu x(¢) budeme podle pfedchézejictho povaZovat za redlnou. Ne-
chime-li z konvergovat k bodu ¢ na hranici, dostaneme v souhlase se
vzorcem (3), § 22:

’ £)
Plt) = — gl0) + 5o 2m K ar 4 o f
Opakujeme-li pfedchézejict uvahy, dojdeme k integralni rovnici

ult) + f uiey 2 gg 2 f @) do = —2u@). (1)

Dokazme, Ze rovnice (7) je Feditelnd. Necht jako vySe u(t) = 0, uo({)
necht je feSenf homogenni rovnice

polt) + = f °°‘“’”da—%fyo<c>da=o (8)
L
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;%@ )do; ze D'. (9)

Z rovnice (8) plyne, Ze Re{gy(t)} = 0, t ¢ L. AvSak potom, stejné jako
vyse @y(z) = 1a. Dosadime-li toto do (9) a nechdme-li z - oo, dosta-
neme

1

ia’ 275 /’LO(C) d

L

Protoze funkce uq(l) je reilna, je

a=0, [py(¢)do=0. (10)
L
Nyni zfejmé
L fuoll) (o )
2mf§——z b=0, ze D"

V disledku zndmych vlastnosti integralu typu Cauchyho odtud plyne,
Ze ue(¢) je limitni hodnota na I néjaké funkee y,(2), regulami v D.
Pii tom Im(y,(2)) = 0, protoze uy({) je redlnd. Odtud y,(z) = C =
= konst. a tudi# piy(¢) = C. Dosadime-li toto do (10), presvédéime se,
ze C = 0 a konecné uy({) = 0.

V souhlase s Fredholmovou alternativou mufeme nyni tvrdit, Ze
rovnice (7) m4 Feenf, a to jediné, at je funkce u(t) jakékoliv. Re$ime-li
tuto rovnici a dosadime-li FeSen{ do (6), dostaneme FeSeni Dirichletova
problému pro oblast D’.

§ 30. PFiklad: Konformni zobrazeni vnitFku elipsy na_kruh. Jak je
zndmo, Dirichletiv problém se di jednoduSe FeSit, jestliZe je znamo
konformni zobrazeni oblasti na kruh. Naopak jestlize je pro néjakou
jednoduse souvislou oblast znamo feSeni Dirichletova problému, lze
najit funkei, konformné zobrazujici oblast na kruh. DokaZzme to.

Necht w = w(z) je funkce realisujici konformni zobrazeni oblasti D
na kruh |w| < 1. Necht dile z = a je bod oblasti D, jenZ je zobrazen na
stfed kruhu w = 0. Potom

w(z) = (: —a) pl2), (1)
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kde y(2) je regularni a razna od nuly v.D. V tom pripadé funkce

¢(z) = lgy(2)
je také reguldrni v D. Najdéme podminky, urdujici funkei p(z).
Jestlize z splyne s bodem ¢ hranice, pak

[w] = [t —a|. |p#)] = 1.

Odtud )

Re{g(t)} = Iglp(t)] = —lg|t —a]. (2)
Abychom tedy uréili @(t), je tieba fesit Dirichletiv problém pro
u(t) = —Ig|t — a|. Najdeme-li ¢(¢), pak jiz lehce uréime w(z).

‘Jako pfiklad najdeme funkei, kterd konformné zobrazuje vnitiek

elipsy
z = a cosd, y = bsind

na kruh |[w| < 1.

Tuto tlohu lze TeSit pomocf eliptickych funkef. Podame vsak zde
jiné FeSeni uZitim integralnich rovnic.

Zédejme, aby stied elipsy. pfeSel v stfed kruhu. Pro funkei ()
dostaneme podminku na hranjci

Re{p(t)} = —lgt].’

_ 1 ©(8)
)= 2nif§—zdc’
L

dojdeme k integralni rovnici (§ 5, vzorce (14) aZ (15))
2z .

Polozime-li

dr ,  a®—0b?
ult) + 5o f MO T £ = — el ¢ =S5 0)

0

Najdéme Fourieriiv rozvoj funkce 2 Ig[¢|. Mdme:
2 Igjt| = lg(a® cos*} - b2 sin).
Bez obti#i si ovéfime identitu

+

{1 +i5i0)

kde ¢ = e®. Rozvineme-li v nekoneénou fadu logaritmus na pravé

lg(a® cos®*? + b2 sin®*P) =
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strané rovnice a oddélime-li redlnou éast, nalezneme hledany rozvoj:

a+b

lg(a®cos?? + b%sin®f) = 21g

&k \a+0b

_ jx
+2 ? (=D (‘; _b) cos2kd. (4)

Podle vzorct (14), § 5 nalezneme Fourierovy koeficienty funkee u(t):

2A— 1t c* .
E @t 0%+ (@a—b
ct = a% — b2,

Ostatni koeficienty se rovnaji nule. Nyni

a+b

4, =_1g A2k=—

D (_ l)k—l czk

. a-4b ( :
Mo =—lg—H5——22 — RS
a
a+b
pe) = —lg 2T
= (— 1)1t c2¥ 1 cos2kd
T2AT T @i ot @b ) s b
z
Pli demZ { = a cos? +- 1b sind. Vypottéme integrily v (6):
2n :
1 [cos2kd 260 4 — 1 fcosZk'c?(— a sind 4 b cosd) o
2t ) t—2z 270 a cos? -+ b sind — z )
I
Polozime-li e*® = ¢, pfevedeme tento integral na integral
1 (6% + o*)[(a 4 b) 6* — (@ —b)] do
4 (@ + b) 6® — 202 + (@ —b) =¥+ 1)
lo|=1

kde I, a I, jsme oznadili integraly

7 - o®*-1[(a + b) 6* — (@ — b)]
' 270 J (a + b) 0 — 202 + (@ — )

la|=1 -

1 fa—zk—l[(a +bo—(@—b)],

do,

2 = 5

271 J (a 4 b) 0 — 20z + (a — b)
|u|=1 .
Integrand v I, ma jednoduché pély v bodech
5 — e+ 2= 2 —Jz=¢
T T a0 T T axs

(6)
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Residua v téchto bodech se rovnajf
z—i—]/z — e\ z—.sz_——T2 2
a + b ’ a-+b .

Dokazme, Z= oba pély o, a o, lezi uvnit¥ kruhu lo] < 1.

(M

L ,a—b ry s oy ,
Souéin ¢,0, se rovna P a tudiZ je mensi nez jedna. Jedno z ¢isel

64, 0, je tedy v absolutni hodnoté nutné mensi nez jedna. Jestlize by
absolutni velikost druhého byla v&tsi ne jedna, pak by se integral I,
rovnal jednemu z residui (7) a nebyl by reguldrni uvnitt elipsy, coz
z¥ejmé neni mozné.! Z jiz dokazaného plyne, Ze

(z + 1/22 )% | (2 — |22 — )™

L= (a + b)%

1 Provedme piimy dukaz naSeho tvrzeni. Oznaéme

VA
%_c:x,

. c 1 ‘
odkud z = 5 (x + —) Toto zobrazeni transformuje rovinu z rozdélenou fezem
p . .

podél useéky (—c¢, ¢) bud na vnittek, nebo na vngjSek kruZnice |x| = 1, coZ za-
visi na volb8 znaménka pfed odmocninou. Necht na ptiklad p¥i volb& znaménka
minus pfed cdmoeninou dostaneme |x| < 1. Potom tim spiSe

i
z—]/zz—cz

< 1.
a+ b

b .
UvaZujme nyni kruZnici || = . JestliZe provedeme zobrazeni

(2 _ o2
Z=z+]/: ib

prejde tato kruZnice v danou elipsu
x = a cost, y = bsind. .
Vnitfnim bodim elipsy pfi tom odpovidaji body roviny y, pro néz 1 < x| <

a+b
< ~——. Tudi% uvnitf elipsy
c

z+)Z2—c| a+b
c c
&ili o
z+.|/22—cz‘
— | < 1
a+ b
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Abychom vypodetli I,, poloime ¢ = % Potom

7 _ 1 [P a4 b—(a—b)1 d
2T i) @b —%rt (@t b) "

J7]=1

Uvazujeme-li obdobné jako v predchazejicim, najdeme, Ze oba pély
integrandu lezi vné jednotkové kruZnice, a tedy I, = 0. Tak dosta-
neme '

1 cos2kd 1+ ]/;2‘ )% 4 (2 — ]"ﬁ_c—z)“'

i) T 73 (@ + 0)F
. L

(8)

Citatel na pravé strans je zfejmé polynom stupné 2k. Ozhadme jej
pro struénost F,,(z). Potom
s 1)kt 1 c2k

a+b (—
M= A GF IR G TR @—0)

2k FZk(z)
(9)

a hledané zobrazeni se rovna

1

1)k— 1 1 c?k

e}
22 - & 3 3
=1 b @+ 6)%F (@4 0)%F § (a—0)2F

Far. (2). 10
w(z) = me E (10)
§31. Dirichletiv problém pro mnohonasobnésouvislé oblasti. Necht D
je omezena (n 4 1)-ndsobnd souvisld oblast. Jeji hranice L se sklada
zn + 1 uzavienych kfivek, jez oznadime L,
L,, ..., L,, pti éemz index nula pFipiseme kiiv-
ce, omezujici oblast z vnéjSku (obr. 5).

Diive mneZz pristoupime k FeSeni naseho L
problému, uéifime jednu poznimku. Jestlize
funkee U(z, y) je jednoznaéna a harmonicka )
vmnohonasobné souvislé oblasti, bude funkce Obr. 5.
V(z, ) s ni konjugovana obecné mnohoznad-
‘na. Objasnéme charakter jeji mnohoznaénosti. Necht » je smér vnéjsi
normialy k L. Oznadme .
A= f@da,k=1,2,...,n. (1)

" 2n) ov
Ly
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V disledku Cauchy-Riemannovych rovnic aa—g = S—Z a
oV

— | =—do = 274,.
oo
Ly,
AvSak posledni integral se rovnd piirtustku V(x, y) pfi obéhu kolem
kfivky L; proti hodinovym ruditkdm. Jestlize tedy je harmonicka
funkce jednoznaéna v D, vzroste funkce s ni konjugovani o konstantu
2rnd, pfi obéhu kolem kiivky L;, k=1, 2, ..., n. P¥i tomtéZz ob&hu
vzroste analytickd funkce @(z) = U(x, y) + ¢ V(z, ) o 2niA,. Tentyz
piiristek ziska funkce A, 1g(z — z,), kde z; je libovolny bod uvniti D.
Odtud plyne, Ze @(z) lze napsat ve tvaru

#0) = Sdslge — =) + 9¥(0), @)

kde ¢*(z) je jednozna¢éna funkce regularni v D.

Dirichletiv problém lze fe§it takto: Necht u(f) je dania hodnota
funkce U(z, ) na L. Potom z (2) plyne

Re(p*(1) = u(t) — 4. 1glt — . )

Jednoznaénou funkei ¢*(z) budeme hledat ve tvaru integrilu typu
Cauchyho:
1 (%)
* —
9 (z)—szg_zdc (4)
b7

s realnou hustotou u(¢). Cinfme-li tyté# tsudky jako v predchizejiciim
paragrafu, dojdeme k integralni rovnici

1 cos(v, r . iid
ult) — = f w0 8 46 = sty —2 S A gt —zl.  (5)
T T k=1
L
Lze dokazat, Ze % je charakteristické éislo jadra cos(», 1) a Ze mu

prisludi n linearné nezavislych charakteristickych funkef. Koeficienty
A, uréime z podminky, Ze pravé strana (5) je orthogonaln{ k charakte-
ristickym funkeim konjugované rovnice. Potom je rovnice (5) FeSitelnd.
Regime-li ji, nalezneme podle vzorch (4) a (2) FeSeni Dirichletova
problému.
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Vylo#ens methoda je v praxi malo vhodné, nebot vyZaduje vypodet
charakteristickych funkei konjugované rovnice. Uvedeme proto jinou
methodu, oprosténou od uvedeného nedostatku.

Oznaéme a(t, {) funkei, kterd se rovna jedné, jestlize body ¢ a ¢ lezi
na téze vnitini k¥ivee L;, a kterd se rovna nule ve viech ostatnich
piipadech. Rovnici (5) nahradime touto:

u0 — [0 1ot o)) uie) do = 200 — 2 3 4,16k — .
(©

Napi$eme-li tuto rovnici podrobnsji, méa tento tvar:

 Jestlize t lezina Ly, k = 1,2, ..., n; pak

Mn—ll[m“ dm——j. - —22AIQF¢H
1 | (7)

jestlize ¢ lezi na L,, pak

1 [cos(»,r 2
alt) — = f 20D (e do = 2u(t) — 2 > Aulgle — el (7
; =
Dokazme, Ze rovnice ma FeSeni, a to jediné, at je prava strana jaka-
koliv. K tomu stadf se pfesvédéit o tom, Ze homogenni rovnice

wi —2 [ (M + att c)) witde=0 ()
L

mé pbuze trividlni FeSeni uy(t) = 0.

Necht uy(t) je libovolné Feleni rovnice (7.). V rovnici (7) prevedme
napravo integral s jadrem a(f, {). Potom 1zé tuto rovnici napsat ve
tvaru:

Halt) — — f 080 ) () do = + f uo(0) do, te Ly, k>0,

7T r
LL
1
Ho(t) — — fwﬂo(é-) do =0, te L,
7 r
L
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Zavedme oznacdeni

1 Uo(l)do=by, k=1,2,...,7n

L
polozme jesté by = 0. Rovnici, jiZ vyhovuje u(t), 1ze napsat v nasledu-
jicim tvaru:

,uo(t)—%fcos ) o0y do = 2By, te Ly k=0,1,2, ..., n. (8)
L

UvaZujme integral typu Cauchyho:

1 (C)dcz D.

()v(l(z) = 27,”/ é- -

UZijeme-li rovnice (8) a opaku]eme-h tvahy § 29, nalezneme, Ze @y(z)
vyhovuje na kfivkich L, vztahtim

Re{‘PD(C)} = bk: C ELk’ k = ]-: 2) e M
V diisledku Cauchy-Riemannovych rovnic
Amipy(t)) _ _ Relgol®) _ o .. p

ov do

nebot veli¢iny b, jsou konstantni. Funkce ¢4(2) je regularni v D a jeji
imagindrni ¢ast je harmonickd v D. Normilni derivace imagindrni
¢asti se rovna nule na L; podle véty o jednoznacénosti FeSeni Neuman-
nova problému ¢y(z) = konst. Pfi tom Re{g,(z)} = 0, nebot tato funkce
se rovng nule na L,. Tudiz b, = 0 a (po(z) = ta, kde a je realnd konstan-

ta. To déva
I fuoll) —
o [ T — d¢ =0, zeD,.

Odtud plyne, Ze na kazdé z kiivek L, je funkce uy({) — ia limitni
hodnota funkce, rovné nule v nekoneénu a regularni v kazdé oblasti
komplementarni k D, omezené kiivkou L, Imaginirni dast této
funkee je konstanta rovna a; aviak potom je i jeji redlnd &ist kon-
stanta: .
H1o(€) = ¢, = konst., { e L,.
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Pri tom ¢y = 0, nebot pro 2 = o se uy() — ¢ta rovna nule. Dale
— b, — L _ G
0=b, = 2nf”°(5) do= 3£ | do.

Odtud ¢, = 0 a tudiz uy({) = 0. Nyni z Fredholmovy alternativy
plyne, Ze rovnice (6) ma FeSeni, a to jediné, at je prava strana jaka--
koliv. Resfme-li rovnici (6), podrobime koeficienty A, pozadavku, aby

fu)do =0, k=1,2,..,n
Ly

Potom rovnice (6) a (5) jsou si rovny a podle vzorct (4) a (2) nalezneme:
feSeni nasi ulohy.
Piejdéme k pfipadu neomezené oblasti. Necht oblast % .
D je vngjsek n kiivek L,, L,, ..., L, (obr. 6). Vzorec &
(2) zastava v platnosti, pouze koeficienty A, jsou 2 .
tentokrate podrobeny podmince ' %/
A+ 4,4+ ...+ A, =0. (9) Obr. 6.

Kdyby rovnice (9) neplatila, rostla by harmonicka
funkce Re{g(z)} v nekoneénu jako lg|z| > A, coZ odporuje definici
k=1

harmonické funkce. Jako v § 29 nemiZe byt ¢*(z) napsina ve tvaru
pouhého integrilu typu Cauchyho, a proto poloZime

1 1
70 =5 | 2L ae + o [u@ do (10)
L L

To vede na rovnici

1 7 1 {. Z
w©) + = [ w028 a0 L [ty a0 = st 4 23 vigp—a.
7 T 7 k=1
L L (1 l)
Tato rovnice mé n — 1 charakteristickych funkei. Podminky ortho-
gonality pravé strany (11) k charakteristickym funkeim konjugované

* Rovnice [ u(%) do = 0 pFedstavujisoustavulinedrnichnehomogennich algebraic-
Ly

kych rovnic pro koeficienty 4. Tato soustava mé vZdy Fefeni, nebot v opa¥ném

piipadé by mé&l homogenni Dirichletiiv problém, jak se lehce piesvédéime, ne-

trividlni FeSeni.
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rovnice tvoli spolu s rovnici (9) soustavu % rovnic, kterou jsou uréeny
koeficienty 4.

Abychom nemuseli poéitat charakteristické funkce konjugovaného
jadra, budeme postupovat jako v pripadé omezené oblasti. Oznaéme
b(t, £) funkei, jeZ se rovn4 jedn$, jestlize ¢ a ¢ lezi na téze k¥ivee L,
k=1,2,...,n —1, a nule v ostatnich pfipadech. Rovnici (11) na-
hradime touto rovniei:

t) + — f (°°s” b(t,g))do—'—fumd:

= — 2u(t) + 2kZIAklg[t — 2] (12)

nebo podrobnéji: Jestlize ¢ lezina L, k = 1,2,...,n — 1, pak

ult) + fu(;) 05 7) g %fu(z:) do—%fu(o do =
- L Ly L

= —2u(t) + 22,4, Iglt — 2; (13;)
jestliZe ¢ lezi na L,, pak

ut) + %fu(t)wda—%fmc) do =
L L

= —2u(t) + 2k§1Ak lg|t — 2. (13,)

Pravé tak jako shora lze dokdzat, Ze rovnice (12) ma feSeni pro libo-
volnou pravou stranu. Resime-li ji, 24d4me, aby

fu()de=0,k=1,2,...n—1. (14)
Ly, ’

Rovnice (9) a (14) tvo¥i soustavu n linearnich rovnie, z nich% uréime
koeficienty A4;. JestliZe jsou splnény podminky (14), pak rovnice (11)
a (12) splynou; takto uréena funkce u({) umozni feSeni Dirichletova
problému.

§ 32. Modifikovany Dirichlettv problém a Neumannv problém. Modi-
fikovanym Dirichletovym problémem budeme nazyvat tlohu uréit

analytickou funkei, reguldrn{ v mnohondsobné souvislé oblasti, jestlize

148



na kazdé z kfivek tvoficich hranmici je ddna redlnd &ist této funkce
aZ na aditivnf konstantu.

Hledan4 analyticks funkce ¢(z) musi tedy ne hranici vyhovovat této
podmince: Jestlize ¢ lezi na kfivee Ly, pak

Re{p(t)} == f(t) + by, (1)
kde f(t) je dana funkce a b, jsou néjaké konstanty. Ty musi byt uréeny
z podminky, Ze ¢(z) je jednoznaénd v oblasti. Jednu z konstant b, 1ze
zvolit libovolné. Ostatni jsou pak uréeny jednoznaéné. Dokazme to
sporem. Zvolme na p¥. pevné by a necht ¢,(z) a ¢2(z) jsou dvé funkce
reguldrni v oblastl D, vyhovujici rovnicim

Re{g,(t)} = f(t) + bL; — b te
Re(p(t)} — 1) + b, 20 = Yo b L

Potom rozdil w(z) = ¢,(z) — p,(2) je také reguldrni v D a jeho realns
tast se Tovna konstantd b, — b, na kadé z k¥ivek L,. V takovém

piipadé olm{w(t)} . oRe{w(f)} 0
oy e do 7

ProtoZe w(z) je regularni v D, je Im{w(z)} harmonicks v D. Podle
véty o. jednoznaénosti FeSeni Neumannova problému Im{w(z)} =
= konst. Potom z Cauchy-Riemannovych rovnic plyne, Zze Re{w(z)} =
= konst. Avsak na L, Re{w(z)} = 0, nebot b, = b;, a proto Re{w(z)} =
= 0, a tedy b, = b;. Z toho mezi jinym plyne, %e FeSeni modifikova-
ného Dirichletova problému je uréeno aZ na &istd imaginarni aditivni
konstantu.

Vysledky predchazejiciho paragrafu dovoluji jednoduSe fesit modi-
fikovany Dirichletiv problém. V pnpade omezené oblasti (obr. 5) na-
piSm e integralni rovnjci

u — 2 [0 1 ot o)) uie) ao = 210 2)

24

V souhlase s tim, co bylo fefeno v pfedchdzejicim paragrafu, mé tato
rovnice jediné FeSeni. ReSme ji. Oznaéme nynf

b, = 0, bk=%fﬂ(5)d05 k=12, ..., n (3)
Ly,
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Potom, jestlize ¢ lezi na L,,

) — = [0y a0 = 2170y + ) 0
Polozme nyni ¢ .
o) = o [ 2L ac (%)
L

Lev4 strana v (4) se rovna 2Re{p(t)} (viz § 29) a z (4) plyne, Ze jedno-
znaéné funkce @(z), reguldrni v D, vyhovuje podmince (1) a je tudiz
TeSenim modifikovaného Dirichletova problému.

Jestlize je oblast neomezend, pak FeSeni problému dostaneme, jest-
liZe FeSime integraln{ rovnici

w) + = [ (“’S(T—”+ bt r:)) u(@yas — 2 [ a0 = — sy, @
T L

Zde polozime

1 1
by = %L () do —%!#(C) do (7)
k

a potom integril (5) davd FeSeni modifikovaného Dirichletova problé-
mu pro nekonetnou oblast.

Na modifikovany Dirichlettiv problém lze prevést fadu uloh: pro-
blém konformniho zobrazeni mnohonasobné souvislych: oblasti, pro-
blém krouceni dutych tydi, problém obtékani a mnohé jiné. Na tentyz
problém se prevede t. zv. Neumanniv problém.

Neumanntv problém zni takto: Uréit funkei harmonickou v oblasti,
jestliZe jsou na hranici znadmy hodnoty jeji normalni derivace.

Podminka nutna a postadujici, aby Neumanntv problém mél feseni,
je

[F(t)do =0,

L
kde F({) je dand hodnota normaln{ derivace hledané funkce. Dikaz
tohoto dobfe znamého tvrzeni se uvadi v ucebnicich matematické
fysiky. -
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Necht U(z, y) je hledana funkee a F(£) je dand hodnota jeji normalni
derivace na hranici. Necht dale V(z, y) je funkce konjugovand s U(z, y)
ag@(z)=U 4 V.

Jak uz jsme ukézali v pfedeSlém paragrafu,

— Saulge —=) + 90 Q

kde ¢*(z) je jednoznaénd funkce. V tomto pfipadé jsou koeficienty 4,

znamy:
1
A, = —%fF(C)da
Ly

a tloha se tim pfevadi na urleni jednoznaéné funkce @*(2).
Bez obtizi 1ze uréit krajové podminky pro ¢*(z). Necht
p*(z) = U* 4 iV*.

Na hranici L zndme normalni derivaci funkce U*:

U* ~ o gt —zl oy
757-Ft>_7A p— = FX(0). (9)

Na kfivee L, zvolme libovolny bod #,. Potom na této k¥ivce mame

t
V* = [F*({)do + by, (10)
U
kde b, je dosud neuréens konstanta. Funkce — i p*(2) = V* —iU* je
feSenim modifikovaného Dirichletova problému s krajovou podminkou
(10). Resime-li tento problém, feSfme tim soudasng i problém Neuman-
nav.

§ 33. Krouceni plnych a dutych tyé&i. V theorii krouceni tyéf se pfedpo-
klad4, Ze od nuly riizné jsou pouze slozky napéti z,, a 7,,.! Tyto vyho-
vuji podmince rovnovahy '

0T o1,
OTaz |, 9Tuz _ 1
ox oy 0 (1)

1 Predpokladame, Ze osa z je rovnobéind s povrchovymi pfimkami tyée.
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Oznatme u,, u,, u, slozky elastickych posunutf{ podél os =, y, 2.
Z Hookova zakona lze odvodit, Ze

U, = — Yyz + «, u,,:z?xz—l—ﬂ,%:& (2)

Zde jsou ¢, & a f konstanty. Veli¢ina & je Gmérnd zkrouceni tyde. Dile
z rovnic vyjadiujicich Hooktv zakon dostaneme

‘ Ou, , Ou,}  [ou,
o = (8z+8x) “(ax—ﬁy)’
- (au,,+ 8uz) _ (8u2+ S )

Derivujeme-li prvou rovnici podle y a druhou podle z a odeéteme-li je,
dostaneme:

.(3)

0Ty, 0Ty, )
it )
Rovnici (1) 1ze vyhovét, poloZime-li
0 0
Ty, = —u(% + 0.2/), Ty = (% + ﬁx)- (5)

Dosadime-li toto do” (4), dostaneme, ze Ap = 0. Funkce ¢(z, y) bude
tedy harmonickou v -oblasti D, kterou dostaneme protnemé-li tyé
rovinou (z, y).

Najdéme krajové podminky pro funkei ¢(z, ). Na povrchu plasté
a tedy i na hranici oblasti D je splnéna rovnice

7,, ¢0s(v, ) + 7,,cos8(v,y) = 0, (6}

kde » je vnéj$i normaila k plasti. Rovnice (6) vyjadiuje, Ze povrch
plasté tyée neni podroben vnéj$im silam. Dosadime-li do ni vyraz (5),
uvedeme ji na tvar

O Op _
-a—x-cos(v, y) — 3y cos(y, ) = — @[z cos(v, y) — y cos(», x)].
Dal
e cos(v, x) = — cos(o, ¥) = —g%,
cos(v, ¥) = cos(o, &) = (aig.
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Odtud plyne, Ze p 1626 (a2 + yz)

oo

Integrujeme-li podél oblouku o, dostaneme koneéné, Ze na hranici -
oblasti D @ = — }9(2® + ¥*) + ¢, ¢ = konst. (7)

JestliZe je ty¢ plnd, je oblast D jednodu$e souvislda. Konstantu ¢
lze zvolit libovolné a funkee ¢{x, ) se uréi jako FeSeni Dirichletova
problému s krajovou podminkou (7). Jestlize je tyé duta, je oblast D
mnohonasobnd souvisl4 a konstanta ¢ miize mit rizné hodnoty na riz-
nych kFivkach, tvoFicich hranici.

Dokazme nyni, Ze v pfipadé duté tyce je funkce y(x, y), konjugovani.
s (x, y), jednoznaéna v D. Podle Cauchy-Riemannovych rovnic

op_ oy dp oy

ox oy oy = ox

Dosadime-li toto do (5), dostaneme:

I o
T = (ax ﬁy), Tys = M (-8?/ + 1?:15).

Porovname-li to se vzorei (3), vidime, Ze p = u, + A, kde 4 je
konstanta. AvSak u, jako posunuti bodu tyde je nutné jednoznadné.
Odtud plyne, Ze p(x, y) je také jednoznadna.

Nyni je jasné, Ze ¢z, y) je TeSeni modifikovaného Dirichletova
problému s krajovou podminkou (7).

Poznamene]me %e ponékud pohodInéji nez ¢(x, y) lze urdéit fun.kcl

U, y) = — 3 tp(:v y), kterd vyhovuje kra- s 2 f . 3
jové podmince
U=a24+ 9>+ ¢ (8) 12 2
1 1=
§ 34. Krouceni tyCe Ctvercového prafFezu.
UvaZujme problém krouceni tyde, jejiz pritez 2 2
s rovinou kolmou na osu je &tverec. Soufad-

nicové osy zvolime tak, jak je ukazdno mna
obr. 7. Pro jednoduchost vypoétu predpokla- Obr. 7.
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dejme, Ze se strana ¢tverce rovnd dvéma. Konstantu ¢’ ve vzorci (8),
§ 33 poloZme rovnou nule. Funkce U(z, y) vyhovuje krajové podmince

Uz, y) = 2* + ¢~
Polozime-li jako obvykle U(z, y) = Re{®P(2)} a

anfC—z 2

1) =+ [0y 20D a5 = o 4 g9, )

L

dostaneme integralni rovnici

kde ¢t = & 4 ¢y je bod na hranici étverce.
os(», )
r

y y .y c <« . Y
Ve vrcholech ¢tverce je jadro nekoneéné velké, takze rov-

nice (1) prestava byt Fredholmovou. Je v8ak dokdzano (viz [32]), Ze
Fredholmova alternativa zde plati. Pfislusna homogenni rovnice ma
pouze trividlnf FeSeni. Odtud plyne, %e rovnice (1) je feSitelnd.

NapiSme na8i rovnici v jiném tvaru, pfihodnéj$im pro numerické
vypotty. Je totiz (§ 29)

_eos(n7) gy — 4o, (2)

kde 9 je thel sevieny vektorem sméfujicim od ¢ k ¢ a osou z; rovnice (1)
nabyva tvaru

to+%fmow=mﬁ+w> (3)
L

Rovnici (3) budeme fesit methodou § 7, uZivajice k vypocétu integralu
formule vztahujiei se k obdélnikovému déleni.

Zvolme na hranici ¢tverce 16 bodi, oznadenych na obr. 7 éislicemi
1, 2, 3. To jsou body, jejich# jedna soutadnice je rovna 41 a druh4 se
rovni jednomu z éisel 0, +%, +1. Poznamenejme, %e se hodnoty u(f)
v bodech soumémé poloZenych vzhledem k osim =z,y a vzhledem
k pfimkim y = 4+ 2 v disledku soumérnosti krajovych podminek
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sobé rovnaji.! TudiZz v bodech oznadenych touZ é&islici se hodnoty u(?)
shoduji, takZe budou pouze tii rizné hodnoty u(t), prislusejici hodno-
tam {, =1, t, =1 + 14, t; = 1 + 7. Oznacme

#(1) = py, p(l + 32) = pgy (1 + 1) = p,. (4)

Nahradime-li integral v (3) podle obdélnikové formule, dostaneme:
1 16

wt) o 2 pulta) A94(t) = 2t (5)

Zde t, oznacuji nami zvolené body a A9,(¢) tihel, sevieny tsetkami,
které spojuji body f; a t;,, s bodem ¢. Polozime-li v (5) ¢t = ¢,, ¢,, L5,
dostaneme soustavu tif rovnic s tfemi nezndmymi ., u,, s
1,24324, + 0,5000u, + 0,2658u, = 2,000,
0,19924, + 1,4273u, + 0,3734u, = 2,500, (6)
0,1269x, + 0,2508u, + 1,1239u; = 4,000.
Veli¢iny A48,(¢;) se lehce uréi z obrazku; pfi sestavovani rovnic (6)
bylo pfihlédnuto k tomu, Ze v bodech oznadenych na obriazku stejnymi
Lislicemi ma u(t) stejné hodnoty.

1 Provedme dukaz tohoto tvrzeni. Funkce U(y, z) je harmonickd a vyhovuje
téZe krajové podmince (8), § 33 _]&ko funkece Ul(z, y). AvSak potom Uly, z) =
= U(z, y). Dale

Uly, z) = Re{P(y + iz)} = Re{P(iz)} = Re(P(iz)}.
Odtud plyne, e ®(z) = B(iz) &ili )
L Ot 2L f_u(:) a@E.

2ni | T —z m ) T+ iz
L L

Ve druhém integradlu nahradme { vyrazem i&’. V rovind ¢’ dostaneme tutés
hranici L, aviak orientovanou opadnym smérem. Jestlize zmé&nime smér orien-
tace a znaménko integralu, dostaneme (&drku u ¢’ vynech4vame):

1 u(8) 1 p @)

2ns C—zdc__ C—zc
§7 L
Aviak vyjadieni analytické funkece ve tvaru integrélu typu Ceuchyho s redlnou
hustotou je jednoznaéné. Odtud plyne, Ze u(f) = p(:f), t. j. funkee u(f) nabyva
stejnych hodnot v bodech soum&rnd poloZenych vzhledem k ose iihlu prvniko
soufadnicového kvadrantu. Podobné dokéZeme soumérnost u({) i v ostatnich
pifpadech.
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Resime-li soustavu (6), dostaneme:
4y = 0,60, uy = 0,80, u; — 3,32. (M)

Interpolujme funkei 4 na kazdé ze stran étverce. Tato funkce je
soumé&rna a lze ji interpolovat polynomem tvaru azt + ba? 4 cna stra-
néach étverce rovnobéinych s osou x. Na dvou ostatnich stranach zfejmé
dostaneme interpolaéni polynom ay* 4 by® + ¢ s tymiz koeficienty:
Vypoéteme-li koeficienty, najdeme: ¢ = 2,56, b = 0,16, ¢ = 0,60,
a tedy

e +13) = 2,562 + 0,162% + 0,60, } (®)
p(£ 1+ iy) = 2,56y + 0,162 + 0,60.

Zname-li u(t), neni obtizné vypoditat @(z) a potom i napéti 7., a 7,..

§ 35. Problém obtékani. Rovinny problém obtékani spoéiva v urdeni
rychlostniho pole pro paralelni proudéni v roviné, jez na své drdze na-
razina nékolik tuhych téles, které se bud nepohybuji nebo se pohybuji
danym zpiusobem. Rychlost proudéni v nekoneénu povaZujeme za
danou. .

JestliZe mame co &init s potencidlnim proudénim idedlni nestladitelné
kapaliny, pfevadi se iloha na uréeni komplexniho potenciilu

kde ¢ je potencidlni funkce (rychlosti) a ¢ je proudova funkee, z danych
krajovych podminek. PoloZme osu x rovnobézné s rychlosti proudén
v nekoneénu; velikost této rychlosti oznaéme U. Potom krajové pod-
minky nabyvaji tvaru:

a) v nekoneénu -
lim[g(x, y) — Uy] = C, (2)

zZ—>®w

b) na hranici obtékaného télesa
vy=Uy—Va —120@*+ ") + ¢, (3)

kde U, a V, jsou pruméty rychlosti postupného pohybu obtékaného
télesa na osy x a y, £ je thlova rychlost jeho otdéeni. Veli¢iny C' a C”
jsou konstanty. JestliZze je obtékanych téles nékolik, muZe konstanta.
C’ na hranici kaZzdého z nich nabyt jiné hodnoty.
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Proudové funkece y(z, ) je jednoznaénd, jak je patrno ze vzorce (3);
pokud se tyde potencidlu ¢(z, ), ten je jednoznaclny, jestlize oblast
proudéni je jednoduse souvisld, jinak Feéeno, jestlize proudéni obtéka
pouze jedno téleso. V piipadé nékolika obtékanych téles potencidlni
funkce bude obecné fedeno mnohoznaéna. Veliéina

I, = [u,dz + u, dy = [de, (4)
L 5
kde w, a u, jsou slozky rychlosti proudéni, se nazyva cirkulaci podél
k¥ivky L.! Jestlize cirkulace podél hranic L,, Ly, ..., L, se rovnaji
r,r,...rI,pak
— P *
w~lhfgﬁm@@—n%+wwx (5)

kde w*(z) je funkce reguldrni a jednoznaéni v oblasti proudéni. Na
hranicich obtékanych téles w*(z) vyhovuje podmince:

P ) = (Uas — U) g — Ve — 2 02 4 ) —

< I
— 2 52 lgl—zd + O (6)

Ve vzorcich (5) a (6) 2, znadi bod libovolné zvoleny uvnitf L. Uy,
Vo @i a €, znadi hodnoty veli¢in Uy, V,, 2, C na hranici L;. Nyni lze

L1 wer s 1wy o oo . . ;
funkei - w*(z) uréit jako FeSeni modifikovaného Dirichletova problému

s krajovou podminkou (6). JestliZe tento problém rozieSime methodou
§ 32, pak jiz lehce najdeme rychlostni pole proudéni.

§36. Obtékani dvou eliptickych y

vélci. Jako priklad budeme uvazo-

vat problém obtékanidvoustejnych Yl N
elips s poloosami a a b, poloZenych \_/'a
jako na obr. 8. Pro jednoduchost

vypostu budeme predpokladat, Ze Obr. 8.

1 Viz na pt. N. E. Koéin, I. A. Kibel’ a N. V. Roze, T¥éoretideskaja gidromecha-
nika, ¢é. II, Gostechizdat 1948, nebo L. I. Sedov, PriloZenija t&orii funkeij
kompleksnogo peremennogo k n&kotorym zadadam ploskoj gidrodinamiky,
Uspéchi matématiceskich nauk, vyp. VI, 1939.
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proudéni je necirkuldrni a elipsy se nepohybuji. Pfedpoklidejme také,

Ze rychlost proudéni v nekoneénu se rovna U a mé smér osy z. Vzorec

(5), § 35 nabyva tvaru: \
w(z) = Uz 4+ w*(2). (1)

Krajové podminky pro funkei w(z) = zl w*(2) jsou:

na L, Re{w(z)} = — Uy —C, k=1, 2. (2)

Polozme 1 u(&)
w(z) = o fC_—; dg. (3)

)7
V souhlase s § 32 dostaneme pro x(f) nasledujici integralni rovnici:
1 : ‘
w) + — f ) (M + b, C)) do = 2Uy, (4)
z

pii ¢emz funkei b(¢, {) uréime takto:
b(t, £) do = 1dr, (51)

kde 7 je parametr uréujici polohu bodu na elipse, jestlize ¢t a { lezi na
téze elipse, a

b(t, ) do = 0 (52)
v opaéném pfipads.?
Vypoétéme jadro M—. Zavedme parametrické vyjadieni
elipsy Ly:
=& + a + acost, y = b sint,
a elipsy L,:

x = —oa —a -+ acost, y = b sint.

Jestlize body ¢ a { leZi na téze elipse, pak obdobnymi vypodty jako
v § 5 nalezneme: ‘

2 p2

cos(v,L)dgz_i dv PR - b2

2 t 2
al—s”cos2-+r @

1 Integralni rox;nice (4) a funkee b(¢, {) jsou zde dany pondkud jinak neZ v §§ 31
a 32. To jsme uéinili, abychom trochu zjednodusili vypoéty podstatné to vSak
neni.
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JestliZe ¢t lezi na L,, a { na L,, pak

cos(v, )
7

b[(oc + a) cost —a sinzt : T] dr

do =

2[(o¢—|—a)2+ a(x + a)(cost —cost) + a? sin® ¢ _2— i (1-—.»32 coszt —; T)]

Koneéné, jestlize ¢ leZi na L, a ¢ leZf na L,, pak

cos(», 7) do —
——do = .

— b[(oc + a)cost + a sin?’ : T] dz

2[(o¢+a)2 — a{x + a)(cost —cosT) 4 aﬁsin”t ; i (1—62 cos® ! _; T)]

Oznadme u4(f) a u,(t) hodnoty u(t) na kiivkach L, a L,. Rovnici (4) lze
napsat jako soustavu s neznamymi u,(f) a us(?):
2n

P

2am 0o 1 —¢ c()szth—-r
2
2 L t—T
r _ Qin?-——
, b (7 COST — SI" —5 ) ua(7) dz
4+
2an — "
0 %+ y(cost — cost) 4+ sinzt i (.1 T 2 cos? ‘g T)
2x :
1 -
+ gf,ul(t) dz = 2bU sint, (6,)
0 .
o~ [ )
2arn _ .
0 92— y(cost —cost) + sinzt i (1 — &2 cos? ‘|2‘ T)
27 2n
1 .
— 5 a7} e + 5= fﬂz(") dr = 2bU sint.  (6,)
2am i+t 27 {
0 1 — g2cos?—— 0
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Oznadili jsme zde pro strucnost

x +a’

a

‘y =
Ziejms
y > 1.
Rozvineme-li jidra ve Fourierovy fady a ponechime-li pouze koneény
podet jejich ¢lenti, pfevedeme soustavu (6) na degenerovanou, kterou
lIze lehce Fesit.
Vysetfeme nyni podrobnéji pfipad, kdyz y je dostateéné veliké, takze
vzdalenost mezi elipsami je velikd ve srovnani s jejich rozméry. V tom
piipadé muZeme priblizné poloZit, jestlize ponechame ¢leny, jeZ obsa-

L1 1
~huji > a

t—T

(1 — g coszt _; T)

__cost  cos2t  cos(f + 7)
oy 2y 2t

y cosT — sin®

t—1

y?® + y(cost — cos7) + sin?

y cosT -+ sin?-

_ t
y* — y(cost — cost) + sin2t 5 i (1 — €2 cos? ‘; T)

__cost  cos2t 4 cos(t + 7)
oy 2y% 22

‘Déle, jak uZ jsme nalezli v § 5,

1 a 2 ¢ \* . ]
—— =3 [1 +2 ,Zl(m) (coskt coskt — sinkt sinkz) |.
1 —¢ cos B

Nyni 1ze soustavu (6) napsat ve tvaru
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. 2n 27

2k
) [cosktf,ul(r) coskrdr—sinktfyl(r)sinkrdt]—f—
0 0

) —— Z(

T r-1\0 + b
2n 2n
b - .
+ Saym f,uz(r) cost dt + pr f,uz(r) cos2zdr —
0 0
27 2n

b S .
prv costf,uz(r) costdr + smtf‘uz(r? sint dt = 2bU sint,
0 0 ~

(7)
: 2 2n
1 © 2k > ‘
1ta(2) _—n—le(a T b) [cosktj Ho(T) cosktdr——smktf‘uZ(r)smktdr]—
0 0
2n 2n
_ b f d f 27 d
Sayn Mi(T) cost dt + m (7)) cos2t dv —
0 0
2z 2x

b ) b . : .
— mcostj () cost dT + msmt f,ul(r) sint dt = 2bU sint.
0 0

Rozvifime yl(t) a u,(?) ve Fourierovy fady:

pi(t) = AL + (A“) coskt + BV sinkt),
1

k

Ha(t) = AP + (A‘z) coskt + B sinkt).

Mg |

Potom

S (1) o S ¢ (1) _
Z " coskt + B sinkt) —LZ (a T b) (4’ coskt

- b4 | b4P  b4P bBY . - :
ol 1 1 1 —
B’ sinkt) + Say + day? 4@2 cost 4 —4ay2 sint = 2bU smt,(s)

AP + 2, (AP coskt + B sinkt) — 2, ( : ) (45" coskt —
Pl k=1\a+b
(1) (1) (1) (1
b;i; + IZ:; _lﬁ;z cost +- l;f;z sint — 25U sint.

— BY sinkt) —
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Porovname-li Fourierovy koeficienty napravo a nalevo v (8), zjistime,
ze od nuly rizné jsou pouze koeficienty B{" a B, jeZ jsou urieny
rovnicemi

c? Wb ey
[+ o) —euszl -

b _pw ( ) @)
— 1 Bi” = 2bU.
p?t T\ T + byl !
Odtud
(1) 2) 8ab(a + b) y2U
Bi' =B " 8a*? + b(a + b)
a tedy .
N __ 8ab(a + b) y*U .
mlt) = pa(t) =g 5% T b(a 1 b)smt. (9)
Nyni
1 _ _1__ #a(7) H_z(_C)_ -
’iw*(z)—2nifC C+27w C—zdQ
L,
¢ili .
27
1. ) = 1 8ab(a + b) y*U f sint(— a sint + b cost) dt
T =5 5 T b £ 8) | a+ o acost + ibsinr —z
0
sint(— a sint + b cost) dt .
+f—a—|—(x)+acosr+zbsm1:——z} (10)

Vyppétéme integraly v (10). Oznaéme v prvém integralu z — (a +
+ «) = 2’, a've druhém z + a + o = 2’; tak dojdeme k integrilu
I(2') = 1 fsmr(— a sint -+ tb cost) dv

271 a cost + 1b sint — 2’
0

PoloZzme e = ¢. Potom

z<z')'=l.{i.f( @tbo—le—0) 4, __

24 2m|, a+b)o?—22cd+a—b
lo]=1
1 (@+b)o*—(a—b) do I 1
2 ) (@a+b)o*—226+4+a—bao?)] &

lo]=1
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Kofeny jmenovatele integrandu v I, jsou

24 [z —¢ 72— 2% —¢2

NE T Fo T T a¥ob

Zvolme tu hodnotu kotene, jeZ je kladnd pro nekonecéné velkd kladna 2.
Potom, jestlize opakujeme Gvahy § 30 (viz pozn. pod Sarou na str. 142),
nalezneme, Ze uvnitf kruhu |o| << 1 lezi pouze kofen ¢,. Potom uZ bez
obtizi zjistime, Ze ‘
I — 2\ — ]/"z’2 —c?

17 2i(a + b)
Upin& obdobné nalezneme

2¢(a — b)
a tedy
I(z') = i(a? a_ b2) (' — Vzlz —¢?)
Nakonec dostaneme
1 y 8a2byrU ' >
T = st T b By Ve
—Je+a+ a2 —c) (11)
a
N o~ 8a2by2U :
w(z) = Uz 4+ @ —D)ay? + bla T 0] (22— |z —a — ) — 2 —
— Ve +a+ o —o). (12)

JestliZe ve vzorci (12) povazujeme veli¢inu 2z’ = 2 — @ — « za pevné
zvolenou a nechdme-li « konvergovat k nekoneénu, dostaneme znimy
vyraz pro komplexni potencidl, p¥isludejici obtékani jednoho eliptic-
kého vélce: '

bU

a—b

w(z') = Uz + (z' — VzT—_c?).

Pro velké o jsou zmény rychlosti v blizkosti prvého vélce zpiisobené
pfitomnosti druhého vilce ¥adu y-2.
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§ 37. Konformni zobrazeni mnohondisobné souvislych oblasti. a) Kon-
formni zobrazeni dvojnisobné souvislé oblasti na mezikruzi.

Uvazujme v roviné komplexni proménné z oblast D omezenou
z vndjsku kiivkou L, a z vnitiku k¥ivkou L,. PoloZme si tuto alohu:
zobrazit oblast D na mezikruzi B < |w| <1 tak, aby kfivka L, se
zobrazila na kruznici |w| = 1 a kfivka L, na kruznici [w| = R. Budeme
predpokladat, Ze kiivky L, a L, jsou hladké se spojitou kfivosti.

Podatek soufadnic v roviné z poloime dovnitt L,. Hranici oblasti D
oznatme L. Je ziejmé, Ze L se sklida z kiivky L, orientované proti
ruc¢iékam hodinovym a z kfivky L, orientované ve sméru ruciéek hodi-
novych.

Zobrazujici funkce w = w(z) se na D nerovni ani nule, ani nekoneé-
nu, & proto funkee lgw(z) = Igw nemd v D singularnich bodi. Jdeme-li
po kfivee L, v kladném sméru, argw vzroste o 2w, nebot ptitom w
opisuje, také v kladném sméru, kruznici |w| = 1. Odtud plyne, Ze pfi
obshnuti kfivky L, v kladném sméru lgw(z) vzroste o 2xi, a funkce

w(2)

p(z) = lg =
je reguldrni v D. Neni obti#né uréit krajové podminky, je# spliiuje
@(z). Jestlize te Ly, pak |w(t)] =1, jestlize te L, pak |w(f)]=R
Odtud Refofmn — [ — 18l t< Lo, .
elp(t)} = {—lg[t[ + 1gR, teL,. (1)

Jestlize nechdme R libovolné a sestrojime harmonijckou funkeij, vyho-
vujici podmince (1), pak funkee s ni konjugovana bude v D obecné
mnohoznaéna. Proto musime R podrobit podmince, Ze analytickd
funkee ¢(z), jeZ ma byt uréena podminkou (1), je regularni v D. Tudiz,

¢(z) je feSenim modifikovaného Dirichletova problému; k uréeni ¢(z)
lze uiit methody § 32.

Resime-li modifikovany Dirichletiv problem s podminkou . (1),
dojdeme- k néjaké zcela uréité hodnoté E. Predpokladejme, Ze tato
hodnota je men$i ne? jedna; doka?me, Ze potom funkce w = w(z) =
= 2e™? realisuje konformni zobrazeni oblasti D na mezikruz{ R <

< |w| < 1. ProtoZe funkce ze*® je regulérni v D, stadi dokazat, Ze L,
a L, se vzajemné jednoznaéné zobrazuji na pfisluiné kruZnice.

Jesthze z € Ly, pak Re{p(z)} = —Ig|z| a tedy |w| = 1. Dile, argw =
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= argz + Im{gp(2);. Kdyz z probftha uzavienou kfivku L, funkce
Im{p(z)}, jez je harmonicka v D, nabude po ob8hnuti piivodni hodnoty,
aviak argz vzroste o 2x. AvSak potom i argw vzroste o 27 a bod w
probéhne uzavienou kruznici |w| = 1. Zbyva dokdzat, Ze body této kruz-
nice vzijemné jednoznaéné odpovidaji bodim kfivky L,. Staéi dokd-
zat, Ze pro [w| = 1 je argw rostouci funkece o, kde o je délka oblouku
k¥ivky L.

Funkce lgw(z), harmonickd v D, se rovna nule na L, a IgR < O na’
L,. Podle véty o maximu a minimu harmonické funkce, lg|w(z)| < 0

uvnitt D. AvSak potom na L, 81g_|;ov(z_)| =0 (v je vnéjsi normaila

k L,). Dale, z Cauchy-Riemannovych rovnic plyne, %e na L,
dargw(z)  olglw(z)]|
) d¢ v 20 (2)
takZze argw je neklesajici funkce g. Necht nyni bodim z, a 2, pfisludejf
oblouky o, a o4, pii éemZ o, < o, a pfedpokladejme, Ze argw(z;) =
= argw(z,). Potom

0 = argw(z,) — argo(z,) = faa,%;;(z) de.

V dusledku nerovnosti (2) bude na oblouku o, < o < g, kiivky L,
&Lg;;;@ = 0 a argw(z) = « = konst. Aviak potom na tomto oblouku
lgw(z) = lglw(z)| + ¢ argw(z) = s«. Analytickd funkce Igw(z), rovnajici
se konstanté na néjakém oblouku, se potom rovna této konstanté iden-

ticky. Odtud @(2) = lgw(z) — lg|z| = ix —Ig|¢|

a @(2) nenf regularni v D, coZ je spor, jak je patrno ze sestrojeni této
funkece. Je tedy nutné argw(z,) < argw(z,), 6imZ je dokdzéna vzajemna
jednoznaénost zobrazeni k¥ivky L, na kruZnici |w| = 1.

Obdobné se dokédze, %e L, se vzadjemns jednoznaéné zobrazi na kruz-
nici [w| = R.1

! Nyni lze dokézat, Ze znak rovnosti ve (2) je vylou€en. Skuteén8, necht v bodu

ol o1
% = 0. Pii tom ziejmé _gl_w@

Ze w’(z) = 0, coZ je nemoZné, nebot ktivka L, je hladka.

zoeLy = 0; odtud lze lehce usoudit,

o z=2,
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Dokazme nyni, %e veli¢ina R, uréend z feSent modifikovaného Di-
tichletova problému, je skutend mensi jedné. Predpoklidejme opak.
Podle predchazejiciho dokaZeme, Ze L, se vzajemné jednoznaénd
zobrazuje pomoci funkece w = w(z) na kruZnici jw| = 1, avSak tento-
krate 1gR > 0, a uvnitf D Ig|w(z)| > 0. Opakujeme-li pfedchazejici
nvahy, zjistime, Ze

18 o, 4 ¢ L,

do =

takZe kruZnice [w| = 1 je probihdna ve sméru hodinovych ruéiéek,
kdyz L, je probihana proti rué¢i¢kam hodinovym. To je ve sporu s tim,
Ze pii takovém obéhu argw = argz 4+ Im{p(z)} vzroste o 2nx.

Ze vieho, co bylo shora feéeno, plyne, Ze existuje jedna a jen jedna
hodnota R, pro niZz je mozné zobrazeni dané dvojnisobné souvislé
oblasti, ohrani¢ené dvéma nedegenerovanymi kfivkami, na mezikruzi
R < juw| < L. ‘

b) Konformni zobrazeni mnohondsobné souvislé oblasti na rovinu,
je% je rozdélena primymi Fezy.

Vyskytuje se uloha konformné zobrazit (» + 1)-nisobné souvislou
omezenou oblast D, omezenou hladkymi uzavienymi kfivkami
Ly, Ly, ..., L, se spojitou kFivosti, na oblast D,, jez vznikne z roviny
odstranénim fezti rovnobéinych s imagindrni osou..Necht oblast D
lezi v roviné z, oblast D, v roviné w. Podatek soufadnic z = 0 polozme
dovnitf D a predpoklddejme, Ze se nezobrazuje na bod w = oo.
Zobrazujici funkei budeme hledat ve tvaru

w= 1+ g2) 3

kde @(z) je regulé,fni v D. Zvolime-li vhodnym zpusobem pocatek sou-
fadnic v roviné w, dosdhneme toho, Ze tsecka, na niz se zobrazuje
k¥ivka L,, bude leZet na imaginirni ose. Oznaéme b, abscissu usecky,
na nfZ se zobrazuje k¥ivka L;. Potom ¢(2) spliiuje nasledujici krajovou
podminku: '
i 1
te Ly, Re{p(t)} = — Re (T) + b, by = 0. (4)
*

@(2) je tedy FeSenim modifikovaného Dirichletova problému. Re$ime-li
tento problém, uréime funkei ¢(¢), z niZ jednoznaénym zpilisobem uréi-
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me abscissu b,. Uplné obdobné jednoznaéns uréime ordinity konco-
vych bodii Gsedek, tvoficich hranici D,, jestlize libovolng zvolime Gisté
imagindrni aditivni konstantu, jez se vyskytuje v fe$en{ modifikova-
ného Dirjchletova problému.

Zbyvs dokézat, Ze funkce (3) je jednolistd.!. Predevsim je jedno-
listou v blizkosti bodu z = 0, nebot potom lze jednoznaéné roziesit
rovnici (3) vzhledem k z. Necht nyni z; je jeden z bodd, v nichZ w(z) je
jednolistou, a necht w(z,) = w,. VySetime integral

1 w'(z) dz
100 = g7 [
L

kde L je hranice oblasti D a w je libovolny bod oblasti D,.

Integral I(w), jenz se rovna rozdilu mezi po¢tem téch nulovych boda
a polu funkce w(z) — w, které lezi uvniti D, je celé ¢islo. Pokud w pro-
biha vnitiek D,, I(w) je spojitou funkef w. I(w), rovnajici se celému
¢islu, je tedy konstantni. AvSak I(w,) = 0, nebot w(z) — w, md uvnit¥
D jediny pdél z = 0 a jediny nulovy bod z = z,. .Odtud plyne, Ze
I(w) = 0, jestlize w e D,. Uvnitt D funkce w(z) —w ma pouze jeden
jednoduchy pél z = 0, a protoze I(w) = 0, md w(z) — w prave jeden
nulovy bod v oblasti D, jestliZze w lezi v oblasti D,.

Obdobné mizeme uvaiovat ndkteré jiné typy konformniho zobra-
zeni mnohondsobné souvislych oblasti. Tak lze na modifikovany Di-
richletiiv problém lehce pievést tlohu konformniho zobrazeni mnoho-
nasobné souvislé oblasti na rovinu, rozdélené fezy podél oblouki sou-
stfednych kruznic nebo podél usetek pfimelk, prochdzejicich jednim
a tymzZ bodem.

§ 38. Dirichletiv a Neumanniiv problém v prostoru. Omezme se pro
jednoduchost na oblast, omezenou & neomezenou, jejiz hranice je-
uzaviena hladk4d plocha 8, vyhovujici t. zv. Ljapunovovym pod-
minkdm:

1. thel &, sevifeny normélami ve dvou bodech M a M, plochy 8,
vyhovuje nerovnosti

1 Ni%e provedeny ditkaz je vzat ze élanku M. V. Keldyse ,,Konformnyje oto-
braZenija mnogosvjaznych oblast&j ne kanonifeskije oblasti‘‘, Uspéchi mat.
nauk, vyp. VI, 1939.
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F<Ar 0<x<1
kde 4 a « jsou konsta,nty a r je vzdilenost mezi M a M ;;

2. existuje konstanta 6 > 0 takova, Ze kaZda pfimka rovnobéina
s normalou k § v bodé M neprotind vic nez jednou tu &ast plochy S,
ktera lez{ uvnitf koule poloméru ¢ a se stfedem v M.

Integraly
1 ds
VM) = o f o(8) 2, (1)
J
1
- 1 0 r
W(M) = in o(M,) a_vl ds,, (2)
S

se nazyvaji, jak je znidmo, potencidl vrstvy, resp. dvojvrstvy; o(M)
a o(M) se nazyvaji hustoty pfisludnych potencidli. Ve vzorcich (1)
a (2) r je vzdalenost mezi M a M ,, kde M, je bod plochy S, a M je bod
uvniti nebo vné S, », je vnéjsi normala k S v bodé M ,; dS, je element
plochy S.

Plati nasledujici tvrzeni' (hustoty o(M,) a o(M,) povaZujeme za
spojité):

1. Po/tencié,l vrstvy i dvojvrstvy jsou funkce harmonické jak uvnitf,
tak i vné S. .

2. Potencidl jednoduché vrstvy je spojity v celém prostoru.

3. JestliZe » znadf vnéj8i normédlu k S v bod& M a indexy ¢ a e ozna-
¢uji hodnoty potencialu uvnitt, resp. vné plochy 8§, pak hodnoty nor-
malni derivace potencidlu vrstvy na ploSe § jsou urdeny nasledujicimi

vzorei:
'aVé(vM)=_— )+ f cos r, v) as,, 3)
(M) 1 1
B0 _ Loty + - [otary 02 as, )
S -

1 Viz na pf. [12].
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4. Limitni hodnoty potencidlu dvojvrstvy na plose S jsou dany
vzorei

cos(r, v¢)

W) = 5 o00) + 2= [[atary as,, %)
S

cosr, 1) gsg,, (6)

W) = — 5 o(M) + o f o)

Ve vzorcich (3) a (6) je r orientovano od M,k M.

5. Norméln{ derivace potencidlu dvojvrstvy nabyvé na S stejnych
limitnich hodnot jak z vnéjsku, tak z vnittku S.

Lze také dokizat (viz [12]), Ze kdyZ M a M, lezi na plose S, pak
(C = konst.) '
C .

cos (v, 1) o 7

72

C__-

TZ—a’

cos(v,, 7)
r”

« je konstanta, jeZ se vyskytuje v Ljapunovovych podminkéch.
UvaZujme Dirichletiiv problém pro oblast D, leZief uvnitt S. Danou
hodnotu nezndmé harmonické funkce W na S oznaéme f(M). Funkeci W
budeme hledat ve tvaru potencidlu dvojvrstvy s nezndémou hustotou
a(M). Uzijeme-li vzorce (5), lehce pro tuto nezndmou dostaneme
integralni rovnici '
o) + o= [ otary 22V as, = sy (®)

27 r2
S

Druhi z nerovnosti (7) ukazuje, Ze jidro rovnice (8) ma slabou singu-
laritu. Podle toho, co jsme dokézali v § 10, Ize na tuto rovnici uzit
Fredholmovy theorie. DokaZme, Ze rovnice (8) je FeSitelni. Ve shodé
s Fredholmovou alternativou uvaZzujme homogenni rovnici

M+ o f ) CO8(r ")dS = 0. (9)

Z této rovnice a ze vzorce (5) plyne, Ze potencidl dvojvrstvy

1
1 r
Wo(M) = in fao(M1) —‘avl ds,,
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kde g4(HM) je TeSeni rovnice (9), md na S limitni hodnoty z vnitfkurovné
nule. Podle véty o jednoznadnosti YeSeni Dirichletova problému,

Wo(M) =

nosti 5,

?:}01' = 0. Déle, v disledku vlast-

oWy Wy 0

I
Podle véty o jednoznaénosti FeSeni Neumannova problému, W (M) =
= konst, a ponévadz v nekoneénu ziejmé W,, = 0, je W (M) = 0.
Nyni, odeéteme-li rovnice (5) a (6), najdeme

0o(M) = Wo (M) — W (M) = 0.

Tudi? homogenni rovnice (9) m4 pouze trivilni YeSeni a rovnice (8) je
Fesitelns. Resime-li ji a dosadime-li feSeni do (2), dostaneme FeSenf na-
$eho Dirichletova problému.

Kdyz uvazujeme Dirichletiv problém pro oblast D’, leziei vné S,
a hleddme-li feSeni jako d¥ive ve tvaru potencialu dvojvrstvy, pak uzi-
vajice vzorce (6) dojdeme k integralni rovnici

o(M) —%fa(Ml)cos(f " gs, — —2f (10)
S
Tato Tovnice je obecné nefesitelna. Skutedné, uvazujeme-li homogennj
Tovnici
%(M)—zifao(Ml)%”"ds —0 (1)

7
S

a opakujeme-li pfedchizejici ivahy, nalezneme, Ze nutné oy(M) =
= konst. Tato hodnota o4(M) vyhovuje rovnici (11), coz pfimo plyne
ze znamého Gaussova vzorce

1 cos(r, v,)

‘48, =1, M eS.

2% 72
S

Nehomogenni rovnice (11) je tedy nefesitelna, nebot piislusnad homo-
genni rovnice mé netrivialni feSeni.

Mohli‘r jsme predem piedvidat, Ze rovnice (10) bude nefeSiteln4.
Skuteéns, potencidl dvojvrstvy klesa do nekoneéna ¥adové jako R~2
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kde R je vidalenost poéitku soufadnic od bodu M zatim co libovolna
harmonickd funkce v D' klesd do nekoneéna jako R™1. .

Resenf Dirichletova problému pro oblast D’ budeme hledat ve
‘tvaru

NN
s s

Potitek soutadnic umistime uvniti S. Vyraz (12) vede na integralni
Tovnici pro neznamou o(M):

o) — g [or) S as, 4 1 f o(M,) 48, = — 2f(M). (13)

27
S

L}

‘Uvazujme homogenni rovnici

?

1 1
o) — o [ty 20 as, 4 L [y as, = 0. (4
N S

‘Ukazuje, Ze harmonické funkce v D',

—ff’o 1)—dS

1
°R fUO(Ml) ds,
8

jsou totoZné na S. Potom se sobé rovnaji identicky.

Odtud 3 1
) Bl
fUO(Ml) ds, = %97 fao(Ml) R
s 5
05
Nechdme-li R — oo a viimneme-li si, Ze pfitom R B — 0, dostaneme
. R 1
f oo(M,) dS; = 0. (15)
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Nyni se rovnice (14) shoduje s (11). Odtud plyne, Ze oo(M) ==
= konst. Dosadime-li toto do (15), najdeme, %e o,(M) = 0. Tim je do-
kazana FeSitelnost rovnice (13). '

Obratme se k Neumannovu problému. Danou hodnotu normalnf
derivace hledané harmonické funkce na S oznaéme y(M); Fefeni bu-
deme hledat ve tvaru potenciilu jednoduché vrstvy (1). Neumanniav
problém pro oblast D vede na integralni rovnici

1 | cos(v, '
o) —5- f o) X0 a5, — o) (16)
3
a pro oblast D' na rovnici

o(M) + %f () 2% 45, — 2901). (7
5
Rovnice (17) je konjugovans s (8) a stejné jako ona je vidy feSitelna.
V trojrozmérném prostoru je tedy ,,vnéjsi‘* Neumanniiv problém vidy
Fesitelny.

Rovnice (16) je konjugovana s (10). Aby rovnice (16) byla feSitelna,
je nutné a staédi, aby pravi strana byla orthogonélni k feSenim rovnice
(11). Jedinym YeSenim této rovmice, jak jsme vidéli, je konstanta.
Proto podminka Feitelnosti rovnice (16) zni takto:

wa(Ml) dS; = 0. (18)

Z theorie harmonickych funkef je zndmo, Ze podminka (18) je nutna.
k tomu, aby ,,vnitini‘‘ Neumanniv problém mél feSenf. Pfedchaze-
jicimi tvahami jsme dokazali, Ze tato podminka je také postaujici.
Na zavér uvazujme rovnici s proménnym parametrem A:

A cos(v, ) . 0
o(M) —5- f oMy 220" s, —o. (19)
s
Jiz jsme vidéli, Ze A = — 1 je regulidrni a 4 = + 1 charakteristické

Gislo této rovnice. DokaZme, %Ze vSechna charakteristicka Cisla rovnice
(19) lezi na polopfimkich A > 1a A < — 1 UvaZujme potenclal jedno-

duché vrstvy
1 ds
VM) = f o(3,)

S
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kde o(M) je netrividlni feSenf rovnice (19). Vzorce (3) a (4) nam umoz-
1iuji pfepsat rovnici (19) ve tvaru

v, v, AL AN
R *(WJFW)—O
¢ili
, oV,
(1. =(1—l) 5 (20)

Pfipomefime, Ze podle vlastnoslu 2 V.=V, Pripoultime-li, Ze 4,
o(M) a V(M) jsou komplexni, nasobme (20) V, = V, a integrujme po S.
Polozme jesté V = V, + iV,. Potom dostaneme

(l + l){f(Vlz agh + V2z asz) ds + f(Vn asz sz aVn') dS} —
S

_ Ve 5 Ve [ Voo o Ve
- (1 - j') {f(Vle a _+_ VZe —a'V_) dS +. (Vle a V2e a dS
s S

o

Druhé integrély nalevo i napravo jsou rovny nule, nebot funkce V;, V,,
jsou harmonické uvnitt S a funkee-Vy,, V,, jsou harmonické vné S; tak
dochazime k jednodussi rovnici

1+ 4) f(Vl,- ag” + Vo a;/”) ds =
S

=(1—2 f(Vl,, (4T + Vz,%) ds. (21)
S

Pripomelime zndmy vzorec z theorie potencidlu: Jestlize je oblast B
omezend (neni podstatné, zda z vnitfku &i z vnéjsku) plochou Z, je-li
¥ (M) harmonické funkce v B a je-li #» normala k X, vngj$i vzhledem
k oblasti B, pak

[reas= [+ G+ (B Jowover

QOdtud specialné plyne; Ze

ng—VdS>0

z
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znak rovnosti plati pouze tenkrat, kdyz ¥V = konst, co% je opét mozné
pro V % 0 pouze tehdy, kdyZ B lezi uvniti .

Normala » byla zvolena tak, aby byla vnéjsi vzhledem k S. V tako-
vém piipadé bude vnéjsi vzhledem k D a wnitfni vzhledem k D’; odtud
plyne, Ze integral nalevo v (21) je nezdporny a integral napravo ne-
kladny.

Jsou mozné tyto piipady:

a) Integral napravo v (21) se rovnd nule. Potom V,= 0; protoze
Vi=V,na §8,jeV,=0 a o(M)= v, oV,

ov v
vede k charakteristickému &islu A.

= 0. Tento pFipad ne-

b) Integril nalevo je roven nule a integral napravo je rizny od nuly-

2 ¥

Pak dostaneme znamé charakteristické éislo 4 = 1.

c) Integrél nalevo je kladny a integral napravo zéporny. K tomu je
nutné bud 1 —12< 0,1+ 1>0,nebo1 —4>0,14 1<0,t. j-
bud 2> 1, nebo 4 < — 1.

KAPITOLA 2

BIHARMONICKA ROVNICE
(UZITI GREENOVY FUNKCE)

§ 39. Problémy, vedouci na biharmonickou rovnici. a) Rovinny
problém theorie pruznosti. O rovinné deformaci mluvime, jestlize
se elastickd posunuti déji pouze v roviniach rovnobéznych s rovinou
(x,y) a sloZky posunuti nezdvisi na z. Oznadime-li %, wu, sloZky
posunuti, o,, 7,,, 6, slofky napéti, mazeme napsat soustavu diferen-
cidlnich rovnic rovinného problému theorie pruznosti:!

801 0 sz 0 Ta:‘u 80' Ty

TR0, T (1y

1 Rovnice (1) odpovidaji ptipadu, kdy na téleso nepisobi Zddné objemové sily-
Viz [28a].
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