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Kapitola VL

ELIPTICKA ROVINA.

§ 1. Formulace problému.

V této kapitole zminime se struéné o geometrii elip-
tické v roviné, kratce o eliptické roviné. Jeito za-
kladni tvahy, jimiz dospéjeme k nejdileZitéj§im vzoredm,
neli§i se podstatné od tvvah obdobnych, provedenych pfi
studiu roviny hyperbolické, nebudeme je opakovati, nybrZ
jen struéné na neé poukdZeme, kde toho bude potfeba vy-
zadovati. Ukol geometrie eliptické v roviné jsme jiz d:g-
novali v kap. I, 4. Uvedeme jej nyni v piesné formé:

Eliptickd geometrie v roviné zabyva se stu-
diem invarianti vzhledem ke trojmocné grupé
projektivnich transformaci

e'x,=a,x,+a,x,+a,x
) eH=ay X, + aantayx, (% konst redlnd
e'X; =y X, + @y X, + a3 X, ij=1,2,3),

které reprodukuji jednoduchou, imagindrni

kuzZeloseéku

2) f$5§911513+gzzsai‘i‘ga:l'fa!'f‘29135153+29235253+291351§3=0
(9;; = gj; redlné konst.).

Této kuZeloseCce budeme opét Fikati absolutni ku-
Zelosecka. Podobnym zpisobem mohli bychom definovati
ikol geometrie eliptické vzhledem ke studiu pfimek:

Eliptickd geometrie v roviné zabyva se téz
studiem invariantd vzhledem ke trojmocné
grupé projektivnich transformaci

¢ X\ =4, X+ A, X, + A, X,
1) e X,=4, X, +An X, + 4, X,
e X;=4, X\ +AnX.+An X,
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které reprodukuji kuzZeloseé¢ku 2), jejiZ prim-
kova rovnice jest

gugngn El
G21 9292 =
a1 932 J3 S

2, By By

2) Foz:= =G, E? + Gn B2 + G, B + 2G,, EE, +

4 2G;E,Z,+ 26,y .5, =0.

V rovnicich 1’) maji koeficienty A;;j a pfimkové sourad-
nice X; tentyZz vyznam, jako v kapitole (IV, 1, 1'). Tak jako
diive v geometrii hyperbolické, budeme i nyni €initi rozdil
mezi itvary v eliptické roviné a mezi jejich euklidovskymi
obrazy na euklidovském modelu roviny eliptické. Je tedy
na priklad rovnice 2) rovnici ,absolutni kuZeloseéky“, sou-
Fadnice x,: x,:x; soufadnicemi ,bodu“ atd.

§ 2. Zdkladni avahy.

1. Zakladni vzorce. Z definice geometrie eliptické
jest zfejmo, Ze ty pojmy, které jsou definovédny bez ohledu
na redlnost absolutni kuZelosecky v geometrii hyperbolické,
miZeme prenésti i do geometrie eliptické. To plati zejména
o definici vzdalenosti dvou bodia (IV, 2, 7) a 1ihlu dvou p¥i-
mek (IV, 2, 8). Pro tyto pojmy obdrZeli jsme na udanych
mistech rovnice

9 men—giope=floglatfeln
f:‘f.ll - V/:"y - f,rx f yy
P —FosFos
4) ‘M(XY) = glog A= g log FXY+ I'SKY F‘KX Fyy

2 Fxy—=VFyy—Fxx Fyy

Jde nyni o to, stanoviti vhodnym zpisobem konstanty
¢, resp. C. Ty uréime z poZadavki, které klademe na vzda-
lenost, resp. na uhel. O vzdilenosti pfedpokladame, Ze

prodva rizné body redlné jest vidy redlna,
od nuly rizna. '

Jezto absolutni body jsou vidy imagindrné sdruZené,
jest mozno log 4 psati vidy ve forme ryze imaginarni (VIII,
2, 15). Zavedeme-li tedy oznaéeni ¢ = k | k', jest
kR kK ki— K

3 logl——g—i(¢-+22n): 3 (0o+2x7).

mxy)y =
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Mé-li byti horejSimu poZadavku vyhovéno, je nutno
voliti k=0, t. j.

ki o+ Vi =F F
5 L m(xy) = —-log ¥ xy — Taxlyy
S T T Tat

V roviné eliptické méfime tedy vzdalenosti
elipticky.

Konstantu C stanovime velmi snadno. Vime, Ze ,teény“
z priuseciku ,primek“ X, Y k ,absolutni kuZeloseéce“ jsou
vidy imaginarné sdruZené, zcela tak, jak tomu bylo v ro-
viné hyperbolické. Musime proto konstantu C voliti tak, jako
v roviné hyperbolické, m4-li iihel dvou riznych p¥imek real-
nych byti vidy redlny. Zaddme-li kromé toho, aby tihrnné
hodnota thlu byla jako v roviné euklidovské a hyperbolické
pravé x, musime zvoliti C =, t. j.

[

|

i Fo. F3 . — e ,
6) M(XY)= log ’“+V_XY Txxlyy
Fyy —VFyxy—FxxFyy

V roviné eliptické mérime uhly také elipticky.

Jest dobfe si uvédomiti rozdil méfeni v roviné hyper-
bolické a eliptické. KdeZto v roviné hyperbolické metrime
vzdalenosti hyperbolicky a dhly elipticky, v roviné eliptické
méFime vzdélenosti i vhly elipticky. Jest nasnadé oceka-
vati, Ze v této roviné bude dudlné si odpovidati vzdadlenost
dvou bodu a tihel dvou pfimek. Pozdéji dokdZeme, Ze tomu
tak vskutku jest (VI, 5).

Z rovnic 5) a 6) odvodime snadno vzorce:

/ [ Frdm - T2
7) m (xy) = k' arc cos —-—— = k' arcsin l/ Tofy T
V xxiyy xxfyy
F Fax Fry—Fiy
8) M (XY)=are cos ———1 __ = arcsin ’,_XX_I_Y__._?)_,
VFyxFyy / FxxFyy

které pozdéji budeme potiebovati.

2. Dusledky zdkladnich vzorci. Tak jako dFive,
budeme i nyni nazyvati tihlem, resp. vzddlenosti jen hlavni
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hodnoty vyrazi 6) resp. 5). Pojedndme nejdfive o charakte-
ristickych vlastnostech vzdélenosti dvou bodi.

V ptedchazejicim odstavci jsme naznaéili, Ze vzdalenosti
méfime elipticky. Z toho plyne, Ze v roviné eliptické jsou
ptimky eliptické. Absolutni body téchto primek jsou vidy
imagindrné sdruZené pruseciky jejich s absolutni kuZelo-
seckou. O takovych ptrimkach jsme jiZ jednali v kapitole III.
Nemusime tedy znovu zde odvozovati vysledky tam ziskané.
Pripomenme si jen hlavni jejich vlastnost: Na primce elip-
tické neni redlnych bodd nevlastnich; takova pfimka nema
redlnych bodi v nekonecnu a neni tudiz nekonecna. (Jeji
tdhrnna délka jest &’'x) To plati o kazidé redlné primce
eliptické roviny a tedy i o této roviné samotné.

Eliptickd rovina nema redlnych bodd ne-
vlastnich a neni tudiZz nekoneéna.

Z této véty ovSem nendsleduje, Ze takova rovina neni
neomezend. Staéi pripomenouti si plochu kulovou jako ty-
picky piiklad plochy neomezené, nikoli vsak nekonecné,
abychom pfipustili mozZnost existence takové plochy. Ostatné
se k tomuto tématu vratime je§té v nasledujicim paragrafu.

Teorii eliptického svazku pifimek jsme odvodili taktéz
v kapitole III. JeZto podle vzorce 6) predchazejiciho odstavce
jest kazdy svazek primek eliptické roviny elipticky, miuZeme
prosté vysledky na uvedeném misté odvozené pienésti do této
kapitoly. Jako aplikaci nejdiilezitéjSich ze znamych vlastnosti
eliptického svazku pfimek uvedeme:

Uhrnnd hodnota dhlu svazku pFfimek elip-
tické roviny jest n. V Zddném svazku pfimek
této roviny nejsou reidlné prfimky, které by s ji-
nymi pfimkami téhoZ svazku sviraly tihel ne-
konecéné velky.

Podle toho, co jsme v kapitole III uvedli o svazku elip-
tickém a euklidovském, mohli bychom snad odéekavati jesté
néjaké analogie mezi rovinou_ euklidovskou a eliptickou,
pokud se tyce- studia jejich pfimek. Ale neni tomu tak.
Naopak eliptickd rovina vyznaduje se jednou vlastnosti,
tykajici se pfimek, ktera ji ostfe odliSuje od roviny eukli-
dovské. Snadno ji odvodime, ptdme-li se po rovnobéikach
v eliptické roviné. Sviraji-li dvé pfimky v této roviné. iihel
rovny nule, pak podle 6) musi byti F, — FzF,,=0, to jest
jejich prisefik musi se nalézati na absolutni kuzelosecce.
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Tato v3ak jest imaginirni a tudiZ dvé reédlné piimky se
v jejim bodé nemohou protinati. Z toho plyne, Ze

v eliptické roviné neexistuji rovnobé&ziky.

Jesté snad zbyva se zminiti o tom, zda existuji mimo-
bézky, podobné jako v roviné hyperbolické. Je vSak ihned
patrno, Ze tomu tak neni, nebot pfi studiu eliptické roviny
neomezujeme se na urcitou ¢dst jejiho euklidovského modelu,
nybrz uvaZujeme cely model. Musi se tedy kaZdé dvé piimky
protinati. Ostatné to plyne i ze vzorce 6). Ten nemiiZe davati
nikdy imaginédrni hodnoty pro M, jsou-li pfimky X, Y realné.

Pozndmka: Z definice kolmych pfimek ve svazku eliptickém

plyne, Ze i v roviné eliptické jsou dvé pfimky kolmé, jsou-li polarné
sdrufeny k absolutnf kuZeloseéce.

§ 3. Weierstrassovy soufadnice a jejich aplikace,

1. Weierstrassovy soufadnice. ,Absolutni kuZelo-
secka“ muZe byti vidy dana rovnici ve tvaru kanonickém
golémim (VIII, 6, 33")

) Er 4 &2+ 62=0.

Soufadnice libovolného redlného ,bodu“ vyhovuji vidy
podmince x,2+4 x,% -+ x32 > 0 a miZeme tedy vhodnou volbou
koeficientu imérnosti dosahnouti, Ze pro né plati

4t xnr=1

Soufadnice, vazané touto podminkou, nazyvaji se opét
bodové soufadnice Weierstrassovy. ReSenim vzorce 7) ob-
drzime velmi jednoduchy vyraz pro cos vzdalenosti v téchto
soufadnicich :

m{x
I:/ylleyl“’xzyz‘i‘xsya-

O geometrickém vyznamu téchto souradnic zminime se
v odstavci druhém tohoto paragrafu. — Primkové souradnice
»pFimky“ definujeme jako bodové soufadnice jejiho ,p6lu‘
vzhledem k ,absolutni kuZelosecce® 9). To vSak je praveé
definice soufadnic pFimkovych, jak jsme ji uvedli v (1V, 1).
Vzhledem k svému vyznamu splhuji tyto soufadnice opét
rovnici
9’) X2+ X+ X =1,

Pro 1hel dvou ptimek obdriime v téchto soufadnicich
podle 8)

cos

cosM(XY)=X,Y,+ X, Y, + X, ¥,.
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2. Jejich prostorova interpretace. Vzdilenost
dvou nekonec¢né blizkych bodd x a y

y,-:xj—}-dxj—i-?d’x’--i— ..... (G=1,23)
stanovime metodou obdobnou jako v (V, 4, odst. 4). Ziskame
nejprve

(m:k')? (m: k)
==+~

+x3dx3+x2dx2+xldxl+%(x:!d‘xﬂ-l_xldaxl+xld,xl)+---

cee =X+ X YT X Yy = X+ x4 X

a poté
10) dm?= kK*(d x? + d x?, + d x%,).

Transformaci soufadnic

xj=xjk” (=1,2,9)

zmeéni se podminka pro Weierstrassovy soutadnice na

11) X204 X2 4 X2 =R,
kdeZto vzorec 10) prejde v
12) dm? = dx? + dx,? + dx,?.

Rovnice 11) jest rovnici koule v euklidovském prostoru,
vztaZeném ku pravoihlym soufadnicim cartézskym x;. Jeji
polomér jest k. Rovnice druha p¥edstavuje étverec vzda-
lenosti dvou jejich nekoneéné blizkych bodd.

Muzeme tedy Fici:

Geometrii eliptickou v roviné mozno inter-
pretovati jako geometrii na koulio poloméru &
v euklidovském prostoru.

Z této véty odvodime mnoho diisledkiu. Pfedné zname
vyznam soufadnic xj. Jsou to soufadnice bodd na kouli
o poloméru rovném jedné (a soufadnice Xx; jsou soufadni-
cemi bodd na kouli o poloméru k). Déale vidime, Ze trigono-
metrie eliptické roviny naléza svoji interpretaci jako sfé-
ricka trigonometrie. Proto nebudeme se ji blize zabyvati.
Jako nejzajimavéjsi dusledek z této trigonometrické inter-
pretace uvedeme vétu:

Soucet dhlu trojihelnika v roviné eliptické
jest vét3i nez dva pravé.

O kouli poloméru k' vime, Ze je to plocha kladné kon-
stantni miry kfivosti. MoZno ji tedy rozvinouti na plochu
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o téZe kladné mife kfivosti. Vzhledem k tomu, co jsme
uvedli o interpretaci geometrie eliptické, miiZeme uvésti:

Eliptickd rovina jest rozvinutelna na plochy
o kladné konstantni mife kfivosti.

Rikdme té%, Ze eliptickd rovina md konstantni kladnou

1

Z téchto vét neplyne ovSein, Ze geometrie elipticka jest
v celém rozsahu identicka s geometrii na plochdch o kladné
konstantni mife kfivosti. Pozdéji uvidime, v ¢em se obé tyto
geometrie liSi. Beltrami, ktery hotejsi vétu ucinil zdkladem
svych tvah o geometrii eliptické, identifiko val obé
geometrie v celém rozsahu a dospél proto k nékterym
vétam, které nejsou spravné. (Viz § 6, odst. 2.)

Z elementarni geometrie je znamo, Ze sféricka trigono-
metrie na kouli o poloméru k%' prejde v prvém pribliZeni
(t. i. pfi zanedbani veli¢in nekone¢né malych vysSich radna)
v trigonometrii rovinnou, jsou-li méfené miry x vzhledem
ke k' tak malé, Ze % —0.

Tento vysledek miZeme hned aplikovati na eliptickou
rovinu vétou:

V dostateéné malém oboru eliptické roviny
vzhledem ke % plati v prvém ptibliZeni eukli-
dovskd geometrie.

miru k¥ivosti

§ 4. KruZnice. Pohyb.

1. KruZnice. KruZnici v roviné eliptické definujeme
jako kFivku, jejiz body jsou od daného bodu s stejné vzda-
leny. Této definice pouZijeme ke stanoveni rovnice jejiho
obrazu. Podle vzorce 7) spliuji ,body“ ,kruinice* rovnici

(cos‘ %) fooToa =12

a je to tedy kuZelosecka. Bodu 8 budeme opét Fikati stfed
kruZnice. JiZ z této rovnice je zfejmo, Ze existuje jen jeden
druh kruznic o redlném stfedu. (V roviné hyperbolické byly
tfi takové druhy: Bud cykly o ,stfedu“ uvnitf ,absolutni
kuZelosecky“, nebo horocykly, jichz stfed byl bodem ne-
vlastnim, nebo konec¢né aequidistanty o idealnim stiedu.)
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KaZidd takova ,kruZnice* je uréena tFemi udaji $;:s;:Ss,
m . . _ , .
€os —7 - Je-li x priuseény ,bod“ ,kruZnice“ s ,absolutni
kuZeloseckou®, jest f,, =0 a tedy x leZi na pfimce
fJ?s:O,

ktera jest dvojndsob pocitanou polarou ,bodu“ s vzhledem
k ,absolutni kuZeloseéce“. Shrneme-li tyto vysledky, obdr-
Zime véty:

V eliptické roviné jest «o® kruZinic. Kazdé
Jheruznice* jest kuzeloseckou, ktera se dvoj-
nédsob dotyka ,absolutni kuzelosedky“ v pruse-
¢icich poléry (,stfedu* s vzhledem k ,absolutni
kuzZeloseéce®) s touto kuZelosedkou. Jest jen
jeden druh kruzZnic o redlném stfedu.

Jeito ve Weierstrassovijch soufadnicich je rovnice
»KruZnice“
m
CO8 27 = X185 + X8, + X383,

odpovida ji na kouli kruZnice priiseénd s touto rovinou.

2. Pohyb. Pohyb eliptické roviny definujeme tymz
zpisobem, jako pohyb roviny hyperbolické (V, 2, odst. 1),
jenom Ze predpokldddme absolutni kuZelosecku imaginarni.
Stejnym zpusobem jako na uvedeném misté miZeme do-
kazati tyto véty o pohybu:

Pohyb v eliptické roviné jest vyjad¥en troj-
mocnou grupou projektivnich transformaci 1),
které reprodukuji absolutni kuzZelosecku.
Kazda takova transformace pfedstavuje pohyb
v eliptické roviné. Transformace, vedouci k po-
dobnosti, neexistuji. '

Neni tedy mozZno ani v roviné eliptické sestrojiti obrazce
podobné.

Tyto véty mohli jsme téZ odvoditi z interpretace geo-
metrie eliptické jako geometrie na kouli. O této geometrii
je znamo, Ze v ni jednomocna grupa projektivnich trans-
formaci, které reprodukuji kulovou kruZnici koule, vede
k otdCeni po sféricky koncentrickych kruZnicich. Témto
kruZnicim odpovidaji v roviné obecné zase kruZnice. Mu-
Zeme tedy Fici:
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Jednomocna projektivni grupa transformaci,
které reprodukuji svazek koncentrickych kruznic
(a tudiZ i absolutni kuZelosecku), predstavuije
pohyb eliptické roviny po téchto kruznicich.

V tomto svazku naléza se i pfimka, dfive zminéna polara
stfedu s vzhledem k absolutni kuZelosecce. Ji odpovida na
kouli hlavni kruzZnice, nédleZejici do svazku kruzZnic svrchu
zminéného. Sférické poloméry svazku stoji kolmo na kazdé
z kruznic a tudiZ i na hlavani kruznici. Z toho odvozujeme
pro eliptickou rovinu:

Geometrickym mistem bodd vzddlenych

kn

2

Podle vét ziskanych vidime, Ze v eliptické roviné
existuje jediny druh pohybu. Neni tomu tak viak v prostoru
eliptickém trojrozmérném. Tam miZeme totiZ stanoviti
takovy pohyb po pfimkach, Ze body odpovidajici jsou od sebe
stejné vzdédleny. Pravé tento druh pohybu dal vzniknouti
pojmu t. zv. Cliffordovijch rovnobézek.?) Nasim tkolem jest
vSak jen studium eliptické roviny a proto se omezujeme
jen na tuto struénou poznamku.

Tim pokldidame zdkladni Gvahy o eliptické roviné za
skonceny. Jest jisté jeSté mnoho zajimavych vét, kterych
jsme neuvedli. Ale laskavy ¢tenarl si je v pripadé potfeby
odvodi pomoci geometrie na kouli, nebo metodami obdob-
nymi jako v geometrii hyperbolické.?)

Obratime se nyni k nékterym otazkam specidlnim.

o od daného bodu je pfimka.?l)

§ 5. Metrickda dualita.

1. Projektivni dualita. Rikdme, Ze v n&jaké
.roviné existuje dudlni vztah pfimek X a bodu x, kdyz

) Ctendf miZe tuto vétu dokézati i pfimo ze vzorcd pro vzda-
lenost. K tomu staéi si uv@domiti, Ze bod s a libovolny bod oné pFimky
jsou polirné sdruZeny vzhledem k absolutni kuZelosece. — Obdobna
véta méla téZ platnost pro model hyperbolické roviny, nikoliv v3ak
pro hyp. rovinu samu, nebof na pfiklad cykly nemaji ve svém svazku
pfimky, aequidistanty nemaji stfedu.

) To jsou pfimky, jichZ body jsou od sebe stejné vzdileny.

3) Takové véty jsou na “pfiklad: »Dvé primky maji vidy jednu a
jen jednu spoleénou kolmici.“ ,Maji-li tfi neb vice pfimek spoleénou
kolmici, musi tyto pfimky prochézeti nutnd jednim bodem. ,KaZdému
svazku pfimek bodem miZeme pfFifaditi pFimku, kterd jest ke vSem
pFimkidm tohoto svazku kolma4.“
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souFadnice kaZidych dvou elementii dudlnich x, X jsou ve
vztazich
o X, =cux,+cXx,+ CaXy ox,=C, X,+C,, X, + Cy, X,

13) oX,=eyux, tepxitconxy o0x, =0 X, + Cp X, 4+ Cy, X, .
oXy=c¢yXx, € X3+ Cya Xy 0x;=Cpn X+ Cp X, + C;3 X,

Pti tom Cj; jsou algebraické dopliky v determinantu
€ Cua €y
€3y Cu2 Cyy
Cy1 C3a Ca3

$o,

prisluéné prvkim c;, délené timto determinantem, a c;
jsou konstanty realné. Ma-li tato definice duality miti smysl,
musi byti nezévisla na projektivnich transformacich, které
jsou podkladem geometrie zkoumané roviny. To znamena:
pfifadime-li onou transformaci dudlnim elementim x, X
elementy 'x, 'X, musi tyto elementy 'x, 'X byti opét dudlni.

Z této podminky snadno odvodime rovnice

J 3
14) e, = 212 Qs Gyj Cpy s yCj= Dkt Ay Ay Cpp

1
(6,7 koef. umérnosti).

Charakteristickym znakem duality je, Ze dvojpomér étyf
bodu a jim duédlné pfifazenych étyF primek je stejny. Tato
véta jest ihned zFejma z rovnic 13).

2. Polarita. Zvlastnim pripadem duality je polarita
vzhledem k néjaké kuZelosedce o rovnici

IuXd+ gnX + gaaxa® +2(g., %%, + g%, + g X3 X3) = 0.

Tato polarita je dualitou, v niZ koeficienty c;, resp.
Ci jsou dany rovnicemi (az na faktor umérnosti)

13) =95 (= g;) Cij= Gy (= Gy).

Pak kaZdému bodu x odpovida duélné poldra X vzhledem
k této kuZelosedce a obracené. (Ctenaf se o tom snadno pre-
svédci, kdyZ stanovi rovnice poliry k bodu, resp. pdlu
k pfimce podle [VIII, 6.] Naléza-li se bod x pravé na kuzelo-
seCce, piimka X, ktera je mu duélné pFifazena, je pravé
teénou kuZelosecky v bodé x.) Tohoto zpusobu pfFirazeni
jsme jiZ ve specidlnim pripadé uzivali, totiz pFi soufadnicich
Weierstrassovyjch (v rovine hyperbolické i eliptické). Ovsem,
Ze jsme predpokladali kuZelosecku, ktera se reprodukuje.
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To neni v_odporu s transformacnimi rovnicemi 14), které
v tomto pfipadé maji tvar

8
14) ﬂgl’j = lﬁ',‘ Qi Aoj Gro » 4 G|'j = Zt;lAkz Aaj Glm .

Nasobime-li tyto rovnice x; x; resp. X; X a tak vzniklé
rovnice secteme, obdrZime

L]
k, s ’ ’
ﬂ2 195 X% = 07 (@ %) (@ X) gro =0 D50 g, 'x; 'x, |
1 1

8 ———
» 39 Gy X; Xj= E{-"{, (A1 X) (A X) Gy =0 25 Gro' Xy "Xo»
t 1
coZ je podminkou reprodukce kuZeloseéky.

3. Metricka dualita. Budtez x a y dva libovolné
body, jimZ rovnicemi 13) _isou pfifazeny dudlné pfimky X, Y.
Vzdalenost bodu x, y méfime pomoci &tyF bodu x, y, &, E’
tihel pfimek X, Y méfime pomoci ctyr piimek X, Y, Z, 2.
Vyznam bodu E ¢’ resp. pfimek Z, =’ v roviné hyperbohcke,
eliptické i euklidovsks j je jiz zndm a netfeba se 0 ném znova
zminovati. — O ne]ake roviné Fikame, Ze je metricky
dudlni, kdyZ oném d&tyfem bodim Xy 6 (z nichZ dva
]sou zcela libovolné) jsou dudlné pfitazeny primky X, Y,
Z, & (pravé v témz _potadku). Jeito vzdalenosti m (x y),
resp. uhly M (X'Y) méfime pomoci logaritmi uratych dvoj-
pomeérua (&' xy), resp. (£2'XY), je zfejmo, Ze v metrické

m (xy)
MXY)
na volbé konstant, jimiZ ony logaritmy néasobime). — Mize
byti rovina hyperbolicka, elipticka neb euklidovska metricky
duélni? V roviné hyperbolické je metricka dualita vy-
loucena, nebof vzdalenosti méfime hyperbollcky, thly
elipticky. Redlnym_bodim_¢, &' nemizeme pFifaditi
dualne 1mag1n arni pfimky ._, Z’. Rovina euklidovska
rovnéZz neni metricky dudlni. V ni mérime totiZ vzdalenosti
parabolicky a uhly elipticky. Redlnym splyvaji-
c¢im bodim £=¢' nemuzeme prifaditi imagindrni razné
piimky Z, Z'. V roviné eliptické méfime vzdélenosti i wihly elip-
ticky, proto lze oéekdvati, Ze tato rovina je metricky dudlni.
Tomu skutecné tak je. Nebot v polarité vzhledem k absolutni
kuzelosecce (coZ je zvlastni pripad duality) jsou néjen dvoj-
pomeéry pFislu$nych elementu stejné, ale bodim absolutnim

dualité pomeér " musi byti konstantni (zavisly jen

156



&, & na primce xy odpovidaji duilné teény Z, =2’ z priiseéiku
pnmek XY k absolutni kuZelosecce. (Body &, 5’ a primky
Z, & jsou ovSem imagindrni, sdruZené.) Odpovida tedy
vzdalenosti bodi xy v polarité thel primek, jim poldrné
sdruZenych. Proto fikame, Ze

metrika eliptické roviny je sama k sobé
poléarni.

Tato metricka polarita je jakési ,egtetické“ plus, které
rovina eliptickd ma pred rovinami hy?)%:bolick}?mi a eukli-

dovskymi. Pravé tato vlastnost to byla, ktera eliptické
geometrii ziskala hojné pfivrZencu (na priklad Clifford a j.).
Ba byli mnozi, ktefi prdvé jmenovanou vlastnost uvadéli
za ddvod, proé mame se pfikloniti k minéni, Ze naSe geo-
metrie neni ani hyperbolicka, ani euklidovska, ale elipticka
(na ptiklad Zéllner). Na obr. 1 znazornéna ]e vzdalenost
dvou bodu x, y, ktera za pfedpokladu &' =1 je pravé rovna
thlu kolmic X, Y, které ]sou po]arm k bodim wx, y. Abso-
lutni kuzelosecka jest ovSem imaginarni. Na obr. 1 je jeji
idedlni obraz vycarkovan; polary sdruZené vzhledem k abs,
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kuZelosecce zobrazuji se jako t. zv. antipolary jejiho idedl-
niho obrazu.
Pozndmka: A& eliptickd rovina je jen poldrné& metrickd, Fikd

se vSeobecnd, Ze je dualné metrickd. Proto jsme tak té% nadepsali
tento paragraf, ttebaZe nadpis nevystihuje plné vy¥znam oné duality.

§ 6. Dvolitost eliptické roviny.

1. List Mébiusiv.. V tretim paragrafu této kapitoly
jsme ukazali, Ze je moino geometrii eliptické roviny inter-
pretovati jako geometrii na kouli o poloméru &'. K tomuto
vysledku jsme dospéli na zdkladé ekvivalence fundamen-
talnich forem obou utvard. Zaroven jsme upozornili, Ze
z této ekvivalence nesmime usuzovati na ekvivalenci obou
utvarid v celém jejich rozsahu. (Jinymi slovy, nemuZeme
tvrditi, Ze oba titvary pri rozvinuti na sebe se v celém roz-
sahu pokryji.) V tomto paragrafu upozornime na rozdily
geometrie na kouli a eliptické geometrie. Uvazujme nejprve
kouli. Stanovme na ni libovolnou kruZnici a posunujme po
ni néjaky d&tyfihelnik abed tak, aby strana da byla ve
sméru teény kruZnice a pohybu a bod a se pohyboval po
kruznici. Obéhneme-li kruZnici jednou, pfijde ¢tyFihelnik
abcd opét do své piuvodni polohy. MiZeme oznaciti sled
vrchol abcd jako orientaci bodu a. Vidime tedy, Ze po
jednom obéhnuti po kruZnici na kouli (obecné po jaké-
koliv uzaviené kfivce na kouli) se orientace bodu a ne-
zméni. Takovym plocham, na nichZz orientace bodu po
jednom obéhnuti uzaviené ¢ary se neméni, Fikame plochy
jednoduché. (Je zajimavo si povSimnouti, Ze koule je
kazdou svoji uzavienou c¢arou C, kterd je bez singularit,
rozdélena na dvé éasti. Z jedné €asti nelze prejiti do druhé
bez prekroceni éary C.)

AZ do doby Mibiusovy se predpokladalo, Ze
viechny plochy jsou jednoduché. Mobius (1790—1868)
upozornil v§ak na moZnost ploch, které nejsou jednoduché
a sim také takovou plochu sestrojil. Nazyva se po ném
Mobiusiv list. Vznikne z rovnobéinika mnpgq, (obr. 2a),
ktery prehneme zplisobem naznaéenym v obr. 2b a poté
jeho kratsi strany spojime tak, aby vrcholy na téZe uhlo-
pfiéné splynuly (obr. 3). Narysujme na této ploSe &aru,
ktera neprotina okraja (viz obr. 3) a pohybujme po ni rovno-
béznik abced. Po jednom ob&hnuti této éary prejde rovnobéznik
abed do polohy ab’c’d, aniZ by body b nebo ¢ prte-
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krodily d&aru, po které jsme pohybovali. Je-li opét sled
abcd orientaci bodu a, miZeme Tici, Ze po jednom
ob&hu se orientace bodu a zménila. (VyjadFujeme
se zde védomé& ponékud nepitesné. Sled abed se totiz po

p

11728 5
G 7
L it i

Obr. 2a), 2b).

takovém ob&hnuti neméni, to jest nepfejde treba v adcb.
Ctenat v3ak jisté chdpe, co rozumime orientaci abed.)
Obéhneme-li opét se cétyfihelnikem ab'c’'d jednou (to je
vlastné podruhé se é&tyFihelnikem abed) onu é&éru, ob-

drZime pivodni polohu ¢étyfuhelnika abed a tudiz po dvoj-
ndsobném obéhu se orientace bodu a zachova.
Takovym plochdm fikdme plochy dvojité. Na nich exi-
stuji uzaviené ciry, které je nerozdéluji na dvé Gasti.
(Neni tim vSak FeCeno, Ze kaida plocha, na niZ existuji
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uzaviené Cary, které ji nerozdéluji na dvé d&asti, je nutné
dvojitd. Na ptiklad anuloid neni dvojitou plochou, a¢ na
ném moZno vésti uzaviené d&ary, které jej merozdéluji na
dveé césti.) Mébiusiiv list mé okrajové Cary, je vSak mozno
sestrojiti plochy dvojité bez okrajovych car.

Pozndmka: Disciplina, kterd studuje uvedené vlastnosti ploch,
nazyvd se analysis situs. Pokud studuje plochy jakoZto dtvary,
uloZené v prostoruo vétSim poétu dimensi neZ dvé, jmenuje
plochy dvojité plochami jednostrannymi a plochy jednoduché plo-
chami dvojstrannymi. V tom pfipadé miie kaidému obecnému
bodu jakékoli obecné plochy pfisouditi jeden nebo druhy smér normély
Elochy v tomto bodé. Dva body, které takto vzniknou z jednoho, nazyvi

onjugované. Definuje plochy jednostranné jako plochy, u nichz
moZno z libovolného bodu po spojité &ife prejiti ke konjugovanému
bez pfechodu eventuelnich okrajovych &ar, coZ u ploch dvojstrannych
je nemoZné.

2. Eliptickd rovina. UkaZeme nyni, Ze na rozdil
od koule elipticka rovina je dvojitd. Sestrojme v ni néjaky
rovnobéznik abcd a pohybujme jim po prodlouZené strané
da v tomto sméru (obr. 4). Sled vrcholi abed oznadme opét

Obr. 4.

jako orientaci bodu a. V treti kapitole § 9, odst. 3 jsme
uvazovali o pohybu orientovaného bodu po eliptické primce.
Ackoli jsme tam ponékud jinym zptisobem definovali orien-
taci, plyne hned z onéch 1vah, Ze v eliptické roviné bod b
po jednom obéhnuti piimky pFejde do takové polohy &',
ze smér ab je protivny smeéru ab’. To ma pro nas pevny
étyFihelnik za nasledek, Ze i bod ¢ po jednom obéhnuti
prejde do polohy ¢’ takové, Ze smér dc je protivny sméru
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dc'. Z toho plyne, Ze po jednom obéhnuti étyfihelnika abed
po ptimce se orientace bodu a, t. j. abed zméni na orientaci
protivnou ab’c’d. (Ptimka v roviné eliptické nerozdéluje tedy
rovinu na dvé &dsti. MaZeme z té éasti roviny, kde jsou
body be, piejiti pohybem do té éasti roviny, kde jsou body
b'e¢’, aniz bychom onu pfimku pFfestoupili) Z toho
plyne, Ze

eliptickd rovina je dvojita.

Rozvinutim eliptické roviny na kouli o poloméru 2’ po-
kryjeme jen polovinu koule a proto obsah roviny elip-
tické je 2=k

V tom spocivd pravé rozdil mezi geometrii na kouli
a geometrii v eliptické roviné. Tento dileZity poznatek
objevil neddvno zemrely matematik Klein. Pfed nim nebyl
zndm a pravé tato neznalost zpisobila, Ze Belframi inter-
pretaci geometrie eliptické jako geometrie na kouli dospél
k nékterym nesprdvnym tvrzenim. Tak na piiklad uved]
tyto véty:4)

»Dvé geodetické kfivky na dvojrozmérném ttvaru kon-
stantni kladné miry kfivosti (to je pfimky v nasi roviné),
které se protinaji, musi se nutné protinati ve dvou bodech.“

Nebo:

»Takova geodetickd ¢ara neni nutné uréena jen dvéma
body.“

(Obé veéty ziskame z geometrie na kouli, uvédomime-li
si, Ze tam geodetické ¢ary jsou hlavni kruZnice.)

Tyto véty by byly platné i v roviné eliptické, jen
kdybychom povaZovali tyZ bod s ridznymi orientacemi za dva
rizné body. K tomu v8ak neni zvlastni priéiny. Ba dopustili
bychom se jisté chyby, kdybychom tak disledné ¢inili. Vzdyt
sorientace® bodu jest jen pomocny pojem, ktery ma smysl
jen, kdyZz jej zavadime u téhoZ bodu! Proto musime Fici,
Ze uvedené dvé véty neplati v roviné eliptické, ¢imz jejich
obecny vyznam jest popren. _

Naskyta se vSak otazka, zda neexistuji jiné plochy kon-
stantni miry kfivosti, které by vykazovaly tutéz souvislost
v celém svém rozsahu jako elipticka rovina. Bylo vSak do-
kazéano, Ze takova plocha by nutné musela byti uzaviena.
O krok déle dospél Liebmann, kdyZz dokazal, Ze jedina

%) Beltrami neomezil se na KRouli, t. j. prostor dvojrozmérny, nybrz
studoval prostory ,sférické“ o libovolném poétu rozmérd. Zde viak se
z divodd didaktickych omezujeme jen na kouli.
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regularni analytlcka plocha uzavfend, ktera je kladné kon-
stantni miry kfivosti, je koule. Na té vSak neplati v plném
rozsahu geometrie eliptické roviny. Z toho plyne, Ze

neexistuje v prostoru plocha, na niz by
v plném rozsahu platila geometrle eliptické
roviny.

Pozndmka: Eliptické geometrii Tikd se nékdy také Riemannova
geometrie na rozdil od geometrie na kouli, t. j. sfédrické geometrie.
Riemann byl prvy, ktery upozornil na moZnost eliptického prostoru.
Prvy také vyslovil domnénku, Ze prostor, ktery neni nekoneény, nemusi
byti nutné omezeny.

§ 7. Nevlastni rovina euklidovského prostoru.

Projektivni geometrie v prostoru (jinak geometrie pro-
jektivniho prostoru) zabyva se studiem invarianti vzhledem
k projektivni grupé transformaci

(’:xl = d X, 4 QX, - ay3x; + a4,
Plxz = Ay, X; + QgX; + Ay3Xy + X,
[4 ,x:l = Q5K+ QgXy + Ay + agX,
e'xy = @y X+ Q% + Apx; 1 a,.x,.

PredepiSeme-li této grupé néjaké podminky, ziskame
néjakou specidlni geometrii v prostoru.

Vyznaéné misto mezi témito geometriemi zaujimaji tak
zvané geometrie linedrnich svazkd. Ty studuji invarianty
vzhledem k uvedené grupé transformaci, pfi ¢emZ pred-
pokladaji, Ze tato grupa reprodukuje néjaky pevny bod.

tvary, o néz v takové geometrii jde, jsou pevny bod,
svazek pFfimek tim bodem a svazek rovin tim bodem
prochézejici. Je-li tento pevny bod polozen tak (jinymi slovy,
zvolime-li systém soufradny tak), Ze jeho souradmice jsou
0:0:0:1, pak uvedend grupa transformaci musi miti

ay = @y = a3, =0.
Predpokladejme, Ze tato grupa jesté reprodukuje né&jakou
rovinu, treba x, = 0. Pak musi byti
A, =y =0a;,3=0.
Jsou tedy transformace prislusné grupy
¢ ’xl = QX% + A, + ay3x;
4 x, = @y X, AypX, + dyXg

¢ xa = Q%) + Gy, + AgpXy
0'x, = agx,.
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Tuto grupu muzZeme dale specialisovati, predepiSeme-li,
Ze v pevné roviné x,— 0 ma reprodukovati kuzelosedku

E|a+532+ 532+E‘2=0' E4=0.

U této grupy se jiZ zastavime. PFedpoklddejme nyni,
Ze rovina x, = 0 je nevlastni rovinou euklidovského modelu
tohoto prostoru. Pak pro cartézské soufadnice x, y, z bodil
miZeme pii vhodné volbé jednotkového bodu psati

T T, - I
X E R =x:y:z.

Geometrie linearnich svazkt v bodé 0:0:0:1, kterou
jsme takto ziskali, jest ekvivalentni se studiem invariantd
v roviné x, =0 vzhledem k projektivni grupé transformaci

e'x=a,x+a,y +apz
o'y = ayx + ayuy + anz
0’2 = a3 X + a3y + 32,
ktera reprodukuje kuzZelosecku
xt+yr422=0.

Tato geometrie je geometrii eliptické roviny. Prislusna
geometrie linedrnich svazki predpoklada tedy, Ze nevlastni
rovina euklidovského modelu jest elipticka. Jsou-li x, y, 2
pravoiihlé cartézské soutadnice, je tato geometrie obvyklou
geometrii svazkil v euklidovském prostoru.?)

Z toho muZeme odvoditi disledek:

Nevlastni rovina euklidovského prostoru
jest elipticka.

Tim mame znovu dokazianu logickou nespornost elip-
tické geometrie. Tento vysledek mohli jsme ostatné oceka-
vati, jeZto vime, Ze uhly v prostoru euklidovském méfime
elipticky. QvSem existence eliptické roviny nevlastni neni
nésledek eliptického méreni hld, nebot pti odvozeni vzorce
Laguerreova jsme jiz pfedpokladali (mlcky), Ze ne-
vlastni pfimka roviny thlu jest elipticka!

Pravé naopak: ‘

dhly v prostoru euklidovském méfime proto
elipticky, jezto nevlastni rovina tohoto pro-
storu jest elipticka.

%) Cten4ii doporuéuji, aby k definici této geometrie dospé&l postu-
pem naznafenym v kap. II. Hofeni vétou jest definitoricky zaveden
pojem euklidovského prostoru.
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Existenci této roviny vysvétli se mnoho fakt, ktera
neodbornfka jisté zarazeji. Uvedeme zde néktera z nich:

O dvou primkach (rovinach) v euklidovském prostoru
fikdme, Ze jsou rovnobéiné, protinaji-li se v nevlastni ro-
viné, Odpovida tedy pfimce nevlastni roviny svazek rovno-
béZnych rovin, prochizejicich touto _primkou. Dvé roviny
rovnobézné obdriime, promitneme-li ji ze dvou obecné polo-
Zenych bodu vlastnich. Obracené, dvé pfimky v roviné
nevlastni promitaji se z téhoZ vlastniho bodu dvéma rovi-
nami raznobéZnymi, coZ znamend, Ze kaidé dvé primky
nevlastni se protinaji. To pravé souhlasi s tim, Ze tato ro-
vina je elipticka.

Neexistuji tudiZ v roviné nevlastni rovnobézky.

Piimce euklidovského prostoru odpovidd v nevlastni
roviné bod bez orientace, kdeito paprsku (orientované
pfimce) odpovidd bod s orientaci. Proto dhrnnd hodnota
idhlu ve svazku primek je polovinou ihrnné hodnoty thlu
svazku paprski. JeZto vS8ak thrnnd hodnota ihlu svazku
pfimek jest v euklidovském prostoru pravé = a odpovida
tdhrnné délce primky nevlastni roviny, musi pro tuto rovinu
byti & = 1.

Nevlastni eliptickd rovina euklidovského
prostoru ma ktivost & =1.

Podle toho, co jsme uvedli o pfimce a paprsku, pocho-
pime snadno, pro¢ v euklidovském prostoru je svazek pri-
mek dvojity, svazek paprski jednoduchy. Skuteéné
rovina vrcholem svazku primek tento nerozdéluje na dvé
¢asti, kdeZto rovina vrcholem svazku paprsku jej rozd€luje.
(Paprsek sméfuje bud nad rovinu, nebo pod rovinu.) Kdyby
si byl Beltrami uvédomil takto duasledky existence nevlastni
roviny eliptické, nebyl by asi pronesl prvou z vét uve-
denych v § 6. Nebot platnost oné véty i pro eliptickou
rovinu by méla za néasledek podivné véty: ,V euklidovském
prostoru_dvé roviny se protinaji ve dvou” primkéch®, pri-
padné ,dvé rovnobezky maji v euklidovském prostoru dva
body spolecne

Tim pokladame dvahy o eliptické roviné za skonceny
a obratime se k posledni moZnosti geometrie v roviné, kdy
totiz absolutni kuZelosecka je sloZena. Geometrii, které maji
za zdklad pFisluSnou grupu transformaci, je vice a nileZi
k nim i geometrie euklidovskd. VSechny tyto geometrie
zahrnujeme pod spoleény nizev geometrii parabo-
lickych,
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