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parabolicky p¥ipad pak se 3tépi u redlnych projektivit na dva: hyper-
bolickd projektivita ma dva realné samodruiné body, eliptickd pro-
jektivita ma dva imagindrni samodruzné body, které jsou komplexné
sdruzené. K vété 87.2 o hyperbolickych projektivitich mizeme nynf
pripojit obdobnou vétu o eliptickych projektivitach:

Vira 93.1. Jsou-li A, A* (komplexné sdruzené) samodruzné body
eliptické projektivity na pfimce P, , existuje komplexni &islo A tak, Ze

(93.1) A =1, A%1

a ze, je-li X kiergkoli nesamodruzny bod pfimky P, , X' obraz bodu X ,
potom dvojpomér (AA*XX') = A . Obrdacené, jsou-li diny na P,(i) dva
imagindrni komplexné sdruiené body A, A* a je-li ddno komplexni
&islo A spliiujict (93.1), potom ke kaZdému bodu X primky P, existuje
na P, prdvé jeden bod X' tak, Ze (AA*XX') = 4. Bod X' je obrazem
bodu X pri eliptické projektivité na pfimce P, , jejiz samodruiné body
jsou A , A*.

DUKaz. Nehledé na &dst tykajicl se znamen{ é&fsla A, dd se dikaz
véty 87.2 prenést do komplexniho oboru s tim vysledkem, Ze jestliZe
neparabolicka (redlna nebo imaginarni) projektivita na P (i) ma samo-
druZné body A, B, potom existuje komplexni &islo 4 tak, Ze 0
+ A + 1 a Ze mezi libovolnym (redlnym nebo komplexnim) nesamo-
druznym bodem X a jeho obrazem X' plati vztah (ABXX') =21;
ze také obracené, jsou-li diny dva rtzné komplexnf body 4 , B a kom-
plexni ¢éislo A(0 £ A4 + 1), relace (ABXX') = A definuje na P,(i)
neparabolickou projektivitu se samodruinymi body A4, B. Jest-
lize nyni bézi o eliptickou projektivitu, je samodruiny bod B = 4*
komplexné sdruzeny k samodruznému bodu 4 . Mimo to, je-li bod X
redlny, je také jeho obraz X’ redlny; jestlize ve vztahu (44*XX') = A
kazdy bod nahradime bodem s nim komplexné sdruzenym, dostaneme
vztah (4*AXX') == A*, kde A* je ¢islo komplexné sdruiené s dislem 4 .
Na druhé strané podle (76.10) je (A*AXX') =1:2. Tedy AA* =1
neboli [A] = 1. Obracené budtez 4, A* dva (imaginarni tedy rizné)
komplexné sdruzené body a budiz |2] = 1’. Mame dokazat, Ze projek-
tivita uréena vztahem (44*XX’) = 1 je redlna, t. j., Ze je-li X = X*,
je také X’ = X'* Aviak pfechodem ke komplexné sdruzenym bodim
z relace (AA*XX’) = 1 dostaneme relaci (A*AXX'*) = A*, z niz
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podle (76.10) plyne (AA*XX'™*) = 1:1*. Jeito viak |A| =1, je
1:A* =4, tedy (AA*XX') = (AA*XX'*), takie X' = X'* podle
véty 76.1 (vlastné podle jeji komplexni apravy).

Véta 87.4 i se svym dikazem zistivd v platnosti v komplexnim
oboru a vede k definiei involuce na P,(i) , kter4a miZe byt realnd nebo
imaginarni; pfi tom reilna involuce na P,(i) je rozSifenim involuea
na P, a je ucelné ji ztotoznit s touto involuci na P, . Reilné involuce
se déli na hyperbolické a eliptické, pfi éemz nyni kaZdd involuce ma
dva dvojné body, které u redlné involuce jsou budto oba realné (hyper-
bolické involuce) nebo jsou imaginarni a komplexné sdruzené (elipticka
involuce).

Prva cast véty 87.5 plati i v komplexnim oboru: Jsou-i 4, B, C,
D ¢&ty¥i rtizné komplexni body na P,(i) , existuje na P,(i) pravé jedna
involuce (realnd nebo imaginarni) obsahujici obé dvojice A4, B;
C,D. Rovnéz i véta 87.6 plati v komplexnim oboru: Jsou-li 4, B
dva rizné body na P,(i) , existuje na P,(i) pravé jedna involuce (redlna
nebo imaginarni) s dvojnymi body 4 , B, ktera vedle svych dvojnych
bodi obsahuje jesté privé ty dvojice X , X', pro které 4 , B, X, X’
je harmonicka ¢tvefice. '

VEra 93.2. Budtet A, A* dva imagindrni komplexné sdrufené body
na P,(i) a budiZ K redlnd projektivita na P,(i) , pFi které obrazem bodu A
je bod A*. Potom K je hyperbolickd involuce.

Duoxraz. Jeito projektivita K je reilnd a jezto body 4, A* jsou
komplexné sdruzené, je nejenom bod A* obrazem bodu 4 , nybrz také
obricené bod 4 je obrazem bodu A*. Jeito A + A*, plyne z véty
87.4, ze K je involuce a zbyva dokdzat, Ze K nemuze byt elipticka.
Piredpoklidejme opak. Potom K ma dva imaginarni komplexné
sdruzené dvojné body B, B* a podle véty 87.6 (vlastné jejiho komplex-
niho zobecnéni formulovaného vyse) je (BB*AA*) = — 1. MiZeme
volit ar. zdstupce 4 , A*, B, B* tak, 7e ar. body 4 , A* jsou komplexné
sdruzené a stejné i B, B*. Jezto B, B* jsou imaginédrni, je B + B*,
takZe existuji komplexni é&isla «, 8 tak,ze A = aB + fB*. Potom
je viak také A* = (xB + fB*)* = f*B 4+ «*B* a podle definice
dvojpoméru je ’

(BB*4dx = BB* _|BF_ o

ao*

I
o
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Jeito
(BB*4A*) = —1,
je to nemozné.

VEiTra 93.3. Dvé riené involuce maji prdvé jednu spolenou dvojict,
kterd vdak nemusi byt redlnd ani tehdy, jestlife obé dané involuce jsou
rediné. Jestlite viak ze dvou dangch raznych redlngch involuci je aspori
jedna eliptickd, potom obé involuce maji spoleénou dwojici slofenou
ze dvou redlnyjch a navzdjem rizngch bodi.

DUxaz. 1. Budtez K,, K, dvé dané (reidlné nebo imaginarni)
involuce, pfi éemz K, + K,. Viimnéme si nejprve toho pfipadu, Ze
K, a K, maji spole¢ny dvojny bod 4 . Potom dvojice 4 , 4 je spoleéna
obéma involucim a neni moZné, aby mély jesté jinou spoleénou
dvojici. Nebot je-li B, = 4 dvojny bod involuce K, a je-li B, + 4
dvojny bod involuce K,, je B, + B,, jezto obéma dvojnymi body
je involuce (podle komplexniho zobecnéni véty 87.6) jednoznatné
ur¢ena. Maji-li tedy involuce K,, K, mimo 4, A dalii spolecnou
dvojici X, X’, jsou body 4, B,, X, X' navzajem rizné a stejné
ibody 4, B,, X, X' a podle komplexniho zobecnéni véty 87.6 je

(4B, XX') = (AB,XX') = — 1, takZe podle (76.12) je
(XX'AB)) = — 1 = (XX'AB,) a tudiZ podle véty 76.1 je
B, = B, , coZ je nemoziné.

II. Vsimnéme si dale toho pfipadu, Ze involuce K,, K, nemaji
spoleény dvojny bod. Budtez A4,, B, dvojné body involuce K, ;
A, , B, budtez dvojné body involuce K, . Potom jsou 4, , B, , 4,, B,
¢tyti rizné body na P,(i) a podle komplexniho zobecnéni véty 87.5
existuje na P,(i) involuce K, s dvojnymi body 4,, B,, do které
nilezeji obé dvojice 4,, B,; A,, B,. Podle véty 87.6 je potom
(4oB,4,B,) = — 1 = (4,B,A,B,), takie podle (76.12) je také
(4,B4,B)) = — 1 = (4,B,4,B,) a podle véty 87.6 je tudiz 4,, B,
spoleéna dvojice obou involuci K, , K, . Mimo dvojici 4, , B, nemohou
involuce K, , K, mit jinou spolednou dvojici 4,, B, , nebot jeito
K, , K, nemaji spoleény dvojny bod, byly by 4,, B,, 4, , By &tyfi
rizné body a pies to by mély obé navzdjem rtzné involuce K, , K,
spole¢né dvé dvojice 4,, By ; 4, , By ; to viak je v rozporu s vétou
87.5.
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ITI. Zbyva doplnit dikaz pro ten pfipad, Ze obé involuce K, , K,
jsou realné. Maji-li K,, K, spoleény dvojny bod 4, potom dvojny
bod B, #+ A involuce K, musi byt rizny od dvojného bodu B, + 4
involuce K,, a proto bod 4 musi byt realny, nebof jinak by také
komplexné sdruieny bod A* £+ A byl spoleénym dvojnym bodem
obou involuci. Z toho plyne, Ze v uvaZovaném pfipadé obé involuce
K,, K, jsou hyperbolické. Jestlize v8ak reilné involuce K,, K,
nemaji Zadny spoleény dvojny bod a jestlize A4, , B, je jejich spole¢na
dvojice, plyne z reality obou involuci, Ze také Ay , By je spoletnd
dvojice, ktera podle II musi splynout s dvojici 4, , B, . Je tudiZz budto
A, = A , By = B} , t. j. spole¢na dvojice je realna, nebo je 4, = B*,
B, = A}, t. j. obé involuce maji spolednou dvojici tvaru 4,, 4y,
kde AF + A4,; tento druhy ptipad je podle véty 93.2 mozny pouze
tehdy, jestlize obé involuce jsou hyperbolické.
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XIII

KVADRIKY A JEJICH PROJEKTIVNI-
VLASTNOSTI

94. KORELACE. Kolinearni zobrazeni K projektivniho prostoru P,
na projektivni prostor P,, duilni k P,, se jmenuje korelace prostoru P,, ;
tedy korelace prostoru P,, prifazuje kaZzdému bodu tohoto prostoru
nadrovinu téhoz prostoru. Pro m =1 neni rozdilu mezi kolineact
a korelact.

Jezto k prostoru P,, je dudlnim puvodni prostor P, , korelace pro-
storu P,, pfifazuje kazdé nadroviné prostoru P, bod tého# prostoru.
K dané korelaci K prostoru P, je podle véty 79.2 inversni korelace
K-? prostoru P,, . Aviak dané korelaci K prostoru P,, piislusi jesté
jind korelace prostoru P, , totiz dudini korelace K , jejiz definice je
obsazena v ¢lanku 83 (str. 55). Je-li g libovolnd nadrovina prostoru
P,. , potom jejim obrazem K -1p pfi inversni korelaci K-1 je ten bod 4
prostoru P, , jehoZz obrazem KA pfi puvodni korelaci X je dand nad-
rovina g ; obrazem Kp nadroviny g pti duilni korelaci K je ten bod B
prostoru P, , jimz prochdzeji ty nadroviny KX , které jsou obrazy
jednotlivych bodi X nadroviny g pfi pavodni korelaci K . Korelace K
se nazyva tnvolutorni, jestlize inversni korelace K -1 splyne s dudlni
korelaci K . Snadno se nahlédne, ze korelace K prostoru P, je involutorni,
pravé kdyz md tuto viastnost: jsou-li A , B dva body prostoru P, a jestlize
nadrovina KA prochdzi bodem B, potom také nadrovina KB prochdzi
bodem A . V kazdém piipadé ptvodni korelace K je inversni k inversni
korelaci K-1, a zéroveii K je dualni k duélni korelaci X . Z toho plyne:
Je-li K involutorni korelace prostoru P, , je K- = K involutornt
korelace prostoru P, .

Pro m =1 je K involutorni, pravé kdyz pro KA = B je vidy
zarovenh také KB = A ; to nastane jednak, jestlize K je identickad
transformace pfimky P, , jednak, jestlize K je involuce na piimce P, .

Nazveme bilinedrni formou v prostoru P, (nebo ve W,.,, je-li
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W,.., ar. zaklad prostoru P,) pravidlo f, které ka?dé dvojici X, ¥
ar. bodu (pfi ¢emZ zdleZi na pofadi bodu ve dvojici) pfifazuje realné
¢gislo /(X , Y) tak, Ze jsou splnény ndsledujici étyFi vlastnosti:

(941) (X, + Xy, ¥) = f(X,, ¥) + (X, ¥);
(94.2) (X, Y, +Y,)=f(X,Y) +{(X,Y,);
(94.3) (X, Y)y=c.(X.Y);
(94.4) f(X,cY)=c.f(X,Y).

Je-li dana ar. base
(94.5) Ay, A,,..., 4,

poloime
(94.6) f(4,,4,) = a,

pro0 < r<m, 0< s < m. Je-li potom

(94.7) X =24y + ... + 2,4, Y =ydo + ... + ynd,,
je
(948) f(X ’ Y) = Z z 7Y
r=0s=0

Obracené, jestliZze p¥i urdéité volbé ar. base (94.5) zvolime libovolné
redlnd &isla a,, (0 < r, s < m) a definujeme f(X ,Y) pomoci (94.7)
a (94.8), plati (94.6) a (94.1) az (94.4), takZe f je bilinearni forma
v P, . Polozme

’

(94.9) A=|.......... .

Cislo 4 je zavislé na volbé ar. base (945), nebot jestlize tuto ar. basi
zménime na pi. tak, Ze jeden jeji element A, nahradime elementem
cA, , kde ovéem musi byt ¢ % 0, je patrné, ze 4 se zméni v c24 ,
V dalsim vSak uvidime, Ze platnost rovnice 4 = 0 je nezdvisla na volbé
ar. base (94.5). ‘

JestliZe pfi libovolné daném ar. bodé A piifadime kazdému ar. bodu
Y ¢cislo f(4,Y), plyne z (94.2) a (94.4), Ze vznikne linedrni forma
ve W,,,, , kterou oznaéime L4 . Budiz W,,,+1 mnozina v3ech linearnich
forem ve W,,,, , tak’e podle ¢lanku 74 W,,., je ar. zaklad projektiv-
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niho prostoru P,, dulniho k prostoru P,, . Tedy L je zobrazeni prostoru
W,.., do prostoru W,,,, které podle (94.1) a (94.3) ma vlastnosti:

L(X, + X,) = LX, + LX,, L(cX)=c.LX.
Ziejmé Lo = o . Jestlize LX = o pouze pro X = o, je patrné, ze L

je isomorfni zobrazeni W,,,, na Wm+1 . V tomto pfipadé fekneme,
ze bilinearni forma f je reguldrni; naproti tomu nazveme f singuldrni,
existuje-li 4 + o tak, ze LA = o. Mezi singularni bilinedrni formy
patii mimo jiné nulovd bilinedrni forma f, pro kterou je identicky
f(X,Y) = 0. Jestlize pfi urGité volbé ar. base (94.5) plati (94.6),
je patrné, Ze f je regule’mrnf, privé kdyZ soustava m + 1 linedrnich
rovnic
AosTo + A1) + ..o + Qpgley = 0
(0<s< m)

ma pouze trividlni fefeni z, =z, = ... =z, = 0. Tedy: reguldrni
bilinedrni forma md determinant A + 0, singuldrni bilinedrni forma
md determinant A = 0. Tim je zjisténa spridvnost ohlaseného jiz
fakta, Ze platnost rovnice 4 = 0 je nezavisld na volbé ar. base (94.5).

Podle predchdzejiciho regularni bilinedrni forma f uréuje isomorfni
zobrazeni L vektorového prostoru W,,,, na vektorovy prostor Wit s
které opét podle ¢lanku 79 vytvofuje kolinedrni zobrazeni K = {L}
projektivniho prostoru P, na duilni projektivni prostor P.. neboli
korelaci prostoru P, , o které fekneme stru¢né také, ze je vytvofena
bilinedrni formou f. Timto zpisobem vznikne nejobecnéjsi korelace
prostoru P,, , nebof je-li L jakékoli isomorfni zobrazeni W, ,, na W,,l+l s
zvolme libovolné ar. basi (94.5) prostoru P,, . Potom pro 0 < r < m
je LA, element prostoru W,,,H , t. j. linedrni forma ve W,,,, kterd
ar. bodu

Y =ydy+y4,+ ... +Yndm
piifazuje ¢islo
oo + @Yy + oo+ Tl s
pfi tom linearni formy LA, (0 < r < m) jsou mezi sebou linedrné
nezavislé, takze determinant (94.9) je rizny od nuly a bilinearni forma
(94.8) je regularni. Je patrné, Ze tato bilinedrni forma vytvofuje danou
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korelaci K . Mimo to je zfejmé, Ze jestlize reguldrni bilinearni forma f
vytvoruje korelaci K prostoru P, , potom pfi kazdém c¢ + 0 také
bilinearni forma cf je regulirni a vytvofuje touz korelaci K , pfi ¢emz
také obricend pouze takové formy cf vytvoruji danou korelaci K .

Singularni bilinedrni formy nebudeme v obecném pfipadé probirat.

Ze souvislosti mezi pojmem ar. nadroviny a pojmem rovnice nad-
roviny (viz str. 21) plyne, e je-li K korelace prostoru P, vytvoftena
regularni bilinedrni formou f a je-li {X} libovolny bod prostoru P,,,
potom nadrovina K{X} je totoZnid s mnoZinou téch bodu {Y}, pro
nézjef(X,Y)=0.

K dané bilinearni formé f miZeme urcit druhou bilinedrni formu ¢
tak, aby bylo identicky ¢g(X, Y) = f(Y , X); fekneme, Ze formy
f , g jsou navzijem transponované. Pii pfechodu od f ke g podle (94.6) se
v determinantu (94.9) pouze vyméni fadky se sloupci, coz nema vlivu
na hodnotu determinantu. Je-li tedy f reguldrni, je také g regularni.
-Predpoklidejme, Ze f je regulirni a oznaéme K prisluSnou korelaci
prostoru P, ; dale pak oznaéme K, korelaci pfisluSnou transpono-
vané formé g . Potom je

(94.10) K,=EK-1' neboli K;'=K.

Nebot je-li {Y} libovolné dany bod prostoru P, , budiz p = K{Y};
tedy o je mnoZina téch bodu {X}, pro néz plati g(X ,Y) = 0 neboli
(X ,Y) = 0. To viak znamend, %e bod {X} nalezi do o , pravé kdyz
nadrovina K{X} obsahuje bod {¥}; tudiz Ko = {Y}, z &ehoZ plyne
(94.10).

Podle (94.10) korelace K je involutorni, pravé kdyz splyne s K,
t. j. jestlize obé transponované bilinedrni formy f, ¢ vytvoruji touz
korelaci. To v3ak znamen4, Ze existuje &islo ¢ + O tak, Ze je identicky
gX,Y)y=c.f(X,Y) neboli (Y ,X)=c.f(X,Y). Potom je viak
téz f(X ,Y) =c. (Y, X) a tudiz

(94.11) (X.Y)=c. {(X,7).

Forma f je reguldrni a tudiZ neni nulova, takie z (94.11) plyne, Ze
c2 = 1 neboli ¢ = 4 1. Zavedeme nyni tyto definice (at uz f je regu-
larni ¢&i singulérni): Bilinedrni forma f se jmenuje symetrickd, je-li
-identicky

102



(94.12) IY, X) = (X, Y);
jmenuje se alternujici, je-li identicky
(94.13) Y, X)=—f{X,Y).

Dokdzali jsme tedy, Ze korelace K vytvofend regularni bilinedrnf
formou f je involutorni, pravé kdyz forma f je budto symetricka nebo
alternujici. Nyni korelace vytvofena bilinedrni formou f je vytvofena
také kazdou bilinedrni formou tvaru ¢f (¢ #+ 0) a neni vytvofena
zadnou jinou bilinedrni formou. Jsou tudiZz dva druhy involutornich
korelaci: korelace vytvofené regulirni symetrickou bilinedrni formou,
které se jmenuji poldrni korelace a jejichZ studium tvofi hlavni obsah
této kapitoly; za druhé pak korelace vytvoFené regularni alternujici
bilinedrni formou, které se jmenuji nulové korelace a jei probereme
v kapitole XIV hlavné pro m = 3. Uvidime ostatné, Ze nulové kore-
lace existuji pouze pro licha m .

Pro m = 1 jsme jiZ na str. 99 konstatovali, Ze involutorni korelace
je budto identicka transformace pfimky P, nebo je to involuce na P, .
Snadno si uvédomime, Ze identickd transformace ptimky P, je (jedind)
nulovéa korelace na P, , a Ze involuce na P, jsou totozné s polarnimi
korelacemi na P, .

Poznamka. V predchazejicim textu tohoto élanku jsme méli na zie-
teli redlny projektivni prostor P, . Je v3ak ziejmé, Ze cely obsah
tohoto ¢lanku se ve vSech podrobnostech pienese na P,(i), jestlize
viude realnd cisla nahradime ¢isly komplexnimi. Korelace prostoru
P.(i) je budto reilnd nébo imaginirni, pii éemZ reilnd korelace
prostoru P,(i) je komplexnim rozsifenim uréité korelace prostoru
P, . Také v textu nasledujicich ¢linku této kapitoly si budeme vSimat
v podstaté pouze redlného prostoru P, , pfi éemZ opét znaéna Cast
vysledkt bude platna i pro P, (i) a budeme v pfipadé potieby uZivat
preneseni na P, (i) nékterych vysledki v textu odvozenych pro P, ,
pokud takové pfeneseni je nasnadé. '

95. KVADRATICKE FORMY. BudiZ W,,., ar. zdklad projektivniho
prostoru P,, . Budiz diana symetricka bilinearni forma f v P, , regularn{

nebo singularni, ne vSak nulovd. Zvolime-li uréitou ar. basi (94.5)
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a zavedeme-li oznadeni (94.6), plati opét (94.8). Jezto f je symetricka,
mame nyni

(95.1) a,=4a,, pro 0<r,s<m.
Polozme
(95.2) f:(X) = f(X, X)
a nazvéme [, kvadratickou formou v P, nebo ve W, . Je tedy
(953) fz(X) = Z Z a,X,T, .
r=0 8=0

Pti dané volbé ar. base je tedy kvadraticka forma (95.3) homogenni
mnohoé¢len druhého stupné v m + 1 proménnych z,, z,,...,2,,
ktery ma pfi 22 (0 < r < m) koeficient a,,, ale pfi zx, (0 r <
< 8 < m) koeficient 2a,, , nikoli a., . Je to zcela libovolny homogenni
mnohoélen druhého stupné v proménnych z,,z,,..., 2, aZ na to,
Ze nejsou viecky koeficienty soucasné rovny nule.

Kvadraticka forma f, je jednoznaéné uréena symetrickou bilinearni
formou f, ale také obriacené kvadraticka forma f, jednoznaéné uréuje
¥ychozi symetrickou bilinedrni formu f, kterou nazveme poldrni
formou piislusnou kvadratické formé f,. Nebot z (94.1) a (94.2)
Plyne, ze

X, + X, X, + X,) = (X, X)) + [(X,, Xp) +
+ ((Xy, Xo) + (X, X)),

takZe podle (94.12) a (95.2) je

(95-4) /2(X1 + Xz) = fz(Xl) + fz(Xa) + 2f(X1 » X,)
neboli
2f(X1 ’ Xz) = fz(Xl + Xz) _‘fz(Xl) —fz(Xz) ’

takze forma [, skuteéné jednoznaéné uréuje formu f. Jeito f neni
nulové, neni f,(X) identicky rovné nule. Poznamenejme jesté, Ze podle
(94.3), (94.4) a (95.2) je

(95.5) f2(cX) = ¢*. f(X) .
Kvadraticka forma f, se jmenuje reguldrni nebo singuldirni podle

toho, zda pfislu$na bilinearni forma f je regularni ¢i singularni. Uvidime
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viak, Ze studium singuldrnich kvadratickych forem se di4 v podstaté
pfevést na studium regularnich kvadratickych forem.

Piedpokladejme, Ze dana kvadraticks forma f, a tudiZ i piislusnd
polarni symetrickd bilinedrni forma je singularni. Ozna¢me W,.,
mnoZzinu v8ech téch ar. bodd X, pro néz je {(X,Y) = 0 identicky
pro viechny ar. body Y . Z (94.1) a (94.3) plyne, Ze W,., je linedrni
soustava obsaZend ve W, ., , jejiz dimense budiz k£ + 1. JeZto f neni
nulovd, je k << m; jeito f je singularni, je £k > 0; tedy 0 < £k <
< m —1. Vektorqvy prostor W,., je ar. zakladem k-rozmérného
linedrniho podprostoru v §ir§im smyslu S, prostoru P,, , ktery nazveme
vrcholem singularni kvadratické formy f,. Podle véty 13.1 miZeme
zvolit ar. basi (94.5) prostoru P,, tak, aby 4,, 4, , ..., 4; byla ar. base
prostoru S, . Z definice prostoru S, a ze symetrie bilinearni formy f
plyne potom, Ze v (94.6) je @,, = 0, jakmile aspori jeden z obou indexi
r,sje < k. Tudiz (94.8) v na§em piipadé zni

m m
(95.6) HX, Y) = z Z QrsrYs
r=k+t1l s=k |1
z ¢ehoz
m m
(957) /2(X) Z Z arsxrxs .
r=k+13=k+1
Pii tom je |
| Tk+1 5 k+1 Ak+1 5 m
(95.8) A +0
‘ Qo s K+ 1 Cnm

(pro ¥ = m — 1 leva strana znamena dislo a,,,), nebot v opaéném
piipadé by bylo moZné uré¢it &isla x4, , ..., 2, tak, aby nebyla vSecka
rovna nule a aby bylo
@it1 s Zitr T oon + e =0 pro k+1<s<m;
m
pro X = > z,4, by potom podle (95.6) bylo f(X ,Y) = 0 identicky
r=k+1
v Y , coZ je nemozné, jezto X nendlezi do W, .

V piipadé & = m — 1 zni (95.6) jednodude f(X ,Y) = ax?, , kde
a + 0. Poloime z, = ¢(X), takze

(95.9) f(X,Y) =ap(X)p(Y), f(X)=alp(X)]
kde ¢ je lineirnf forma ve W,,,, neboli ar. nadrovina v P,,
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Budiz za druhé 0.< k < m — 2, takZe vektorovy prostor W, .,
modW,.,, je ar. zikladem perspektivy =(S,; P,), kterd je pro-
jektivnim prostorem dimense m —k—1; je 1<m—k—1<
<m—1. Z (95.6) plyne, Ze jestlizZe X, =X, modW,,,, ¥, =7,
modW,,,, je f(X,,Y,) = f(X,,7Y,). Jestlize pro kazdy element X
vektorového prostoru W,, ., ozna&ime stru¢né[X]element X mod W, ,
prostoru W,., modW,,,, existuje bilineirni forma ¥ ve W,.,
mod W, ., takovi, Ze je identicky

(95.10) F(X],Y)=/X,Y).

Zaroven s formou f je také forma F symetrickd; mimo to z (95.8) plyne,
Ze I je regularni. Obricené, zvolime-li libovolné reguldrni symetrickou
bilinearni formu F, ve W,.,, modW,,, a definujeme-li f pomoci
(95.10), je f singularni symetricka bilinearni forma ve W,,., a vrcholem
prislusné kvadratické formy je S, . Bylo by ostatné snadné odvodit
tyto vysledky bez uZiti specidlni ar. base.

96. REGULARNI A SINGULARNI KVADRIKY. Budiz opét
W,.., ar. zdklad projektivniho prostoru P, . Nazveme kvadrikou
prostoru P, neboli (m — 1)-rozmérnou kvadrikou a oznadime Q,,_,
mnoZinu vSech téch bodu {X} prostoru P, , pro néz je f,(X) =0,
kde f, je dana kvadratickd forma v P,, . Tymz zpisobem definujeme
kvadriky prostoru P, (i) , které délime na rediné a magindrni, pfi ¢emz
realna kvadrika prostoru P,(i) je vytvofena takovou kvadratickou
formou prostoru P,(i), kterd je (ve ziejmém smyslu) komplexnim
roz§ifenim kvadratické formy prostoru P, . Ukazuje se, Ze komplexni
theorie kvadrik je snadnym prenosem ¢asti redlné theorie, Ze viak
v reilné theorii jsou dalsi dulezité momenty, které nelze pfenést
na komplexni theorii. Abychom zachytili viecky podstatné prvky
theorie a pfi tom se vyhnuli nudnym opakovdnim tychz usudku,
soustfedime se na theorii realnych kvadrik prostoru P,(i) , t. j. budeme
vychizet od rediné kvadratické formy f,, ale budeme do pFislusné
kvadriky Q,_, potitat nejen redlné, nybrz i imagindrni body {X},
pro které fo(X) = 0. To je potfebné mimo jiné proto, Ze realna
kvadrika nemusi obsahovat vibec zadny realny bod.

Kvadriky Q.,_, délime na reguldrni a singuldrni podle toho, zda
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je realné nebo singuldrni vytvorujici kvadratickd forma f, . Zaroven
s kvadratickou formou f, také kaida kvadratickd forma cf, (kde ¢ je
dislo razné od nuly, jinak vsak libovolné) vytvofuje touz kvadriku
Q.._. - Na otdzku, jak dalece znalost kvadriky Q,_, obracené uréuje
kvadratickou formu f, , odpovime pozdéji; forma f, nemiize oviem byt
uréena kvadrikou Q,,_, nez az na libovolny konstantni faktor ¢ + 0.
Ukaze se, Ze znalost vSech redlnych i imagindrnich bodd kvadriky
Q... ve viech pfipadech vystadi k uréenosti kvadratické formy f,
aZ na konstantni faktor ¢ + 0, Ze v38ak znalost vSech redinychk bodu
kvadriky Q,_, k tomuto cili postaéi sice v nékterych pripadech,
ne viak ve vSech.

Budiz nejprve dana singuldrni kvadrika Q,._, . Jejim wrcholem
rozumime vrchol S, pfisludné kvadratické formy f, . S; je tedy linearni
podprostor v 8ir§im smyslu dimense k prostoru P, , 0 <k <m—1.
Budiz nejprve £ =m — 1, takze S, = S,,_, je nadrovina; z (95.9)
plyne, ze bod {X} nalezi do Q,,_,, pravé kdyz nalezi do S,,_, , takZe
kvadrika Q,_, je v tomto pfipadé vlastné totoind s nadrovinou
Sm_1, ktera je jejim vrcholem; je zvykem nasi Q,_, nazyvat dvoj-
ndasobnou nadrovinou. Budiz dile 0 < k< m —2. V prostoru P,
mizeme zvolit (m — k — 1)-rozmérny linearni podprostor R, (h =
=m—k—1, tedy 1 <h < m—1) tak, aby S, aR, byly totdlné
nezavislé (viz ¢lanek 82). Je-li 4,, 4, , ..., A, ar. base pro S, a je-li
Aiyy, ..., A, ar. base pro R, , je 45, 4,, ..., A, ar. base pro P,
a plati (95.6) az (95.8). Z toho plyne, Ze prinik nasi kvadriky Q,,._,
s prostorem R, je regularni kvadrika Q, _, prostoru Ry a dale: kvadrika
Q.. se sklddd ze vdech téch (k + 1)-rozmérnyjch linedrnich podprostori
prostoru P, , kleré jsou spojenim jednotlivych bod@ kvadriky Q,_,
s vrcholem S, . Kvadrika Q,,_, je tedy v uvaZovaném pripadé v pod-
staté totoZna s regularni kvadrikou (m — k — 1)-rozmérného projek-
tivniho prostoru =(S,, P,); tuto reguldrni kvadriku oznaéime
7(Qn_,) & nazveme ji perspektivou singuldrni kvadriky Q,_,. Je-li
Qm—, vytvofena singulirni kvadratickou formou f,, které prislusi
bilinedrni forma f, je n(Q,_,) vytvofena regulirni kvadratickou
formou F,, které piislusi bilinedrni forma ¥ definovana v (95.10).
Pravime, Ze regularni kvadratickd forma F, prostoru =(S,; P,)
je perspektivou singuldrni kvadratické formy f, prostoru P, ,
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Z predchazejiciho je patrné, Ze studium singularnich kvadrik se
v podstaté redukuje na studium regularnich kvadrik v ménérozmér-
nych prostorech. Proto si v nasledujicim budeme vdimat hlavné re-
guldrnich kvadrik.

Pokud se tyle regularnich kvadrik, vSimnéme si nejprve pfipadu
m = 1. Je-li pro m = 1 ddna regularni kvadraticka forma f, a je-li f
jeji polarni forma, mizZeme nejprve zvolit 4, + o tak, Ze f,(4,) + O
neboli f(4,, 4,) + 0; snadno se zjisti, Ze existuje A, + o tak,
ze f(4,, A,) = 0; ar. body 4,, 4, jsou zfejmé linearné nezavislé a je
f(4,,A,) + 0, nebot jinak by bylo identicky f(X , 4,) =0 a f by
byla singularni. Tedy

(96.1)  fo(do) =ag + 0, [o(d;) =0a, £0, [(4,,4,)=0.
Z toho vsak plyne [viz (94.6) aZ (94.8)], Zze pro X = x4, + 2,4, je
(96.2) fX) = agdh + aal .

Tedy (realna) reguldrni kvadrika Q, na pfimce P, se sklddd ze dvou
raznych komplexnich bodd, které jsou reilné v pripadé agay < 0,
imaginarni a komplexné sdruzené v piipadé a,z, > 0.

Tento vysledek mizeme podle pfedchazejiciho aplikovat na singu-
larni kvadriky Q,,., prostoru P, (m > 2) 8 (m — 2)-rozmérnym
vrcholem S, _, . Vidime, Zze takovd Q,,_, se skladd ze dvou riznych
nadrovin g, , p, protinajicich se ve vrcholu S,,_,, pfi éemz nadroviny
01, 0; budto jsou realné nebo jsou imagindrni a komplexné sdruzené.

Poznali jsme, Ze singulirni kvadrika Q,,_, s (m — 1)-rozmérnym
vrcholem je (dvojnasobnd) nadrovina a Ze singuldrni kvadrika Q,,_,
8 (m — 2)-rozmérnym vrcholem se sklidd ze dvou (redlnych nebo
imaginarnich) nadrovin. Snadno se naklédne, Ze v obou uvaZovanych
pripadech je

(96.3) f2(X) = @u(X) . po(X),
kde ¢, , @, jsou lineirni formy (které mohou byt imagindrni, i kdyz
Q.._, je reilnd). Predpoklidejme obricené, ze kvadrika Q,,_, ma tu
vlastnost, Ze obsahuje jako ¢ast nadrovinu ¢ a dokaime, Ze Q,,_,
je singuldrni 8 (m — 1)-rozmérnym nebo (m — 2)-rozmérnym vrcho-
lem. Maji-li f, f, obvykly vyznam, je f,(X) = 0, kdykoli {X} nalezi
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do ¢, takie podle (95.4) také f(X,, X,) = 0, kdykoli {X,} i {X,}
nilezeji do p. Zvolme A4 tak, Ze f,(4) + 0, takie A + o0 a {4} ne-
nilezi do o . Jeito f,(A) = f(4 , 4) % 0, neni f(4 , X) = 0 identicky;
zfejmé f(4 , X) = 0 je rovnice nadroviny o . MuZe byt ¢ = p nebo
o * p; v kazdém piipadé vSak existuje (m — 2)-rozmérny linearni
podprostor 8,,_,, ktery je ¢asti obou nadrovin ¢, o. Budiz {B}
libovolny bod prostoru S, _,. Jeito {B} nalezi do ¢, je f(B,Y) =0
pro kaidy bod Y nadroviny p ; jezto B nalezi do o, je také f(B, 4) =
= 0. Avsak kaZzdy ar. bod X md tvar X = 14 + uZ, kde budto
Z = o nebo {Z} nalezi do ¢ ; jezto f(B, X) = A(B, 4) + uf(B, Z),
je tudiz (B, X) = 0 pro kazdy ar. bod X . To viak znamena, zZe kva-
drika Q,,_, je singularni a Ze jeji vrchol obsahuje v3ecky body pro-
storu S,,_, , takZe dimense vrcholu budto jerovna m — 2 nebo je rovna
m—1.

Casto jsou uzitedné tyto nazvy. Kazdy bod reguldrni kvadriky Q,,_,
se nazyva jejim reguldrnim bodem. Je-li kvadrika Q,_, singularni,
potom kazdy bod jejiho vrcholu se jmenuje singuldrnim bodem kvad-
riky Q,._, , kdezto kazdy jiny bod néleZejici do Q,,_, se opét jmenuje
jejim reguldrnim bodem. Je-li Q,,_, dvojnasobni nadrovina (neboli
je-i Q,,_, singuldrni a ma-li jeji vrchol dimensi m — 1), je kaZdg bod
na Q,_, jejim singularnim bodem, kdeito v kaZdém jiném pripadé
ma Q,,_; v komplexnim oboru také regularni body, nemusi viak vidy
mit rediné regularni body.

97. POLARNI VLASTNOSTI KVADRIK. Budiz zase W,,, ar.
zaklad prostoru P, . Je-li f symetricka bilinearni formaa je-li /(4 , B)=
= 0, fekneme, Ze body A , B jsou konjugovdny vzhledem k f; podle
(94.3) a (94.4) nezilezi na volbé ar. zastupci A, B. Jeito forma f
je symetrickd, je konjugovanost dvou bodu vzdjemnym vztahem.
Je-li f nulové, jsou kazdé dva body konjugovany a obracené; v daliim
budiZ f nenulova. Bilinedrni forma f uréuje kvadratickou formu f,
a kvadriku Q,_,. Konjugovanost vzhledem k f, vzhledem k f,
a vzhledem ke Q,,_; nechf znamena jedno a totéz.

Budiz P, linearni podprostor dimense k& (1 < k < m — 1) prostoru
"P,, a budiz W,,, ar. zdklad prostoru P,. Bilineirni forma f v P,
uréuje bilinedrni formu F v P,: pro X ,Y z W,,, je F(X,Y) =
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= f(X,Y), aviak F(X, Y) je definovdno pouze pro pf¥ipad, Ze X , ¥
nélezeji do W;., ; pfi tom muZe byt F nulova, i kdyZ f neni nulova.
Stejné jako z f vznikne F, vznikne z kvadratické formy f, kvadra-
tickd forma F,. Jestlize F je nulovi, je prostor P, ¢asti kvadriky
Qn._. a obricené, je-li P, dasti Q,_,, je F nulovd. Otazkou, které
linedrni podprostory lezi na kvadrice Q,_,, budeme se pozdéji po-
drobné zabyvat. Jestlize }' neni nulova, protne prostor P, kvadriku
Qn-1 V (k — 1)-rozmérné kvadrice Q,_, . Dva body prostoru P, jsou
konjugovany vzhledemke Q,,_, , pravé kdyz jsou konjugovany vzhle-
dem ke Q,_; ; jestlize P, je ¢asti Q,,_, , jsou kazdé dva body prostoru
P, vzijemné konjugovany vzhledem ke Q,,_, .

Z definice je zfejmé: Bod {A} leZi na kvadrice Q,_,, pravé kdyz
je sam k sobé konjugovan. Bod {4} je singulirnim bodem kvadriky
Qn_1, pravé kdyz je konjugovin s kafdym bodem prostoru P, .
Jestlize bod {4} neni singuldrnim bodem pro Q,,_, , potom at uz {4}
lezi ¢i neleii na Q,_, , mnozina v8ech bodu konjugovanych s bodem
{A} tvofi nadrovinu, kterd se jmenuje poldrni nadrovinou bodu {4}
vzhledem ke kvadrice Q,_,; pfi tom bod {4} lezi ve své polarni
nadroviné, pravé kdyz lezi na kvadrice Q,_, (a je oviem jejim regu-
larnim bodem). O singularnim bodé kvadriky Q,,_, pravime, Ze nemd
uréitou poldrni nadrovinu vzhledem ke Q,,_, . Jestlize {4} ma uréitou
polarni nadrovinu, potom v piipadé singularni Q,,_, tato nadrovina
obsahuje v8echny singuldrni body, t. j. prochédzi vrcholem kvadriky
Q-1 - :

Jestlize kvadrika Q,,_, je regularni, potom také p¥islu$na bilinedrni
forma f je reguldrni. Jeito f je symetrickd, vytvoFuje polarni korelaci
K, ve které pravé obrazem kazdého bodu je jeho polérni nadrovina
vzhledem ke Q,,_,; K se nazyva polarita vzhledem ke Q,,_,. Jeito
korelace prostoru P,, je vzijemné& jednoznacny vztah mezi prvky pro-
storu P,, a duélniho prostoru P, , je kazdd nadrovina ¢ prostoru P,
polarni nadrovinou pravé jednoho bodu, ktery se nazyva pélem nad-
roviny ¢ vzhledem k regularni kvadrice Q,,_, .

Jinak tomuje v pfipadé,Ze Q. _, je singuldrni kvadrika s k-rozmér-
nym vrcholem S, (0 < k£ < m— 1). Je-linejprvek = m — 1, je Qu_,
dvojnasobnou nadrovinou §,,_, ; bod, ktery lezi v S,,_, , nem4 uréitou
polarni nadrovinu, kdezto poliarni nadrovina vSech jinych bodd je
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jedna a tdZ, totiz nadrovina S,,_, . Je-li0 < k < m — 2, potom podle
&lanku 96 kvadrika Q,,_, se sklddd z (k + 1)-rozmérnych linedrnich
podprostort, které v prostoru z(S;, ; P,,) tvofi (m — k — 2)-rozmérnou
reguldrni kvadriku n(Q,,_,) , kterou jsme nazvali perspektivou singu-
larni kvadriky Q,_,. Body prostoru S, nemaji uréitou polarni
nadrovinu vzhledem ke Q,_,. Polirni nadrovina kazdého jiného
bodu prochazi prostorem S, , je tedy prvkem prostoru, ktery jsme
v (81.2) oznadili (S, ; P,) a ktery je duilni k prostoru z(S ; Pn) .
Dva mimo 8, leZici body maji touZz polirni nadrovinu ¢ vzhledem
ke Q,,_,, pravé kdyZ pfimka je spojujici protne S, ; oba body lezi
potom v tém? P,., obsahujicim S, ; tento P, je prvkem (,,bodem*)
prostoru n (S, ; P,,) a jeho polarni nadrovinou vzhledem k perspektivé
7(Qn_,) je pravé nadrovina p . MiZeme také post.ilpovat tak, Ze v P,
zvolime (m — k — 1)-rozmérny linedrni podprostor R, _,_, totalné
nezavisly na 8; , ktery protne Q,,_, v (m — k — 2)-rozmérné regularni
kvadrice Q,,_y_,. Je-li nyni {4} libovolny bod prostoru P, , ktery
nelezi v S, , potom spojeni bodu {4} s prostorem S, je (k + 1)-roz-
mérny linearni podprostor, jenz protne R,,_,_, v bodé {B} ; v prostoru
R, _._, je polarni nadrovinou bodu {B} vzhledem ke Q,,_,_, uréity
(m — k — 2)-rozmérny linearni podprostor, jehoZ spojenim s prosto-
rem 8, je pravé polirni nadrovina bodu {4} vzhledem ke Q,,_; .

Pro m = 2 nadrovina je pfimkou a misto poliarni nadrovina se pro
m = 2 casto fika prosté poldra. Prom = 1 nadrovina je bodem a pojem
polarni nadroviny daného bodu splyva s pojmem bodu konjugovaného
s timto bodem.

Jestlize kvadrika Q, prostoru P, je singularni, je jejim vrcholem bod
8, a Q, se skldda z tohoto jediného bodu (dvojnasobny bod); dva body
primky P, jsou navzijem konjugované vzhledem k singuldrni Q,,
pravé kdyz jeden z nich splyne s vrcholem S, . Jestlize kvadrika Q,
prostoru P, je regulirni, potom se Q, sklid4 ze dvou riznych komplex-
nich bodd 4, B, které jsou budto oba reilné nebo jsou imaginarni
a komplexné sdruzené. V obou piipadech jsou 4 , B dvojnymi body
involuce na P, (hyperbolické nebo eliptické) a polarita vzhledem ke Q,
je totoZna s touto involuci.

Dva body C,, C, piimky P, jsou konjugované vzhledem k nasi
regulirni Q, , pravé kdyz nastane jeden z téchto tii pFipadu: (1) C, =
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=C,=4; (2) C;, =C, = B; (3) viecky &étyii body 4, B, C,,
C, jsou navzdjem razné a tvofi harmonickou étvefici. :
BudiZ nyni v prostoru P, (m = 2) déna jednak kvadrika Q,_,,
jednak pfimka P, . Budeme zkoumat, jakou vzajemnou polohu maji
Qn_, & P, . MiZe se stit, Ze piimka P, je ¢asti kvadriky Q,,_, ; neni-li
tomu tak, protne P, kvadriku Q,,_, v kvadrice Q, ; to znamen4, e P,
a Q,_, maji budto jediny (realny) spoleény bod, nebo priavé dva kom-
plexni spole¢né body, budto oba reilné nebo oba imaginarni. Pfimku,
ktera ma s kvadrikou Q,,_, pravé dva spoletné rediné body, nazveme
seénou kvadriky Q,_, ; pfimku, kterd nema s kvadrikou Q,,_, Zaddny
realny spolecny bod (ktera tedy protne Q,_, ve dvou imagindrnich
komplexné sdruzenych bodech), nazveme nesecnout) kvadriky Q,,_; ;
primku, kterd ma s Q,,_; spoleény jediny (reilny) bod A4 , nazveme
-tetnow kvadriky Q,,_, v tomto bodé A4 (a v Zadném jiném bods);
posléze primku, kterd lezi celd na Q,,_, , povaZujeme za te¢nu kvadriky
Q._: v kazdém bodé takové primky.

Piipomefime si nyni, Ze dva body piimky P, jsou konjugované
vzhledem ke kvadrice Q,,_, , pravé kdyz budto cela pfimka P, je éasti
Q.._, nebo uvaZované body jsou konjugované vzhledem ke Q,, kterd
je priunikem P, s Q,,_, . Z toho plyne pfedevsim, Ze jestlize bod A4
kvadriky Q,_, leZi na pfimce P,, je P, tetnou kvadriky, pravé
kdy% A4 je vzhledem ke Q,, _, konjugovan s kazdym bodem pfimky P, .
V disledku toho, je-li A singularnim bodem kvadriky Q.. .;, je kazdd
pfimka jdouci bodem A4 teénou pro Q, _,; je-li viak A4 regulirnim
bodem kvadriky Q,,_,, ma bod A vzhledem ke Q,,_, urditou polirni
nadrovinu o , kterd prochazi bodem 4 a jmenuje se teénd nadrovina
kvadriky Q,,_, v bodé A ; pfimka jdouci reguldrnim bodem A4 kvad-
riky Q,._, je tetnou pro Q,,_, v bodé A4, pravé kdyz lezi v teiné
nadroviné ¢ . Uvédoméme si té%, Ze pfimka P, prochizejici bodem A
na kvadrice Q,,_, miZe byt te¢nou pro Q,,_, v bodé rizném od bodu
4 pouze tehdy, kdyZ cela pfimka P, je ¢asti kvadriky Qp_; .

Pro m = 2 pojem nadroviny splyva s pojmem pfimky; kvadrika Q,
ma v kazdém svém regulirnim bodé A4 jedinou tednu, kters je zarovei
polarou bodu A vzhledem ke Q, .

1) Nazev ,,neseéna‘’ pochazf od J. Vysina.
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Dale plati: Bod A4 je sdm k sobé konjugovan vzhledem ke kvadrice
Q._1, pravé kdy? le#i na Q,,_, . Dva rizné body 4 , B jsou navzijem
konjugované vzhledem ke Q,,_,, pravé kdyZ nastane jeden z nasle-
dujicich tfi pripadid: (1) celd pfimka AB je ¢asti kvadriky Qn._,;
(2) pfimka AB mi s Q,_, spole¢ny jediny bod, ktery je totoZny
s jednim z obou danych bodd A, B; (3) Zidny z obou bodu A,B
nelezi na kvadrice Q,_ 1 » kterd ma s pnmkou AB spoleéné dva rtzné
redlné nebo imagindrni body H , K , pfi ¢emz A , B, H , K je harmo-
nickd &tvefice. Z toho plyne, Ze zname-li viecky rediné i tmagindrni
body kvadriky Q,._,, je tim uréena téz polarita vzhledem ke Q,,_, .
Potom je v8ak (viz podatek &lanku 101) a% na konstantni faktor
uréena také pfisluSnd kvadratickd forma f, i bilinedrni symetrickd
forma f. V kterych pfipadech postaéi znalost viech redlnych bodé
kvadriky Q,,-, , o tom si promluvime az v ¢lanku 101.

98. DUALNI KVADRIKY. K danému projektivnimu prostoru P,
jsme zavedli v &lanku 74 dudlni projektivni prostor P, . Kvadriku
prostoru P, oznadme Q,,_, a nazveme ji dudlni kvadrikou prostoru P,

Tak jako vzhledem ke kvadrice Q,,-, prostoru P,, mame pojem dvojice
konjugovanych bodia tohoto. prostoru, mame vzhledem k dudlni
kvadrice Q,,-, pojem (konjugovanych boda dudlniho prostoru, t. j.)
konjugovanych nadrovin prostoru P, . Jako Q, -, miZe byt i Q,,,_l
budto reguldrni nebo singularni. Je-li Q,,_, regularni, potom pro libo-
volné danou nadrovinu g prostoru P,, mnozina vSech nadrovin konju-
govanych s g tvori dualni nadrovinu, t. j. sklid4 se ze vSech nadrovin
prochazejicich uréitym bodem B prostoru P, , ktery nazveme pélem
nadroviny o vzhledem k dudlni kvadrice Q.._,; pfechodu od P,

k P, a tedy od Q,_; ke Q,_, tedy odpovidd prechod od polarni
nadroviny bodu k pélu nadroviny. Jestlize nadrovina g nalezi do Qn1»
potom jeji pdl nazyvame jejim bodem dotyku; pfechodu od P, k [

a tedy od Q,,-, ke Q,,_, tedy odpovida ptechod od teéné nadroviny
bodu na Q- k bodu dotyku nadroviny néleZejici do Q.._, . Dosud
jsme predpoklidali, Ze Q,,-, je regulirni. Budiz nyni Q,,, singulirni.

Potom existuje aspori jedna takovd nadrovina o prostoru P, , k niZ
je vzhledem ke Q,_, konjugovéna kafdd nadrovina prostoru P, ;
takovd nadrovina ¢ nutné naleif do Q,-, a nazyvé se singulérni
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nadrovinou duélni kvadriky ‘Q,,_, ; ka?d4 jini nadrovina nalezejici
do Q,,-, se jmenuje reguldrni nadrovina duédlni kvadriky @,_,.
(Je-li Q,,-, reguldrni, potom oviem kazd4d nadrovina naleZejici do
Q.- je jeji regularni nadrovinou.) Je-li Q,,-, singuldrni, potom
k nadroviné p zpravidla existuje opét uréity p6l B vzhledem ke Q...
coz je bod té vlastnosti, Ze nadrovina je konjugovana s ¢ vzhledem
ke Q,-,, pravé kdyZ obsahuje bod B; vyjimku tvoi singulirni
nadroviny dualni kvadriky, které nemaji uréity pél. Je-li Qn-,
singularni, potom pojem, ktery pfi piechodu od P,, Q.- k P, ,
Q..-, odpovida pojmu vrcholu singularni kvadriky Q,,_,, je pojem
mnoziny vSech singuldrnich nadrovin dudlni kvadriky Q.. Tato
mnoZina tvofi dudlni podprostor v SirSim smyslu dimense £ (0 < &k <
< m — 1) prostoru P, a tedy podle ¢lanku 75 se skladd ze vsech
nadrovin prochdzejicich uréitym linedrnim podprostorem v S8irSim
smyslu dimense m — k — 1, ktery oznaéime X,,_,_, a ktery podle
terminologie ¢lanku 75 je vrcholem vySe zminéného dudlniho pod-
prostoru; nazveme X, _, -, dudlnim vrcholem singulérni dualni kvadriky
G-y -

Nyni je uéelné vsunout tuto poznamku, ktera je snadnym dusledkem
naich definic. Je-li K kolinearni zobrazeni prostoru P,, na prostor
P, a je-li v P,, dana kvadrika Q,,_,, je jeji obraz Q. _, pfi K opét
kvadrikou prostoru Q,,_, . Obrazy dvou bodu konjugovanych vzlle-
dem ke Q,,_, jsou dva body konjugované vzhledem ke Q,._.; je-li
Q.._, reguldrni nebo singulamni, plati totéz o Q,,_, ; obrazem vrcholu
singuldrni Q,,_, je vrchol obrazu Q,_, atd. atd. Tuto poznimku
miZeme zejména aplikovat na ten piipad, Ze prostor P, je totoiny
s dualnim prostorem P, , ie tedy K je korelace prostoru P,, . Zvlasté
dilezity je néasledujici specidlni ptipad.

Budiz v prostoru P,, dana reguldrni kvadrika Q,_, . Jestlize kaz-
dému bodu prostoru P, pfifadime jeho polarni nadrovinu vzhledem
ke Q,,_,, dostaneme (viz str. 110) korelaci K prostoru P, , kterou
jsme nazvali polaritou vzhledem ke Q,, ., . Obrazem pi#i K kazdého
bodu kvadriky Q,,_, samotné je, jak vime, jeho te¢na nadrovina.
Tedy mnoZina vdech tecnych nadrovin reguldrni kvadriky Q... tvori
reguldrni dudlni kvadriku téhoZ prostoru, kterou nazveme dualisaci
puvodni reguldrni kvadriky Q,,_, .
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Budiz Q,,—, reguldrni kvadrika prostoru P, a budiz Q.._, jeil
dualisace. Budi# A libovolny bod prostoru P, a budiz o = K4 .
Jeito polarita vzhledem ke Q,,_, vznikne z polarity vzhledem ke
Q.- provedenim zobrazeni K , je polem nadroviny ¢ vzhledem ke
Q..—, ten bod B, jim% prochazeji obrazy pfi K jednotlivych boda
polarni nadroviny bodu 4 vzhledem ke Q,_,, t. j. nadroviny o .
To v3ak znamend, ¢ B — Ko , kde K je dudlni korelace ke K . Jeito
viak korelace K je involutorni, je K = K1, tedy B = K-1g, t.].
B = A . Tudiz pdl nadroviny ¢ vzhledem k reguldrni kvadrice Qn—_,
je zdrovers pélem téfe nadroviny vzhledem k jeji dualisaci Q,, ., .

V ¢&lanku 96 jsme poznali, Ze singulirni kvadrika Q,,_, s k-rozmér-
nym vrcholem 8, (0 < k< m—1) pro k = m — 1 splyne s nadro-
vinou 8,_, (a nazyvd se dvojnisobnou nadrovinou), a v pfipadé
0< k< m— 2sesklddd z (k + 1)-rozmérnych linedrnich podprostori
prochéazejicich prostorem S, , které tvori regularni kvadriku prostoru
7(Sy ; P,) . Aplikujeme-lina tento vysledek princip duality, dostaneme,
#e s'ngularni dudlni kvadrika Q, ., s (m —k — 1)-rozmérnym
dudlnim vrcholem X, _,_;, (0 < k< m-—1) pro k =m —1 splyne
s mnozinou viech nadrovin prochézejicich bodem 2, (takovou (o JN
muZeme nazvat dvojndsobnym bodem); v pripadé 0 < k< m—2
se Q,,,_l sklad4 ze vSech téch nadrovin prostoru P, , které prochézeji
nékterym (m — k — 2)-rozmérnym teénym prostorem uréité regularni
duélni kvadriky projektivniho prostoru 2, _,_;, t.j. Qm-; je mnozi-
nou vsech nadrovin prostoru P, prochazejicich témi nadrovinami
prostoru 2, _,-,, které jsou v tomto 2,,_,_, tetnymi nadrovinami
urdité reguldrni Q,,.,_,. V ptipadsé k — m — 2 se nade Q,_, skladi
ze viech nadrovin prochdzejicich jednim ze dvou danych komplexnich
bodi, jez jsou budto redlné nebo jsou imaginirni a komplexné sdru-
Zené.

Vratme se k reguldrni kvadrice Q,_, prostoru P, a predpokla-
dejme, Ze Q,,_, je vytvofena regularni symetrickou bilinedrni formou f
prostoru P,,. Ukizeme, jak lze vypocist regularni symetrickou bili-
neirni formu ¢ dudlniho prostoru P, , kterd vytvotuje dualisaci
Q.- kvadriky Q,._, . Zvolme v P,, ar. basi

(98'1) AO ’ A1 r ety Am
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a budiz
(98.2) 4,,4,,.., 4,
duilni ar. base prostoru P, . Existuji &isla a,, (0 < r, 8 < m) tak,
Ze a,, = a,, a Ze pro
(98.3) X ==xpdy + ... + 2pdny, Y =ydo+ .c. + Yndn
je
(98.4) f(X,Y) = Z Z Qo) Y -

r=0 s=
Jeito f je reguldrni, je

Ay do; .- Aom
a a ...

(985) 10 11 1m + 0.
amo aml Amm

Nyni pro
(98.6) X=64d + ..+ tndm, Y =ndo+ ... + 7ndn
polozme

gy Aoy .- a;,,,, &o
L. @y By -o. Ay &
(98.7) eX,Y)y=| ... L
a‘mo a’ml ammfm
N M Nm O

Ukéazeme, Ze ¢ je Zidana bilinearni forma v P,, . Méme tedy dokizat,
#e za predpokladu X + o, ¥ + o je p(X,Y) = 0, pravé kdyz nad-
roviny {X}, {¥} jsou konjugované vzhledem ke Q,_, . Pfedpokla-
dejme tedy nejprve, ze {X} , {¥'} jsou konjugované vzhledem ke (o
Budiz {Z} pol nadroviny {X} vzhledem ke Q,_,, t. j. podle pied-
chéazejiciho vzhledem ke Q,,_, ; potom nadrovina {¥} prochazi bodem
{Z} . Je-li

(98.8) Z =2zdy+ 24, + ... +2,4,,

je aspoti jedno z &isel z, , 2, , ... , 2,, T0zné od nuly a je jednak
(98.9) ZoMo + 211 + ovo + Zmlm = 0,

jednak

(98.10) @,z + @012y + ooo + A2y + b5, =0 pro 0K r<m,
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kde b # 0. Aviak (98.9) a (98.10) je soustava m + 1 linedrnich homo-
gennich rovnic o m + 1 neznamych 2,,2,,...,2,, b 8 netrividlnim
feSenim, takZe determinant soustavy je roven nule a tedy podle (98.7) '
je (X , ¥) = 0. Za druhé predpoklidejme, %e ¢(X , ¥) = 0, pii ¢emz
opét X + 0, Y + o. Soustava rovnic (98.9) a (98.10) m4 tedy deter-
minant rovny nule a tudiZ mé netrivialni TeSeni z,,2,,...,2,,b.
Neni mozné, aby bylo Z = o, kde Z ma vyznam (98.8), nebot potom
by bylo b + 0 a rovnice (98.10) by daly X = o. Také neni moiné,
aby bylo b = 0, nebot potom by bylo Z #+ o a z rovnic (98.10) by
plynulo, Ze determinant nalevo v (98.5) by byl roven nule. Je tudiz
Z +o0,b %0, nates z (98.10) plyne, ze {X} je polarni nadrovina
bodu {Z} , t. j. Ze {Z} je pdl nadroviny {X} vzhledem ke Q,,_, a tudiz
i vzhledem ke Q,_,. Aviak podle (98.9) bod {Z} lezi v nadroviné
(¥}, takze {X}a{¥}jsou konjugovany vzhledem ke Q.

MuzZeme se ptat, jaky vyznam md forma (98.7), je-li Q, -, singularni
kvadrika s k-rozmérnym vrcholem S,, tedy 0 < k< m—1. Jeli
predevsim & =0, t. j. je-li S, bod, je ¢(X,¥)=0 pro X +o,
Y + o, pravé kdy# aspoii jedna z obou nadrovin {X}, {¥} prochdzi
bodem §,. Nebot ¢(X ,Y) = 0 podle (98.7) znameni, %e soustava
rovnic (98.9) a (98.10) ma netrivialni feSeni z,,2,, ..., 2., b, ve kte-
rém je budto b = 0 nebo b + 0. Je-li viak b = 0, potom v (98.8)
je Z + o, (98.9) znamen4, %e nadrovinae{Y} prochizi bodem {Z},
a (98.10), kde b = 0, znameni, Ze bod {Z} je singularni, t. j. Ze {Z} =
— S,, takZe nadrovina {Y} prochdzi bodem §,. Jestlize za druhé
je &b £0, je opdt Z + o, a (98.10) znamena, Ze nadrovina (X} je
polarni nadrovinou bodu {Z}, takZe {X} jako kazda polarni nad-
rovina, prochdzi singularnim bodem Sy . Je-linyni 1S k< m—1,
je ¢(X,7)=0 identicky. Nebot jeZto singularni body tvoii nym
cely prostor S, , obsahuje kazda nadrovina {¥} aspoti jeden singularni
bod {Z}, takZe soustava (98.9) a (98.10) m4 netrivialni feSeni (ve kte-
rém b = 0, ale na tom nezilezi) a determinant napravo v (98.7) je
roven nule, t. j. tp(jf JY)=o0.

99. FORMALNE A BODOVE REALNE KVADRIKY. Kvadratickou
formu f, nazveme kladnou, jestlize f,(X) = 0 pro kaidy ar.bod X ;
nazveme f, zdpornou, jestlize f,(X) < 0 prokaZdy ar. bod X . Jeito f,

117



neni identicky rovna nule, neni mozné, aby jedna atdz f, byla zroveni
_kladna i zipornd; naproti tomu se muze stit, Za dand f, neni ani
kladna, ani zapornd.

Kvadratickou formu f, nazveme definitné kladnou, je-i f,(X) > 0
pro kazdy ar. bod X =+ o; definitné zdpornou, je-li f,(X) < 0 pro kazdy
ar. bod X # o, definitni, je-li f, budto definitné kladna nebo definitné
zaporna. Zfejmé kaidd definitné kladnd f, je ziroven kladna, kazda
definitné zaporna f, je zaroven zidporna. Na otidzku, do jaké miry
je tomu také tak obracené, dava odpovéd:

VEra 99.1. Budif |, kladnd nebo zdpornd kvadratzclcc\forma Potom f,
je definitni, prdvé kdyZ je regquldrni.

DuUraz. Je-li f, singularni, ma realny singuldrni bod {X} a je f.(X) =
=0, X * o, takZe f, nemtze byt definitni. Obracené necht f, neni
definitni a pro uréitost necht f, je kladna. Jeito f, neni definitni,
existuje bod {A} tak, Ze f,(4) = 0. Staci dokazat, Ze {4} je singu-
larni. Necht naopak {4} je regulirni. Potom existuje bod {B} tak,
Ze f(A,B) =c +0; jeito [(4d)=[(4,4) =0, je {B} +{4}.
Pro libovolné ¢ je podle (94.4) a (95.4), jeito f,(4) = 0,

f(4 + tB) = 2. f(4, B) + . [(B) = {2 + dt),

kde d = f,(B). Ziejmé l%e zvolit reilné ¢islo ¢ tak, aby bylo
H2c + dt) < 0, t. ] fo(4 + tB) << 0; to je viak nemoZné, jeito f,
je kladna.

Kvadratickou formu f, nazveme semidefinitni, je-li kladna nebo
zapoma, neni-li vSak definitni; f, nazveme tndefinitn{, neni-li ani kladna,
ani zapornd. KaZda kvadratickd forma f, nalezi tudiz do pravé jedné
zo tii kategorii: definitni, semidefinitni, indefinitni. Podle véty 99.1
prva kategorie obsahuje pouze regulirni a druhi pouze singuldrni
formy; tteti kategorie obsahuje jak regularni, tak i singuldrni formy.

VEra 99.2. Je-li kvadrika Q,,_, vytvorena kvadratickou formou f, ,
potom Q,._, obsahuje aspori jeden reguldrni redlny bod, pravé kdyz f,
je indefinitni.

: DOKAz. Je-li f, definitni, potom Q,,_, zfejmé neobsahuje vibec
Zidny redlny bod. Je-li f, semidefinitni, plyne z dikazu véty 99.1,
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Ze kazdy redlny bod kvadriky Q,,_, je singulirni. Budiz posléze f,
indefinitni. Potom existuji body {4}, {B} tak, Ze

(99.1) fd) >0, fuAB)<O.
Podle 95.4 je
fz(A + tB) = fz(A) + 2t . fz(B) + . /2(B) .

Z toho plyne podle (99.1), Ze piimka AB protne Q,_, v pravé dvou
realnych bodech {C,}, {C,} . Bod {C,} je reguldrnim bodem kvadriky
Q,._,, nebot kazdd pfimka prochizejici singuldrnim bodem podle
str. 112 je teénou kvadriky, ma tedy s Q,,_, budto jediny spoleény
bod nebo je cela ¢asti kvadriky.

Kvadriku Q,,_, prostoru P,, nazveme: (1) formdiné redlnou, neobsa-
huje-li Zadny realny regularni bod; (2) bodové redinou, obsahuje-li
néjaky redlny regularni bod. Reguldrni formalné realna kvadrika ne-
obsahuje tedy vibec Zadny realny bod; mnoZina vSech redlnych bodu
singularni formalné realné kvadriky neni prazdnd a je totoZnd s vrcholem
kvadriky. Z toho plyne snadno, Ze polarita vzhledem k formalné
reilné Q,,_,, kterd neni dvojnasobnou nadrovinou, nikterak neni-
urdena znalosti mnoziny viech reilnych boda kvadriky Q,,_, . V élanku
101 pozname, ze u bodové redlné Q,,_, je tomu naopak.

Z vét 99.1 a 99.2 plyne

VEta 99.3. Kvadrika Q,_, prostoru P, budiZ vytvorena kvadratickou
formou. f, . Potom Q. _, je bodové redlnd, prdvé kdyz f, je indefinitni;
Q.._, je reguldrni a formdIné redlnd, prdvé kdyt f, je definitni; Q,,_,
je singuldrni a formdiné redlnd, pravé kdyz f, je semidefinitni.

VEra 99.4. Singuldrni kvadrika Q,,_, prostoru P, , jejiZ wrchol
md dimenst m — 1, je formdlné redlnd. Nebot takova kvadrika podle
¢lanku 96 neobsahuje vibec zadné (ani realné, ani imaginirni) regu-
larni body.

Vsimnéme si specielné kvadriky Q, prostoru P, vytvorené kvadra-
tickou formou f,. Jestlize Q, je singularni, potom podle véty 99.4
je Q, formélné redlnd, takze podle véty 99.3 je f, semidefinitni. Jestlize
Q, je regularni, sklidd se Q, ze dvou riznych komplexnich boda C, ,
C, , které jsou budto oba realné (Q, je bodové realna) nebo jsou imagi-
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narni a komplexné sdruzené (Q, je formalné realnd); v prvém ptipads
je Q, indefinitni, ve druhém definitni.

BudiZz nyni ddna kvadrika Q,,_, prostoru P,, vytvofend kvadra-
tickou formou f, a tudiz také kazdou kvadratickou formou tvaru ¢f,,
kde ¢ # 0 je libovolna konstanta. P¥ dané volbé formy f, muZeme
ty body { X} prostoru P,, , které nelezi na Q,,_, , rozdélit na dvé tidy
podle toho, zda je f,(X) > 0 & f,(X) < 0; z (95.5) plyne, Ze nezaleZ{
na volbé ar. zistupce g. bodu {X}. Nazveme kladnymi vzhledem ke
Q.._, ty body { X}, pro néz je f.(X) > 0, zdporngms vzhledem ke Q,,_,
ty body {X}, pro néZ je f,(X) < 0; fekneme potom, Ze kvadrika
Q,._, je orientovdna, ¢imz minime pravé rozliSeni boda {X} lezicich
tvofené formou f, ; jsou zfejmé pravé dvé ruzné orientace kvadriky
Qm_, , pii CemZ pro ¢ > 0 orientace vytvorend formou cf, je tdZ jako
orientace vytvofend formou f, , kdeZto pro ¢ < 0 dostivame opalnou
orientaci. b

Je-li P, linedrni podprostor prostoru P, , ktery neni cely obsaZen
v Q.._,, potom P, protne Q,,_, v kvadrice Q, _, . Je-li Q,_, vytvo-
fena kvadratickou formou f, , je Q,_, vytvofena kvadratickou formou
F,, pro kterou je F,(X) = f,(X) pfi vSech {X} prostoru P, a F,
se lidi od f, pouze tim, Ze f,(X) je definovano i tam, kde F,(X) defino-
vano neni. Proto forma f, , ktera orientuje kvadriku Q,,_, , orientuje
zaroven také kvadriku Q,_,; pravime potom, ze Q,_, je souhlasné
orientovdina s Q,,_, . Je-li dana uréitd orientace pro Q,,_, , potom pro
kazdy P, vnofeny do P,,, ktery neni ¢asti Q,,_, a ktery tudiz protne
P. v kvadrice Q,_,, uvaZujeme vidy takovou Q,_, v orientaci
souhlasné s orientaci danou pro Q,,_, . Poznamenejme jedté, Ze je-li
forma f, definitni, je zfejmé také F, definitni; je-li f, semidefinitni,
je budto definitni nebo semidefinitni; je-li viak f, indefinitni, mize F,
naleZet do kterékoli z nasich tii kategorii.

Je-li kvadrika Q,,_, formalné realni, potom podle véty 99.3 budto
mnozina bodt kladnych vzhledem ke Q,_, nebo mnoZina bodi
zapornych vzhledem ke Q,_, je prazdna, kdeito u bodové redlné
Q,._, neni prazdnou Zidni z obou mnozin. Je-li zejménam =1,
potom Q, je bodové reilna, privé kdyz se skladd ze dvou riznych
realnych bodi; jestliZe tedy na pfimce P,, jejiz ¢asti.je Q,, mame dva
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body 4,, 4, ,znichZ jeden je kladny a druhy ziporny vzhledem ke Q, ,
skladd se Q, ze dvou riznych redlnych bodd. Predpokladejme nyni,
Ze na P, jsou dany dva body 4,, 4, konjugované vzhledem ke Q,,
z nichZ Zadny nelezi na Q, . Potom jsou body 4, , 4, rizné a vzhledem
k ar. basi 4,, A, ma vytvofujici kvadraticka forma f, tvar (96.2).
Jestlize f, je indefinitni, plyne z(96.2) snadno, Zejeden z bodi 4,, 4,
je kladny a druhy zaporny vzhledem ke Q, ; mimo to je f, jisté regu-
larni, takZe f,, neni-li indefinitni, je nutné definitni a Q, neobsahuje
zadny realny bod.

Z predchéazejicich Gvah snadno plyne spravnost nasledujicich
dvou vét.

ViTa 99.5. Jestlife ze dvou razngch bodd A, B prostoru P, jeden
je kladny a druhy zdporny vzhledem ke kvadrice Q,,_, , je pfimka AB
seénou kvadriky Q,,_, .

VETA 99.6. JestliZe dva rizné body A , B prostoru P,, jsou konjugoviny
vzhledem ke kvadrice Q,,_, , ale £ddny z nsch nele¥i na Q,,_, , je pFimka
AB budto seénou nebo neseénou kvadriky Q,_, (tedy neni tecnou);
v proém pripadé je jeden z bodi A , B kladny a druhy zdporny vzhledem
ke Q.. , ve druhém jsou budto oba kladné nebo oba zdporné vzhledem
ke Qup_, -

Pozndmka. Bodové reilna Q, se sklida ze dvou riznych redlnych
bodd 4,, 4, a obricené libovolnd dvojice raznych redlnych bodu
tvoFi bodové redlnou kvadriku Q, . Je-li X = 2,4, 4 x,4, a poloZzime-li
f2(X) = zx, , potgyn kvadratickd forma f, vytvofuje Q, . Tvar formy
f, ukazuje bezprostfedné, Ze z obou intervali 4,4, (viz ¢lanek 78)
jeden obsahuje mimo A4,, 4, pravé jeité viecky body kladné vzhle-
dem ke Q,, druhy pak pravé je$té vSecky body zidporné vzhledem
ke Q, . Zména orientace Q, ma pouze ten vliv, Ze oba intervaly 4,4,
se mezi sebou vyméni.

100. SIGNATURA KVADRATICKE FORMY. Budiz dana kvadrike
Q.._, prostoru P, vytvofeni kvadratickou formou f,. Budeme se
zabyvat takovymi ar. basemi

(100.1) Ay, A,, ..., A,
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prostoru P, , které divaji kvadratické formé f, a tudiz i pkislusné
bilinedrni formé f jednoduchy tvar, ktery nds povede k dtleZitym
disledkim. Pravime, ze ar. base (100.1) je poldrni vzhledem ke Q,,_,
(nebo vzhledem k f, , nebo vzhledem k f), jestlize

(100.2) f(4,,4,) =0 pro 0 r,ea<m;r +s
neboli jestlize kazdé dva body {4,}, {4,}, r + s jsou konjugoviny
vzhledem ke Q,,_, . Je-li (100.1) polarni base, poloZzme

(100.3) & =fid4,) pro 0 r<m.

Potom pro
X =xdy+ ... + 2,40, Y=9ydy+ ... + Yndn
podle (94.6) aZ (94.8) a (100.2), (100.3) je

(100.4) fo(X) = 2t + 637 + ... + en7d,,

(100.5) f(X,Y) = egrotfo + 1191 + -+« + Enonlim -

Ozna¢me: n pocet téch r (0 < r < m) , pro néZ je ¢, = 0 ; p polet téch
7, pro néz je e, > 0 ; g pocet téch 7 , pro né% je e, < 0. Cislo 7 nazveme
nulitow a dvojici (p, q) signaturou') kvadratické formy f, vzhledem
k polarni basi (100.1). Zfejmé

(100.6) n+p+qg=m-+1.

Jestlize misto formy f, vezmeme formu ¢f, , kde ¢ + 0, potom misto
¢, dostaneme ce, , takZe nulita ziustane beze zmény a muZeme mluvit
o nulité kvadriky Q._,. Signatura (p,q) zistane beze zmény pro
¢> 0, kdeito pro ¢ < 0 piejde v signaturu (g, p); miuZeme tedy
mluvit o signatute (p, q) orientované kvadriky Q,,—,, kterd pfi pfe-
chodu k opaéné orientaci piejde v signaturu (g, p) .

VETA 100.1. Je-Ii (100.3) poldrni ar. base pra kvadriku Q,,_,, potom
pro 0 < r < m bod {A,} budio nelezi na kvadrice Q,,_, nebo je jejim
singuldrnim bodem.

DUgraAz. Podle (100.4) je f,(4,) =, , takie {4,} lezi na Q,_,,
pravé kdyz ¢, = 0; potom v8ak pro Y =y, 4, + v, 4, + ... + Yndn
podle (100.5) je f,(4,,Y) = ¢,y,, takie v piipadé ¢ = 0 bod A4,
je singularni.

1) Obvykle se v literatufe dava nazev signatura &islup — g .
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ViErA 100.2. Zvolme ar. bod A, tak, %e {4,} budto neleZi na kvadrice
Q.._, nebo je jejim singuldrnim bodem. Potom existuje ar. base (100.1)
poldrni vzhledem ke Q,,_, a obsahujici dany A, .

Diraz. Pro m =1 je to spravné, nebot je-li {4,} singuldrni bod
pro Q,, je f(4o,4,) =0 pro kaidou volbu ar. bodu 4, (linedrné
nezavislého na A4, , aby vznikla ar. base), a je-li f.,(4,) + 0, existuje
praveé jeden bod {4,} tak, Ze f(4,, A,) = 0, pii ¢emz zfejmé {4,} +
+ {A,}. Jeito tedy véta plati pro m = 1, muiZeme pii obecném
dikaze predpoklidat, Ze m = 2 a Ze obdobnd véta pro (m — 1)-roz-
mérny projektivni prostor je dokidzana. Jestlize nyni {A,} neleif
na Q,_,, budiz ¢ jeho polirni nadrovina, ktera, jak vime, neprochazi
danym bodem; jestlize vSak {4,} je singulirnim bodem pro Q,_,,
zvolme nadrovinu o libovolné ai na podminku, aby neprochazela
bodem {4,} . Je-li nyni

(100.7) Ay, ..., An
libovoln4 ar. base pro g, potom A, spolu se (100.7) tvoFi ar. basl
pro P, a jisté je f(4,, 4,) = f(4,, A4y) = 0 pro 1 < r < m . Jestlize
nyni ¢ je 6asti kvadriky Q,_,, jsou kaidé dva body nadroviny o
konjugovany vzhledem ke Q. _, , takze plati (100.2). Jestlize v3ak o
neni ¢asti Q,_,, potom p protne Q,_, v kvadrice Q,_, a jeito dva
body nadroviny ¢ jsou podle élanku 97 konjugovany vzhledem ke
Q.._. , pravé kdyz jsou konjugovany vzhledem ke Q,_,, bude platit
(100.2), zvolime-li za (100.7) ar. basi pro ¢ polarni vzhledem ke Q,,_,,
ktera podle predpokladu existuje.

Nasledujici véta ma za nésledek, Ze nulita kvadratické formy f,
vzhledem k poldrni ar. basi (100.1) je nezdvisld na volbé této ar. base.
Pri formulaci véty je uz pfihlédnuto k této nezavislosti.

Vira 100.3. Nulita n kvadratické formy f, je rovna nule, je-li f,
regquldrni. Je-li véak f, singuldrni, je n > 0 a dimense vrcholu formy f,
je roonga n — 1 .

DiUgaz. Ze (100.5) plyne, Ze pro
X =zd,+ x4, + ... + 2,4,
bod {X} je singuldrni, pravé kdyz

ETy = ET) = oo = EqTy, =0,
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t. j. pravé kdyz z, = 0 pro kazdy takovy index r (0 < r < m), pro
ktery je e, + 0. Je-lin =0, je ¢, = 0 pro viecka r (0 < r < m),
takze f, nemd zadny singularni bod, t. j. f, je regularni. Je-lin > 0,
existuje pravé n takovych indexd r, pro néz & = 0; pro urtitost
budiz ¢, =0 pro 0 <7< n—1; ¢ +0 pro n < r < m. Potom
{X} je singularni, pravé kdyz X je linearné zavisly na 4,,4,, ...
eeo s A,y f, je tudiZ singuldrni a dimense vrcholu je rovna n— 1.
Tim je dikaz skoncen; z ného plyne, Ze plati:

VETra 100.4. Je-li (100.1) poldrni ar. base pro singuldrni kvadratickou
formu f,, potom (100.1) obsahuje jako édst ar. basi vrcholu formy f, .
Jestlize nulita n je rovna jedné, ma f, jediny singuldrni bod a smysl
véty v tomto pFipadé je ten, Ze existuje index r (0 < r < m) tak, Ze
{A,} je singularnim bodem pro f, .

Ze (100.4) plyne bezprostiedné:

VETaA 100.5. BudiZ (p , q) signatura kvadratické formy f, prostoru P,, .
Forma f, je: kladnd, prdavé kdyZ q = 0, zdpornd, prdvé kdyZ p = 0 ;
definitni kladnd, prdvé kdyZ p =m + 1; definitni zdpornd, prdvé
kdytq =m + 1.

Pozndmka. Vimnéme si piipadum = 1. Podle véty 100.3 je n = 0
pro regularni f,, » = 1 pro singularni f,. Je-li f, singuldrni, potom
podle (100.6) je p + ¢ = 1 a mame dvé mozné signatury (1,0) ; (0,1),
z nichZ podle véty 100.5 nastane prva pro kladnou f, , druha pro za-
pornou f, . Je-li f, regularni, potom podle (100.6) je p + ¢ = 2 amame
tHi mozné signatury (2,0); (1,1); (0,2). Podle véty 100.5 signatura
je (2,0), pravé kdyZ f, je definitni kladna; signatura je (0,2), pravé kdyz
{2 je definitni zdporna. Tudiz (viz vétu 99.1) signatura je (1,1), pravé
kdyz f, je indefinitni.

Nyni vyslovime zikladni vétu.

VEra 100.6. Signatura (p,q) kvadratické formy f, prostoru P,
je nezdvisld na volbé poldrni ar. base (100.1).

DUkaz provedeme zatim pouze pro regularni f, . Jeito pro m = 1
spravnost nasi véty (at uz f, je regularni ¢éi singuldrii) plyne z pred-
chizejici pozndmky, muZeme pii ditkaze piedpoklidat, Ze m > 2
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a Ze pro dimensi m — 1 je (aspon pro regularni formy) véta uz doka-
zina. Dikaz potom rozdélime na &tyri ¢asti.

I. Piedevsim je zfejmé, Ze signatura zlstane beze zmény pfi zméné
potadi ar. bodi, ze kterych se skldd4 polarni ar. base.

I1. Z véty 100.3 plyne, Ze f, je regulirni, pravé kdyz ve (100.4)
je e, + 0 pro vieckar (0 < r < m).

IT1. Pfi dané ar. basi (100.1) poldrni vzhledem k f, ozna¢me p
polarni nadrovinu bodu {4,} vzhledem k f,. Ozna¢me F, kvadra-
tickou formu prostoru ¢ , ktera vznikne z f, , omezime-li se na ty ar.
body X , pro néz {X} lezi v ¢ ; z vyjadfeni (100.4) formy f, vzhledem
k jeji polirni ar. basi (100.1) zfejmé vznikne vyjid¥eni formy F,
vzhledem k jeji polarni ar. basi (100.7), poloZime-li z, = 0. Z II plyne,
%e zaroven s formou f, také forma F, je regularni a jeZto ¢ je projek-
tivni prostor dimense m — 1, je signatura formy ¥, nezavisla na volbé
jeji polarni ar. base (100.7). Z toho plyne snadno, Ze signatura formy
/. zistane beze zmény, jestlize polarni ar. basi (100.1) zménime tak,
aby se nezménil g. bod {4,}. MiZeme tedy beze zmény signatury
formy f, nahradit ar. body (100.7) kterymikoli jinymi ar. body

(100.8) Ay, ..., AL,

pokud jen (100.8) je opét polarni ar. base pro F, . Pfi tom podle véty
(100.2) mizeme docilit toho, aby bod {4,,} splynul s libovolné danym
bodem {C} nadroviny ¢ , pro ktery F,(C) # 0 neboli f,(C) + 0.

IV. Budtez nyni (100.1) a
(100'9) BO)'B],!"‘7BM

libovolné dvé ar. base polarni vzhledem k f,. Miame dokazat, Ze f,
mé touz signaturu jak vzhledem ke (100.1), tak i vzhledem ke (100.9).
To plyne ze 111, je-li {4y} = {B,} . BudiZ tedy {4,} # {B,} a oznaéme
o, o polarni nadroviny bodi {4,}, {B,} vzhledem k f,; jeito f, je
regularni, je ¢ + ¢ a prinik ¢ nadrovin g, ¢ je linedrni podprostor
v &ir$im smyslu dimense m — 2 zdkladniho prostoru P, ; ¢ je tedy
nadrovinou (m — 1)-rozmérného projektivniho prostoru o . Mé-li viak
F, tyz vyznam jako ve III, vime, Ze F, je regularni forma v ¢, takie
(viz str. 104) existuje ve p bod {C} tak, e F,(C) + 0,t.j.%e f,(C) + 0.
Jezto bod {C} nalezi do obou nadrovin ¢, ¢ a jeito f,(C) + 0, podle

125



zdvéru odsti 1II signatura f, se nezméni ani pfi prechodu od polirni
ar. base (100.1) k polarni ar. basi tvaru

(100.10) A,,4;,...,4,,
ve které {4,} = {C}, ani pii prechodu od ar. base (100.9) k ar. basi
(100.11) B,,B,,...,B,,

ve které {B;} = {C}. Jeito viak {4,} = {B,}, plyne z I a III, e
signatura f, se nezméni pii pfechodu od (100.10) ke (100.11), ¢imz
je diikaz hotov.

Ze véta 100.6, kterou jsme pravé dokézali pro regularni f,, plati
téZ pro singuldrni f, , je zfejmym disledkem nasledujici véty.

VEra 100.7. Budif f, singuldrni kvadratickd forma prostoru P,
8 k-rozmérngm vrcholem S, , tedy 0 < k<m—1.Jeli k=m—1,
je forma f, semidefinitni a jeji signatura je rovna (1,0) nebo (0,1) podle
toho, zda [, je kladnd & zdpornd.Je-li 0 < k < m — 2, takie (viz str.
107) v (m—k — 1)-rozmérném projektivnim prostoru (S, ; P,)
existuje reguldrni kvadratickd forma F, , kierd je perspektivou formy f, ,
je signatura singuldrni formy f, rovna signatufe reguldrni formy F, .

DUxAz. Prok = m — 1 je n = m podle véty 100.3, tedy p +¢ =1
podle (100.6) a spravnost nasSeho tvrzeni plyne z vét 99.3, 99.4 a 100.5.
Budiz tedy 0 < k¥ < m — 2. Je-li (100.1) polirni ar. base vzhledem
k f,, potom, jeZto signatura zfejmé nezdvisi na pofadi ar. bodu
(100.1), mizeme podle véty 100.3 predpokladat, Ze ¢, = 0, pravé
kdyz 0 <r< k—1, takie pro X = x4, + 2,4, + ... + 2,4,
je [X) =gz, + ... +epx, a [i(X) = F,([X]), kde [X]=X
modW,,,, je-li W,,, ar. base pro S,. Zfejmé F, je perspektivou
formy f, a signatura formy f, vzhledem k ar. basi (100.1) prostoru P,
je rovna signatuie formy F, nejprve vzhledem k ar. basi

Ay modWey,, ..., 4, modW,,,;
ale jezto F, je regulirni forma ve W,,, modW,,,, vime, Ze jeji
signatura je na této ar. basi nezavisla.

Poznamenejme jeSté, Ze zdkladni véta 100.6 se v algebfe nazyva
zdkon setrvaénosti kvadratickych forem.
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101. PROJEKTIVNI KLASIFIKACE KVADRIK. Budiz déna
kvadrika Q,_, prostoru P, . Vime (viz str. 113), Ze znalost v3ech
realnych i imagindrnich bodt kvadriky Q,,_, staé¢i k jednozna¢nému
uréeni polarity vzhledem ke Q,_, a vSimli jsme st také (vizstr. 119),
ze jestlize Q,,_, je formalné reilna a neni dvojnasobnou nadrovinou,
znalost viech redlnych bodid kvadriky k tomu cili nestaci. JestliZe
viak Q,._; je bodové redlna, potom uZ znalost v8ech jejich redlnych
bodu staéi k uréeni polarity. Nebot budiZ nejprve 4 bod, ktery lezf
na Q,,_, a je tedy sam k sob€ konjugovan. Bod X =+ 4 je konjugovan
k 4 , pravé kdyz pfimka AX je tetnou kvadriky, t. j. pravé kdyz tato
piimka je budto celd ¢asti kvadriky nebo s ni m4 spoleény pouze bod
A . Za druhé necht bod A prostoru P, nelezi na Q,,_,. Je-i Q,_,
vytvofena kvadratickou formou f,, je tato forma podle véty 99.2
indefinitni, takZe existuje bod B tak, Ze z Cisel f,(4), f,(B) jedno je
kladné a druhé zaporné. Podle véty 99.5 protne pfimka AB kvadriku
Q.._, ve dvou raznych reidlnych bodech H, K . Je-li C bod pfimky
AB harmonicky sdruzeny s bodem A4 vzhledem k bodim H, K,
je C konjugovin s bodem A4 vzhledem ke Q,,_,. Body H, K jsou
regularni body kvadriky (jezto pfimka 4B, kterd je obsahuje, neni
te¢nou) a maji tudiz uréité teéné nadroviny o, ¢ a je ¢ + o, nebot
na pf. bod H leii v g, ale nelezi v ¢ ; znalost vSech readlnych bodi
kvadriky podle pfedchazejiciho sta¢i k uréeni nadrovin ¢ , o . Jeito H
je jediny bod pfimky AB konjugovany s H a jeito H neleii v o,
nema (m — 2)-rozmérny linedrni podprostor v &irsim smyslu P, _,,
ktery je prinikem nadrovin p a ¢, spoleéného bodu s pfimkou AB,
a spojeni P,,_, s bodem C je nadrovina, kterd je patrné polarni nad-
rovinou uvazovaného bodu 4 .

Zniame-li polaritu vzhledem ke Q,_,, je tim urfena jednoznatné
aZ na libovolny ¢iselny faktor ¢ + 0 vytvofujici kvadraticka forma f,
a tedy i pfislusna bilinearni forma f. Nebot pfedevsim je polaritou
uréen pojem ar. base polarni vzhledem k f, . Je-li (100.1) takové ar.
base, plati (100.5), takZe rovnice polarni nadroviny bodu {4 + 4, +
+ ...+ A} je exy + gy + ... + ep, = 0, z GehoZ plyne podle
(100.4), Ze skuteéné je f, urdena aZz na ¢&iselny faktor.

Je-li kvadrika Q,,_, prostoru P, vytvofena kvadratickou formou f,
a je-li K = {L} kolinedrni zobrazeni prostoru P, na prostor P ,
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potom existuje kvadratickd forma g, tak, Ze pro kaizdy ar. bod X
prostoru P, je g,(LX) = f,(X); piSeme struéné g, = Lf, . Kvadra-
tickd forma g, vytvofuje kvadriku Q,,_, prostoru P, . Je-li dina
pouze kvadrika Q,._, a kolinedrni zobrazeni K, jsou kvadratické
formy f,, g, a isomorfismus L urfeny pouze aZ na ¢iselny faktor
¢ # 0, kvadrika Q[,_, je vSak uréena jednoznaéné a je-li Q,_,
orientovdna; potom této orientaci odpovidd zcela uréitd orientace
kvadriky Q.,_, . Pravime, e Q,,_, prejde pFi kolinedrnim zobrazeni K
v Q,,_,, coi tedy znamend, Ze nejen obrazy viech reilnych bodd
kvadriky Q,_, pfi kolinedrnim zobrazeni K vyplni mnoZinu viech
redlnych bodt kvadriky Q;,_,, nybr%, Ze také obrazy v3ech reilnych
i imaginarnich bodu kvadriky Q,,_, pfi komplexnim rozsifeni koline-
arniho zobrazeni K vyplni mnozinu v3ech redlnych i imaginarnich
bodt kvadriky Q,,_,. Vime-li pouze, Ze mnoZina v3ech reilnych
bodi kvadriky Q,,_, ma pfi kolinearnim zobrazeni K za obraz mno-
Zinu vSech reilnych boda kvadriky Q/,_,, miZeme podle pfedchize-
jiciho tvrdit, Ze Q,_, prejde v Q,,_, v tom piipadé, Ze Q,_, (a tudiz
také Q.,_,) je bodové realna.

V ¢lanku 100 jsme definovali pojem nulity a signatury kvadratické
formy f, nejprve vzhledem k uréité polarni ar. basi, ale ve vétdch
100.3 a 100.6 jsme poznali, Ze pojmy nulity a signatury jsou nezavislé
na volbé polarni ar. base. Dale vime, Ze pfi pfrechodu od formy f,
k formé cf, (¢ + 0) nulita se neméni, a signatura (p, ¢) se neméni pfi
¢ > 0 a pfejde v signaturu (g, p) pfi ¢ << 0. Proto jsme jiZ na str. 122
zavedli vyrazy nulita kvadriky a signatura orientované kvadriky.
Je tudelné rozumét signaturou neorientované kvadriky obvyklou dvojici
(p,q) s tou dohodou, e tentokrdt nezileZi na pofadi obou ¢isel,
ze kterych se dvojice sklada; mizeme také pro jasnost mluvit o ne-
ortentované signatute.

Vira 101.1. JestliZe (orientovand) kvadrika Q,,_, prostoru P, pfi
kolinedrnim zobrazeni K pFejde v (orientovanou) kvadriku Q,,_, pros-
toru P, , maji Qm_, @ Q)._, 0bé touZ nulitu a touZ signaturu. Béii tu
(a stejné i v nasledujici vété) vlastné o dvé véty, z nichz v prvé uza-
vorkovan4 slova se étou, ve druhé se vynechaji. Spravnost obou vét

je ziejma. /
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ViTa 101.2. Jestlize nulita ¢ signatura jsou stejné jak pro (orientova-
nou) kvadrikuw Q,_, prostoru P, , tak i pro (orientovanou) kvadriku
Q.._, prostoru P, , existuje kolinedrni zobrazeni K prostoru P, , pFi
kterém Q,._, prejde v Q,,_, .

Dogaz. Budiz Q,,_, vytvofena kvadratickou formou f,, Q. _,
kvadratickou formou g, . (Je-li Q,_, orientovdna, volime oviem f,
tak, aby bylo f,(X) > 0 pro body {X} kladné vzhledem ke Q,,_,
a podobné volime téz g, ; neni-li Q,,_, orientovana, volime f, , g, tak,
aby jejich signatury (p,q) byly stejné i co do poradi &isel p,q.
Zvolme ar. basi (100.1) prostoru P,, polarni vzhledem k f, a budiz

(101.1) By,B,,..., B,
ar. base prostoru P,, polarni vzhledem ke g, . Budiz
Fr=f2(Ar): 7]r=92(3r) pro Oé?‘ém.

Jeito f, a g, maji podle piedpokladu obé touZ nulitu i touz signaturu,
potom po piipadné zméné pofadi ar. bodit (100.1), kterou nebudeme
explicitné vyznacovat!), bude 5, = 0 pro praveé ty indexy r, pro které
e =0, a g7, > 0 pro ostatni indexy » (0 < r < m). Budou tedy
existovat ¢isla ¢, + O tak, zZe

(101.2) =1y pro 0<r<m.
Nyni pro
X=x0A0+...+xmAm, Y=y0B0+"'—+_ymBm

je
[olX) = et + oo+ entn,  GaY) =By £ oo+
a podle (101.2) rovnice
(101.3) LA, =tB,, LA, =tB,,...,LA, =t,B,

uréuji isomorfismus L , pii kterém Lf, = g, , takZe kolinearni zobrazenl
= {L} ma Zadanou vlastnost.
Z v&t 100.3 a 101.1 plyne, Ze jestlize kvadrika Q,,_, pfi kolinedrnim
zobrazeni pfejde v kvadriku Q,,_,, potom je-li Q,_, regulérni,
je také Q,,_, regularni; je-li Q,._, singuldrni, je také Q,,_, singularni

1) Je Géelné si zde vSimnout, Ze je-li na pi. fo(Ay) .« g2(Be) > 0, miZeme po-
nechat 4, v pofadi prvnim.
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a dimense vrcholu obou kvadrik jsou si rovny. Mimo to je ziejmé, Ze
obrazem regularniho bodu kvadriky Q, _, je regularni bod kvadriky
Q,._. , obrazem singuldrniho bodu singuldrni bod.

Signaturou kvadriky Q,,_, vzhledem k bodu A , ktery nelezina Q,,_, ,
rozumime signaturu (p,q), kterd odpovida té orientaci kvadriky
Q.._1, pii které bod A4 je kladny. Jestlize p = ¢, md Q,,_, stejnou
orientaci vzhledem ke vSem bodim X , které nelezi na Q,,_, , jestliZe
v8ak p # q, je signatura vzhledem k nékterym X rovna (p, ¢), vzhle-
dem k ostatnim X rovna (g, p). Jest'ize pii kolinedrnim zobrazeni
K piejde kvadrika Q,,_, prostoru P, v kvadriku Q;,_, prostoru P,,
a jestlize KA = B, pfi ¢emz bod 4 ndeii na Q,_, (a tedy B nelezi
na Q,,_,) potom podle véty 101 je signatura kvadriky Q,,_, vzhledem
k bodu 4 rovna signatute kvadriky Q.,_, vzhledem k bodu B . Obra-
cené plati

VETA 101.3. Necht bod A prostoru P,, leZ{ mimo kvadriku Q,_,
tohoto prostoru; mecht bod B prostoru P, le¥i mimo kvadriku Q,_,
prostoru P, ; necht obé kvadriky maji touf nulitu a necht signatura
kvadriky Q,._, vzhledem k bodu A je rovna signatufe kvadriky Q.,_,
vzhledem k bodw B . Potom existuje kolinedrni zobrazeni K prostoru P,
na prostor P,, , p¥i kterém Q,,_, pfejde v Q.,_, a obrazem bodu A je
bod B .

Dtxaz plyne z diikazu véty 101.2, pfihlédneme-li k pozndmce pod
¢arou u tohoto diukazu.

ViTa 101.4. Necht kvadrika Q,._, prostoru P,, a kvadrika Q,_,
prostoru P, maji obé tou? nulitu a tou? signaturu. Je-li H requldrni bod
kvadriky Q,._, a je-li H’' reguldrni bod kvadriky Q.,._, , existuje koline-
drni zobrazeni prostoru P, na prostor P, , pfi kierém Q,,_, prejdev Q,,_,
a obrazem bodu H je bod H'.

DUkAz rozdélime na dvé Casti. I. Jeito H je regularni bod pro
Q.—1, lze jim vést seénu kvadriky Q,,_, , jejiZ druhy pruseéik s Q,,_,
oznaéme K . Zvolme na piimce HK dalsi dva body A4,, 4, tak, aby
H, K, A,, A, byla harmonicka &tvefice. Potom ani 4,, ani 4,
nelezi na Q,,_, a bod A4, lezi v polarni nadroviné bodu 4, vzhledem
ke Q,._, . Ar. zastupce miZeme volit tak, Ze

(101.4) H=A4,+ A4, K=4,—4,.
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Je-li nejprve m > 2, lezi A, v polarni nadroviné ¢ bodu 4, vzhledem
k& Q,,_, , nelezi vSak na kvadrice Q,,_, , kterd je prinikem ps Q,,_, .
Proto podle véty 100.2 aplikované na Q,,_, Ize udat polarni ar. basi
pro Q,._, obsahujici 4, a piipojime-li 4,, dostaneme poldrni ar. basi

(101.5) Ay, Ay y.iy An

pro Q,._, . Je-li snad m = 1, potom ovSem ar. body 4,, 4, samy
tvoii u% polarni” basi (101.5). Je-li Q,_, vytvofena kvadratickou
formou f, a je-li
Er :fi(Ar) pro Ogrgm,
potom pro
X =ady+ 2,4, + ... + 2,4,
je
(101.6) foX) = €22 + 2% + ... + e, .
Jeito prasediky pfimky 4,4, s kvadrikou Q,,_, jsou (101.4), je
(101.7) gg=—¢ 0.

II. Podobné je-li Q,,_, vytvorena kvadratickou formou g, , existuje
polarni ar. base

By, By,...,B,
pro Q.._, tak, Ze
(101.8) H =B, + B,
a Ze pro
) Y =yoBy + y1B, + ... + YmBm
je

7:(Y) = noys + M1 + oo + Nl -

Pii tom maji f,, g, obé touz nulitu a (jestliZe v piipadé potieby g,
zaménime za — g,) také touZ signaturu. Mimo to

(101.9) o= — 1 0

a jestlize v piipadé potfeby vyménime B, a B,, coZ nemé vlivu
na platnost rovnice (101.8), je

&M > 0, en, > 0.
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Po pripadné zméné pofadi ar. boda B, , ..., B, bude potom pro kazdé
r (0 < r < m) budto ¢,7, > 0 nebo ¢, = 7, = 0, takZe existuji ¢isla
t, + 0 tak, Ze plati (101.2), naéeZ rovnice (101.3) urcéuji isomorfismus
L, pii kterém Lf, =g,, takZe kolineace K = {L} pfevadi Q,,_,
v Q,,—.- Mimo to podle (101.7) a (101.9) muZeme predpokladat, Ze
t, = t, , takZe podle (101.4) a (101.8) je K{H} = {H'} .

V dosavadnich uvahich tohoto &lanku byly P,, a P,, dva zcela libo-
volné m-rozmérné projektivni prostory. MiazZe se ovSem stat, ze P,, =
= P,,. V tomto piipadé muZe zejména byt také Q,_, = Q. _,,
nacez véta 101.4 pravi, Ze jsou-li H , H’ kterékoli dva body kvadriky
Q.._, , existuje kolineace K prostoru P,, prevadéjici Q,,_, vsamu sebe,
pii které obrazem bodu H je bod H'. Véta 101.3 nis vede k této defi-
nici. Jestlize v signatufe (p, q) je p # ¢, nazveme kladnou tu orientaci
kvadriky Q,,_,, pii které je p > q; nazveme wnéjskem kvadriky
Q.._; mnozinu viech bodu kladnych a vnitfkem mnozinu bodu zapor-
nych pii kladné orientaci. Potom véta 101.3 pravi, ze jestlize oba body
A , B lezi mimo kvadriku Q,,_, , potom existuje kolineace K prostoru
P, prevadéjici Q,,_, v samu sebe, pfi které obrazem bodu 4 je bod B,
pravé kdyz budto oba body A4 , B lezi vné nebo oba lezi uvnité Q,_, .
Jestlize v8ak v signatufe je p = q, potom takova delinice vnititku
a vnéjsku kvadriky selie a jsou-li A, B dva zcela libovolné body
prostoru P, mimo Q,,_,, vidy existuje kolineace K prostoru P,
pievadéjici Q. _, v sebe samu, pfi které obrazem bodu .4 je bod B.

Mize se také stati, ze prostor P, = P, je duélnj k prostoru P,,.
Zde je zvliste dilezity piipad, Ze Q,—, je reguldrni kvadrika a ze K
je polarita vzhledem ke Q,_,, takie Q, ., = Q,—, je dualisace
kvadriky Q,—, . Z véty 101.1 plyne, Ze reguldrni kvadrika Q. -, a jeji
dualisace Q.,,_, maji obé touz signaturu. Jestlize Q,,_, je orientovina,
potom pravé vyslovena véta plati s tou dohodou, e je tfeba Q,_,
orientovat souhlasnés Q,,—, , t. j. tak, aby poldrni nadrovina g bodu 4
leziciho mimo Q,,—; byla kladné, pravé kdyz bod 4 je kladny. Takova
dohoda je ostatné aéelnd pouze pro m = 2. Je-li m = 1 a je-li Q,
bodové reilnd a regularni, skldda se Q, ze dvou riznych redlnych
bodii, dualisace Q, se sklada z tychz dvou bodt a pfes to orientace Q0 ,
ktera by podle vyslovené definice byla souhlasnd s danou orientaci
pro Q, , je jak se snadno zjisti, k ni opaénd.
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102. PRUNIK KVADRIKY S NADROVINOU; ELIPTICKE
KVADRIKY. Tento ¢lanek obsahuje pouze nékteré dopliiky k obsahu
predchézejiciho élanku, v podstaté dvojiho druhu. Nejprve si polozime
otdzku, jaky je prunik kvadriky s nadrovinou, pfi ¢emz se v textu
omezime na regularni kvadriky. Pfipad singuldrnich kvadrik necht
probere ¢tenaf sam opiraje se o pojem perspektivy n(Q,_,) singuldrni
kvadriky Q,_, -

VEra 102.1. Nechf nadrovina o neni teénou nadrovinou reguldrng
kvadriky Qn_, (m = 2). Potom p protne Q,._, v reguldrni Q,_;.
Orientujeme-li Q,,_, tak, aby pél A nadroviny o byl kladny a je-li
(p, q) signatura kvadriky Qn_,, je p > 0 a signatura kvadriky Q. _,
je rovna (p—1,¢q).

DUEAz. Jeito g neni teénou nadrovinou, lezi jejipol mimo Q,,_,,
takZe podle véty 100.2 existuje polarni ar.base (100.1) tak, Ze {4y}
je pol nadroviny o . Z vytvofujici formy (100.4) kvadriky Q.,_,
vznikne potom vytvorujici forma kvadriky Q,,_, , poloZzime-liz, = 0.
Z toho plyne spravnost véty podle definice signatury.

VEra 102.2. BudiZ H bod reguldrni kvadriky Q,,_, (m = 2). (H pted-
pokladame redlny, takie Q,,_, je bodové redlna.) Teénd nadrovina o
v bodé H protne Q,,_, v kvadrice Q,,_, , kterd md H za jeding singuldrni
bod. Je-li (p , q) signatura kvadriky Q.,,_,, je p > 0, q > 0 a signatura
kvadriky Q,_, je rovna (p—1,q—1).

Dtxaz. Podle &sti I diukazu véty 101.4 existuje polarn{ ar. base
(100.1) pro Q,_, tak, ze H = 4, + 4, . Podle (101.6) je potom
xy ¥ 2, = 0 rovnice nadroviny g a podle (101.6)a (101.7) pro zy + z, =
=0 je fy(X)= et + ... + enxh, z CehoZ plyne spravnost véty
podle definice signatury.

Eliptickou kvadrikouw nazveme takovou kvadriku Q. _,, jejiZ ne-
orientovana signatura ma tvar (p, 1), kde p > 1. Podle vét 99.3
a 100.5 eliptick4 kvadrika je bodové reilna; pedle (100.6) je m = 2.
Orientovand signatura je rovna (p, 1), je-li Q, _, kladné orientovana.

Pozndmka 1. Podle véty 100.7 singuldrni Q,,_, je elipticka, pravé
kdyz jeji perspektiva n(Q,_,), kterd je regularni kvadrikou, je elip-
tickd. V dusledku toho wvlastnosti singuldrnich eliptickych kvadrik
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jsou snadnym dusledkem vlastnosti regularnich eliptickych kvadrik,
na které se proto miZeme omezit.

Pozndmka 2. Je-i Q,,_, regularni elipticka kvadrika, je také jeji
dualisace Q,,, elipticki, jeito, jak vime, Q,,_, a @,,_, maji obé touz
signaturu.

Vira 102.3. Telnd nadrovina o reguldrni kvadriky Q,_, (m > 2)
v jejim bodé H nemd s kvadrikou mimo H Zddny jiny redlny bod spoleényj,
pravé kdyZ Q,,_, je eliptickd.

Dikaz. Je-li Q,,_, prunik ¢ s Q,,_, a mé-li Q,,_, signaturu (p,q),
kde p > g, potom podle véty 102.2 je ¢ > 1 a Q,,_, ma signaturu
{p—1,q—1). Neni-li Q,_, elipticka, je Q,, _, bodové redlnd podle
vét 99.3 a 100.5; je-li Q,,_, elipticka, je Q,,_, podle tychz vét formdalné
redlnd. Z toho plyne spravnost nasi véty, jeito Q,_, ma podle véty
102.2 jediny singuldrni bod H .

VEra 102.4. V prostoru P, (m = 2) budif dina regulirni kvadrika
Qnm_yi a mimo nt bod A . Je-li Q,,_, eliptickd a je-li A jejim vnitfnim
bodem, je kaidd pFimka jdouci bodem A seénou kvadriky Q. _,. Obréd-
cené, jestliZe kaZdd pfimka jdouci bodem A je selnoukvadriky Qm_,,
je Qm_, eliptickd a A je jejim vnitFnim bodem.

Dtokaz. Budiz (p, q) signatura Q,,_; vzhledem k bodu 4, takie 4
je kladny vzhledem ke Q, _,, a budiZ ¢ poldrni nadrovina bodu 4 ,
kterd neprochazi bodem A4, takZze kazd4 pfimka jdouci bodem A
mé 8 o pravé jeden spoleény bod. Podle véty 102.1 je p > 0, Q,,_,
protne o v regulirni Q,_, a signatura Q,_, (v orientaci souhlasné
8 orientaci zvolenou pro Q, _,) jerovna (p —1,¢).Je-linynip =1,
je kazdy bod X nadroviny p zaporny vzhledem ke Q,_, a podle véty
99.5 je pfimka AX setnou kvadriky Q,,_, . Je-li viak p > 2, existuje
v o bod X kladny vzhledemke Q,,_,, a jeZto 4 a X jsou konjugovany
vzhledem ke Q,,_, , je piimka AX podle véty 99.6 nese¢nou kvadriky
Q.._,. Snadno se viak dokaZe, Ze je p = 1, pravé kdyz Q,, _, je eliptic-
ké a zaroveii 4 je jejim vnitinim bodem.

VETA 102.5. BudiZ Q,,_, eliptickd kvadrika prostoru P, (m = 3)
a budiZ o nadrovina, kterd neni teénou nadrovinow pro Q,,,_, . Jestlize pcl
A nadroviny g lefi uvnitf Q,,_, , leZi viecky body nadroviny o vné Q,,_, ,
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takZe Q,,_, nemd s p Zddny spoleény bod. Jestlize véak A lesi vné Q,,_, ,
protne ¢ kvadriku Q,,_, v eliptické Q,, _, . Spravnost této véty je bez-
prostiednim disledkem tvah provedenych v predchédzejicim dikaze.

103. KUZELOSECKY. Nizev kuselosetka dame bodové reilné
regularni kvadrice Q, projektivni roviny P, . Obecné, je-li Q, kvadrika
roviny P, s nulitou » a signaturou (p, ¢), pfi éemz mazeme (neni-li
pro Q, predepsina orientace) predpoklidat,Zze p = ¢, je podle (100.6)
n+p+qg=23ajeito n < 2, mame celkem pét moinych piipadi:

(1) n=2, p=1, ¢=0;
(2) n=1, p=2, ¢g=0;
(3) n=1, p::l, q=1;'
(4) n=0, p=3, ¢=0;
(5) n=0, p=2, g=1.

Z predchéazejicich vykladu je patrné: v pripadé (1) je Q, dvojndsobnd
pfimka; v piipadé (2) se Q, skldd4d ze dvou komplexné sdruZenych
imaginarnich pfimek, které se protnou v jediném reidlném bodé kvad-
riky Q, ; v pfipadé (3) se Q, sklidd ze dvou riznych realnych primek;
v piipadé (4) je Q, regularni a formalné redlna, nema tudiz vibec Zidny
realny bod; v piipadé (5) je Q, kuZelosecka. Tedy kuZelosedky jsou
totozné s eliptickymi kvadrikami dvojrozmérného prostoru P, a bod
roviny P, , ktery nelezi na kuzeloseéce Q, , lezi budto uvnitf nebo vné
Q.. Z véty 102.4 plyne, Ze pfimka, kierd obsahuje bod lezici wvnitf
kuzeloseCky Q, , je jeji seénou. Ztoho plyne jednak,Ze kafdy bod teény
s jedinou vyjimkou bodu dotyku lezi vné kuzeloselky a Ze kaZdd neseéna
le#i celd vné kuZeloseCky. O seénich plyne z poznamky na konei ¢lanku
99, Ze jsou-li H, K priseliky seCny P, s kuZeloseCkou Q, , leZi z obou
intervalt HK af na body H , K samy jeden uwvnitf a druhy vné kuZelo-
sebky. Jezto signatura kuzelosetky Q, p¥i kladné orientaci je (2,1),
je patrné, ze je-li Ay, A,, A, ar. base polarni vzhledem ke Q,, lezi
jeden ze tfi bodu 4,, 4, , 4, uvnitié Q, , ostatni dva vné Q, . Z toho
plyne podle vét 99.6 a 100.2, Ze pdl seény vzhledem ke kuZeloseéce Q,
leZi vné Q, , il neseény uvnitf Q, .~

Vidéli jsme, Ze bodem danym uvnitf kuZelosetky neprochdzi Zadnd
realnd teéna kuZelosetky. Naproti tomu bodem 4 danym vné kuzelo-
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seCky Q, prochazeji dvé ruzné realné te¢ny ¢, , ¢, (jejich body dotyku
jsou pruse¢iky Q, s polirou bodu A); tyto dvé tedény rozdéli svazek
piimek n(4 ; P,) na dva intervaly t,t,, z nichZ prvy obsahuje seény
a druhy neseény kuZelosecky.

VEra 103.1. Budtef A, , 4, dva razné body na kuieloselce Q, a budteZ
t,, ty teCny ke Q, v téchto bodech. Libovolnd pfimka p svazku n(4,, P,)
riznd od t, ¢ od A, A, protne Q, v uréitém bodé X raznémod A, od A4, ;
budiz potom ¢(p) pfimka A,X svazku n(A,; P,); mimo to budif jesté
q(t,)) = A, A4,, ¢(d,4,) = t,. Potom je ¢ projektivni zobrazeni svazku
n(4,; Py) na svazek a(4, ; P,) .

Dixaz. Budiz A4, pruseéik teden £, , ¢, . Je-li Q, vytvofena kvadra-
tickou formou f, a je-li f pfislu$na bilinedrni forma, je zfejmé f,(4,) =
=1(4,) =0, [(4o, 4)) =[(4y, 4,) =0, ale [(4,, 4,) #0,
f2(4o) = 0 a muZeme predpokladat, ze f(4,,A,) =4, nacez pro
X = x4y + 2,4, + 2,4, je [,(X) = xx,—cxl, kde ¢ + 0. Stadi
dokdzat, Ze jestlize pfimka p spojuje bod 4, s bodem sA4, + t4,,
potom pfimka ¢(p) spojuje bod 4, s bodem t4, + csd, ; coz se snadno
verifikuje jak pro s = 0, tak i pro ¢t = 0 a pro st + 0 plyne z toho,
e obs ptimky p, ¢(p) obsahuji bod X = std, + cs?4, + 24, , ktery
lezi na Q, , jezto fo(X) = 0.

Obracené plati:

VETaA 103.2. Budtez A, , 4, dva rizné body v roviné P, a budiZ ddno
projektivnd zobrazeni ¢ svazku pFfimek =(A,; P,) na svazek primek
n(A,; P)), pfi kterém spoleénd primka A A, neni svym viastnim
obrazem. Potom existuje kufeloseéka Q, , kierd obsahuje bod A, , bod A,
a mimo to jeSté pravé ty body, které jsou priseliky pifimek p, @(p),
kde p + A A,, ¢(p) + A,4,. Jsou-li t,, t, telny kuZeloselky Q,
v bodech 4, , A, , je¢(t)) = A, 4,, p(4,4,) = t,.

Doxaz. Exisbuje bod A, tak, ze A, nelezi na pfimce 4,4, a Ze
p(dod,) =~ 4,4,, ¢(4,4,) = 4,4, . Dile je patrné, Ze existuje &islo
¢ + 0 tak, Ze jestlize pfimka p spojuje bod 4, s bodem s4, + t4,,
potom piimka ¢(p) spojuje bod A, s bodem t4, + cs4, . Snadno se
nahlédne, Ze kvadraticka forma f, , pro kterou pfi X = %4, + x, 4, +
+ x,4, je [o(X) = xx, — cxs, vytvofuje kuZelosetku Q,, kterd
ma viecky zZddané vlastnosti.
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Je-li nyni ddna kuZelosetka Q, v roviné P, a kuzelosedka Q) v roviné
P, a zobrazeni p kuZelosecky Q, na kuZeloset¢ku Q; , zvolme libovoln&
bod 4, na Q, a bod 4, na Q, a oznaéme ¢ to (ziejmé pfi dané volbé
bodt A4, , A; jednozna¢nd uréené) zobrazeni svazku 7(4, ; P,) na sva-
zek n(A;; P,), pii kterém pro kaidou polohu bodu X na Q, pro
X' = p(X) je ¢(4,X) = A,X’, kde pro X = A, znamen4 4,X teénu
ke Q, v bodé A4,, pro X’ = A, znamens A4;X’ teénu ke Q, . Je-li
zobrazeni @ projektivni, pravime, Ze v je projektivni zobrazeni kuzelo-
sefky Q, na kufeloseku Q; . Ze pti tom nezilezi na volb& pomocnych
bodt 4, , A, splyne z véty 103.1. Nasledujici tti véty jsou zfejmé:

VETA 103.3. Je-li y, projektivni zobrazeni kuZelosetky Q, na kufelo-
seClew Q, a je-li y, projektivni zobrazeni kuZelosecky Q, na kuelosecku
Q] , potom sloZené zobrazeni v, oy, je projektivni zobrazeni kuZeloseCky
Q, na kuZelosetku Q .

VETA 103.4. Zobrazeni inversni k projektivnimu zobrazeni kuZeloseéky
na kuzeloseCku je rovnéZ projektivni.

Viira 103.5. Necht pfi kolinedrnim zobrazen{ K roviny P, na rovinu
P, prfejde kuZelosetka Q, v kuZeloselku Q. Potom parcidlni zobrazent
K | Q, kuZelosecky Q, na kufelosecku Q, je projektivni.

Zvlastnim pfipadem véty 103.5 je

VETa 103.6. JestliZe katdému bodu X na kufeloseéce Q, prifadime
teénu ke Q, v bodé X , vznikne projektivni zobrazeni kuZelosetky Q,
na jejt dualisacs.

VEra 103.7. Jsou-li A,, 4,, A, tFi razné body na kuZeloselce Q,
a jsou-li B,, B,, B, tfi rizné body na kufelosebce Q, , existuje prdvé
jedno projektivni zobrazeni vy kufeloselky Q, na kuZelosetku Q,, pfi
kterém yw(A,) = B, pro r =1, 2, 3. Tato véta je snadnym dusledkem
obdobné véty o projektivnim zobrazeni piimky na pfimku, kterd
je zvlastnim pfipadem (m = 1) v8ty 79.6.

VETA 103.8. Budif v projektivni zobrazeni kuzeloseCky Q, v roviné P,
na kufeloselku Q v roviné P, . Potom existuje prdvé jedno kolinedrni
zobrazeni K roviny P, na rovinu P, tak, %e parcidlni zobrazeni K | Q,
splyne s dangm zobrazenim vy .
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Duraz. Predpoklidejme nejprve, Ze kolinedrni zobrazeni K existuje
a dokazme, Ze je jednozna¢né uréeno. Za tim Gcelem zvolme na Q;
tii rizné body A,, 4,, A; a poloime B, = y(4,), B, =v(4,),
B, =y(4,), takie B,, B,, B, jsou t¥i rizné body na Q; . Déle budiz
A, prusecik tecen ke Q, v bodech A4,, 4,; B, budiZz prisetik teden
ke Q, v bodech B,, B,. Je patrné, ze existuje-li K, je B, = K4,
(0 < r < 3). Dale je viak patrné, Ze body 4,, 4,, A,, A; tvoii
g. basi pro P, a 7e body B, , B,, B,, B, tvoti g. basi pro P, . Jedno-
znaténost K plyne nyni z véty 79.6. Z téze véty vsak plyne také, Ze
existuje kolinedrni zobrazeni K roviny P,, pfi kterém B, = K4,
(0 < r < 3). Je tieba ukazat, Ze potom parcialni zobrazeni K | Q,
splyne se zobrazenim y . K tomu cili vSak sta¢i odvodit, Ze Q, pii K
ptejde v Q; , nebot potom K | Q, je projektivni zobrazeni Q, na Q;,
které splyne s p podle véty 103.7. AvSak [viz (79.3)] ar. zastupce uvazo-
vanych g. boda lze volit tak, aby bylo

(103.1) A, =A4,+ A, + 4,; B,=B,+ B, + B,,
naceZz K = {L}, kde

(103.2) LA, =B, pro 0<r<3.
Avsak jako pii dukazu véty 103.1 vidime, Ze existuji &isla ¢, + 0,
¢, + 0 tak, Ze Q, je vytvoiena kvadratickou formou f, a Q; kvadra-
tickou formou ¢, , jestlize pro X = x4, + 2,4, + 2,4, je [(X) =
= 4,2, —¢,x5 a pro ¥ = yoBy + y,.B, + 9B, je 9.(Y) = 12— ¢ -
Jezto viak A, le?i na Q, a B, lezi na Q,, plyne ze (103.1), Ze ¢, =
=¢, =1, takie f,(X) = 2@, — 27, 9:(X) = y1y. — ¥ & ze (103.2)
plyne, 7e obrazem Q, pfi K je Q; .

Jsouli 4,, 4,, 4, , A, étyfi rizné body na kuzelosetee Q, , definu-
jeme jejich dvojpomeér

(103.3) (4,, 45, 45,4, Q)
tak, Ze zvolime libovolné pomoeny bod C na Q, a definujeme (103.3)
jako dvojpomér &tyf (zfejmé navzdjem raznych) piimek C4,, CA,,
CA,, CA, svazku a(C; P,). Jestlize snad C = A, pro nckteré r
(1 < r < 4),znamena CA4, tetnu ke Q, vbodé C' . Na volbé pomocného
bodu C pii tom nezileZi, jak plyne z vét 86.1 a 103.1. Z tychZ vét
je patrné, Ze plati
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ViTa 103.9. Jsou-li 4, , 4,, A, , 4, &yfi rizné body na kuzeloseéce
Q, a jsou-li B,, B,, By, B, &ty¥i rizné body na kufelosedce Q; , potom
existuje projektivni zobrazeni Q, ma Qp, pit kterém A, , 4,, 4,, A,
v daném poradi maji obrazy B, , B, , By, B, , prdvé kdyZ

(Al»AZ!A31A4; Ql) =(BlyB2’B3:BA;Q;.)'

Stejné jako pojem dvojpoméru se dd pfenést z pfimky na kuZelo-
setku pojem intervalu. Jsou-li A , B dva rtzné body na kuZeloseéce Q, ,
potom intervalem AB na @, rozumime mnoZinu téch bodd X na Q,,
pro které pfi libovolné zvoleném C na Q, ptimky CX tvoti ve svazku
n(C; P,) interval s krajnimi p¥imkami CA, CB; pro C = X opét
pfimkou CX rozumime teénu ke Q, v bodé C . Zase je jasné, Ze neza-
lezi na volbé pomocného bodu C a Ze pii danych 4 , B kuZelosetka Q,
se sklddd z pravé dvou intervalia AB , které maji spoleéné pouze body
A, B, pfi ¢emi (viz vétu 78.1), jsou-li C, ; C; dva body na Q, rtzné
navzajem a rizné od 4 i od B, nélezeji oba body C,, C, do téhoz
intervalu na Q, , pravé kdyz dvojpomér (4 , B, C,, C,; Q,) je kladny.
V dasledku toho je moZzné uzit nasledujici véty ke geometrické inter-
pretaci pojmu intervalu na kuZelosecce.

VETA 103.10. Jsou-li A, B, C, D &y riizné body na kuZeloseéce Q, ,
lef{ priseéik H pfimek AB , CD mimo Q, . Lezi-lt H vné Q,, je dvoj-
pomér (A, B,C,D;Q,) kladny, lefi-li H uvnitF Q,, je tento dvoj-
pomér zdporny.

Diokaz véty 103.10 provedeme az v nasledujicim ¢lanku (str. 142).

104. PROJEKTIVITY A INVOLUCE NA KUZELOSECCE. Projek-
tivitou na kufeloseéce Q, rozumime projektivni zobrazeni kuzelosetky
Q, na touz kuzelosecku Q, . Z definice je patrné, Ze theorie projektivit
na kuzeloseéce je v podstaté totoind s theorii projektivit na piimce
v tom smyslu, Ze kaida véta jedné theorie vede takika automaticky
k prisluiné vété theorie druhé. AvSakackoli jsme theorii projektivit
na piimce uz probirali, je nicméné ucelné zdriet se trochu i u theorie
projektivit na kuZelosecce, jeZto nékteré pojmy této theorie (zejména
pojem involuce) jsou geometricky nazornéjsi nez piislusné véty z theorie
projektivit na pfimce.

V celém ¢lanku pfedpoklidame, Ze v roving P, je dana uréita kuzelo-
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selka Q, . Podle vét 103.5 a 103.8 mame vzijemné jednoznadny vztah
mezi projektivitami ¢ na Q, na jedné strané a kolineacemi K v P,
na strané druhé, pfi éem?Zz kolineaci K se pfedpoklads, Ze pfevadi
kuzeloseéku Q, v touz kuZelosetku Q,. Predpoklidejme nejprve, Ze
je dana urditd v a tedyiuréitd K . Je delné nazirat na obs transfor-
mace tak, Ze se vztahuji nejen na realné, nybrz i na imaginarni body.
Je ziejmé, Ze transformace y je identickd, pravé kdyz K je iden-
tickd. Vylouéime-li tento pfipad, mame dvé moznosti: projektivita ¢
je budto parabolickd s jedinym (nutné redlnym) samodruznym bodem,
nebo y je neparabolickd se dvéma riznymi (redlnymi nebo imaginar-
nimi) samodruznymi body; neparabolickd projektivita y pak je budto
hyperbolickd (s realnymi samodruinymi body) nebo eliptickd (s ima-
ginarnimi komplexné sdruzenymi samodruznymi body).

Predpokladejme nejprve, Ze projektivita v na kuZeloseéce Q, je
parabolickd se samodruznym bodem H . Ziejmé je bod H samodruz-
nym i pro pfislusnou kolineaci K roviny P, . Dokdzeme, ze H je jedingm
samodruznym bodem pro kolineaci K . Za tim t¢elem predpoklidejme,
Ze existuje bod H’ + H samodruzny pfi K a nejprve uciiime pied-
poklad, Ze pfimka HH’ je rizna od teény ¢t ke Q, v bodé H . Potom
viak piimka HH’ je samodruzna pii K a protne Q, v bodé rizném
od H a opét samodruzném pii K , tedy samodruiném i pfi ¢, coz je
v8ak nemozné. Jestlize bod H' lezi na teéné ¢, potom jeho polira
vzhledem ke Q, je samodruzna pii K , je riizna od ¢ a prochazi bodem
H , coiZ se pravé uz ukdzalo nemoznym.

Predpokladejme za druhé, Ze projektivita y na kuzeloseéce Q,
je neparabolickd se dvéma riznymi (redlnymi nebo imagindrnimi)
samodruznymi body H, , H, . Zfejmé jsou body H,, H, samodruiné
i pro pitislusnou kolineaci K . Dale je pfi K samodruzna také pfimka
h = H,H, a samodruiny pii K je i pdl H, pfimky & vzhledem ke Q, .
Casti kolineace K je projektivita ¢ = K | h na pfimee A, kterd ma
samodruzné body H,, H, . Jsou nyni dvé moznosti. Budto projekti-
vita g je identita, nacez kaZdy bod p¥imky % je samodruzny pfi kolineaci
K ; nebo ¢ neni identita, nadez mimo body H, , H, Zddny bod piimky
h neni samodruzny pii K . V kazdém pfipadé pak plati, Ze jestlize bod
C # H neleii na pfimce » , nemtze C byt samodruzny pii K . Nebot
je-li C + H samodruiny bod pii K , nemize C lezet zdroven na obou
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ptimkich HH,, HH, ; pro uréitost necht C nelezi na pfimce HH, .
Potom pfimka H,C je samodruzna pii K a protne Q, vbodé C, + H, ,
ktery je zfejmé samodruziny pfi K . Jestlize nyni C nelezi na pfimce 4 ,
je také C, + H,. Mame tedy na kuZelosedce @, tii rizné body H, ,
H,, C, samodruzné pii K a tudiz také samodruzné pfi ¢, z éehoi
plyne podle véty 103.7, Ze y je identicka transformace kuZelosecky K ,
coz jsme vSak vyloudili.

Je-li p parabolicka projektivita se samodruznym bodem H , nazveme
stiedem projektivity v bod H a osou projektivity y tednu h ke Q, v bodé
H . Je-li p neparabolicka projektivita se samodruznymi body H,, H,,
nazveme osou projektivity v piimku H,H, a stfedem projektivity vy jeji
pol vzhledem ke Q,. Podle téchto definic ma kazda neidenticka
projektivita y na kuZelosecce Q, uréity stfed H a uréitou osu A, p¥i
demz pfimka kb je polirou bodu H vzhledem ke Q, . Déle je patrné:
stfed parabolické projektivity na Q, leZi na Q, a jeji osa je teénou ke Q, ;
stred hyperbolické projektivity na Q, leZi vné Q, a jeji osa je seCnou Q, ;
stred eliptické projektivity na Q, lezi uvnit¥ Q, a jeji osa je neseCnou Q, .
Mimo to osa parabolické projektivity na Q, je teCnou ke Q, ve svém
jediném samodruiném bod¢; osa neparabolické projektivity na Q, protne
Q, ve svyjch dvou samodruznych bodech.

Je-li p neparabolicka projektivita na Q, se samodruznymi body H, ,
H, (realnymi nebo imaginarnimi), mize se stat, jak jsme si viimli,
ze kazdy bod pfimky h = H H, je samodruiny pfi kolineaci K , takZe
K je homologie, osa projektivity % je osou homologie, stfed projektivity
H je sttedem homologie. Nastane-li tento pfipad a je-li 4 libovolny
bod na h rizny od H, i od H,, A’ jeho obraz pii y a tudiZ i pfi K ,
potom podle ¢linku 84 pfimka HA je samodruZna, t. j. obraz A’
bodu A lezi na pfimce H A a na téZe primce musi leZet také obraz bodu
A’, ktery tudiz splynes A4 , t. j. y je involuce. Obracené, je-li p involuce
a je-li opét A" obraz bodu 4 (H, + A + H,), je A obrazem bodu 4’
(oboje nejen pfiy, nybri i pii K), takie pfimka 44’ je samodruina
pii K a protne ptimku 4 , ktera je rovnéZ samodruzna pii K , v bodé C
samodruzném pii K , a jeito H, + C + H,, je kaidy bod pfimky A
samodruzny pfi K a v je involuce. Vidime tedy, Ze pojem involuce
na kuZeloseéce ma velmi nazorny smysl, zachyceny v nasledujici véte.

VEra 104.1. Le#i-li bod H mimo kuZeloseCku Q,, je bod H stfedem
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involuce y na Q, , jejiZ dvojné body (realné nebo imaginarni) jsou body
dotyku teCen ke Q, prochdzejicich bodem H . Tyto dvojné body leZi tedy
na poldie h bodu H vzhledem ke Q, , kterd je osou involuce v . KaZdd
seéna kuZeloselky Q, prochdzejici bodem H protne Q, v dvojici bodw
A, A’ involuce p . Obrdcené, je-li A, A’ dvojice bodi involuce y a je-li
A * A’ , prochdzi pFimka AA' bodem H . Involuce y je hyperbolickd,
lezi-li H wonitf Q, , eliptickd, leZi-li H vné Q, .

Z kazdé véty o involucich na pfimce plyne bezprostfedné prisluina
véta o involucich na kuZeloseéce a obracené. P¥i tom, jak bylo jiz
poznamenano, pro involuce na kuZeloseéce mivaji tyto véty ndzornéjsi
smysl. Tak na pf. vime (viz vétu 87.5), Ze jsou-li 4, B, C, D &tyti
rizné body, existuje pravé jedna involuce obsahujici obé dvojice
A, B;C,D.Nakuielosetce je to bezprostiedné patrné z véty 104.1;
je patrné téz, e prisec¢ik H piimek AB, CD je stiedem nasi involuce,
takze tato je hyperbolicka, lezi-li H vné Q, , elipticka, lezi-li H uvnitf
Q, . Na druhé strané vime z véty 87.5, Ze dvojpomér (4BCD) je
v hyperbolickém piipadé kladny, v eliptickém zaporny. Porovniame-li
oba vysledky a v8imneme-li si véty 78.1, dostaneme diikaz spravnosti
véty 103.10. Takika samoziejmou se nyni jevi véta 93.3, jejiz diivéjst
dukaz byl dosti slozity. Jsou-li H , H' stfedy dvou danych involueci
v, ¥’ na kuzeloseéce Q, a je-liy +y', je také H + H'. P¥imka HH'
protne Q,, neni-li teénou, ve dvou (redlnych nebo imaginarnich)
bodech 4 , B ; a je-li HH' te¢nou pro Q,,budiz A = B jeji bod dotyku.
V kaidém piipadé je 4, B spoletna dvojice obou involuci y, ¢',
které ani v komplexnim oboru nemaji Zadnou jinou spole¢nou dvojici.
Jestlize na pf. involuce y je elipticka, lezi bod H uvniti Q,, takZe
piimka HH' jisté je se¢nou, body A , B jsou reilné a navzajem rizné.

VETA 104.2. Budtez ¢, , p, dvé rizné involuce na kuZeloseéce Q, ,
takie p = @, o @, je projektivita na Q, . Jsou-li C,, C, stfedy involuct
@1, @3, je primka C,C, osou projektivity vy .

Dtxaz. Piedpoklidejme nejprve, Ze piimka C,C, neni teénou
ke Q,, Ze tedy ma s Q, spoleéné dva rizné (redlné nebo imaginarni)
body H,, H,. Podle véty 104.1 (pfipadné pfenesené na komplexni
obor) je kazdy z obou bodii H, , H, obrazem druhého jak pii ¢, , tak
i pii @, , takie oba body H,, H, jsou samodruzné pii v, a pfimka
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H H, neboli pfimka C,C, je tedy osou projektivity ¢ . Jestlize piimka
C,C, je tetnou ke Q, a H je jeji bod dotyku, soudime opét podle véty
104.1, ze H je samodruznym bodem pii y a je tieba pouze jesté dokazat,
7ze bod 4 + H kuZelosedky Q, nemiize byt samodruinym pii y.
To vSak plyne podle véty 104.1 ze ziejmého faktu, Ze obraz bodu A
pFi @, nemuiZe splynout s obrazem bodu 4 pii ¢, .

Ukézeme nyni, Ze dokazanou vétu 104.2 lze obratit.

Viita 104.3. BudiZ h osa projektivity v na kuZeloseéce Q,. Zvolme
libovolné bod C, naepfimce b s tou podminkou, aby C, neleZel na Q, .
Potom existuje na primce h prdvé jeden bod C, , leZici rovnéZ mimo Q, ,
pro ktery jey = @, o @, , kde ¢, , @, jsou tnvoluce na Q, se stiedy C, , C, .

Dtxaz. Tim, Ze mluvime o ose projektivity v, pfedpoklidame uz,
Ze y neni identickd transformace kuZelose¢ky Q, . Mimo to involuce ¢,
je totoznd sinversni transformaci ¢, ~1 az toho plyne snadno, Ze je-li ¢,
projektivita na Q,, plati v = ¢, 0 ¢,, pravé kdyzZ ¢, =@ op.
Stadi tedy dokazat, Ze projektivita g, definovana rovnici ¢, = @, op
je involuce, jejiz stfed C, lezi na piimce h . JestliZe projektivita y
je neparabolicka, je to ziejmé. Nebot potom % protne Q, ve dvou
raznych (redlnych neboimaginarnich) bodech H,, H,, jez jsou samo-
druzné pii p . Jezto stfed C, involuce ¢, lezi na p¥imce %, je kazdy
z obou bodd H, , H, podle véty 104.1 obrazem druhého p¥i involuci ¢,
a jezto H,, H, jsou samodruZné pii v, plati to, co bylo pravé vy-
sloveno pro ¢, , také pro projektivitu ¢, = ¢, oy, ktera tudiz podle
véty 87.4 prenesené na kuZeloseCku je rovnéi involuci; z véty 104.1
pak plyne, Ze stied C, involuce g, lei na k . Jestlize vak projektivita
p je parabolické, potom uziti véty 87.4 sclZe. V tomto pripadé piimka
h je tecnou kuzeloseéky Q, a oznatime H jeji bod dotyku, ktery je
(jedinym) samodruznym bodem parabolické projektivity vy . Zvolme
nyni na Q, libovolné bod A + H a oznadme B jeho obraz pfiy , takZe
A + B + H. Piimka AC, protne kuZelose¢ku vedle bodu A jesté
v bodé 4" + 4 a oviem je téz A’ + H. Je-li A" + B, budiz C,
prisecik piimky A'B s pfimkou h; je-li viak A’ = B, budiz C,
pruseéik pimky & s tednou ke Q, v bodé B. V kaidém piipadé je
C, # C, = H a z véty 104.1 plyne, Ze bod C, je stfedem involuce
na Q., pro kterou je H dvojnym bodem a kterid obsahuje dvojici
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A’, B. Oznaéime-li ¢, involuci se sttedem C,, plyne z véty 104.2,
ze projektivita ¢, o ¢, mé osu & , je tedy parabolicka se samodruznym
bodem H . Mimo to v3ak bod 4 + X ma pfi ¢, o @, zfejmé tyZ obraz
B jako pfi y, takie podle véty 87.3 (pfenesené na kuZeloseéku) je
Y= PrLo@s .

VETA 104.4. Necht A, , A,, Ay, A,, A5, A, leZi na kuZeloseéee Q, .
Né&které z téchto boda mohou také splynout; splyne-li bod A, s bodem A,
(1 £ r < s < 6), roouméjme piimkou A, A, teénu ke Q, v bodé A, .
Predpoklidejme vdak, Ze jsou navzdjem razné jak body A,, 4,, A;,
tak i body A,, A, , Ay, ddle pak, %e je A, + A,, A, + Ay, A, + A, .
Potom jsou navzdjem riazné jak pfimky

(104.1) AA,; AA,,
tak pfimky

(104.2) A, Ay ; AA,
a tak posléze i pFimky

(104.3) 4,4,; 4,4,.

Je-li B, priwseéik pfimek (104.1), B, praseéik primek (104.2), B, praselik
primek (104.3), jsou body B, , B, , B; navzdjem rizné a leZi vdecky tFi
na téZe pFimce.

Dtxaz. Piimky (104.1) jsou navzijem razné, jeito podle predpo-
kladu je jak 4, + 4,, tak i 4, + 4, a pfimka A,4; nemiZe mit
8 kuZelosetkou spoleény bod riazny jak od 4,, tak i od A, ; stejné
se dokaZe, ze jsou navzijem rizné také obé primky (104.2) a rovnéz
i obé primky (104.3). Existuji tudiz v8ecky tfi body B,, B,, B,
a jo patrné, Ze zadny z nich nelezi na kuzeloseéce Q, . Mimo to, kdyby
na pt. bod B, splynul s bodem B, , splynuly by navzijem obé pfimky
A, A, , A,4, a tudiz foba body 4, , 4, ; stejné jako B, + B, se dokdze
téz B, + B, , B, + B, . Nyni podle véty 103.7 existuje na Q, projekti-
vita p , pil které y(A4,) = A, , y(4;) = A, , y(4;) = 44 . Protoze je
na pf. 4, + A,, neni y identickd transformace kuZelosecky Q, .
Dokazeme-li, ze viecky tii body B, , B,, B, lezi na ose k projektivity
v, budeme hotovi. Staéi, provedeme-li dikaz pro bod B, . Za tim
tdelem uvazujme na Q, involuci ¢, se stfedem B, a poloime ¢, =
=g, oy, takie p = @, o @, (jeito ¢, = ¢;'). Jeito B, je prisetik
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piimek (104.1), je ¢y(d,) = A4,, ¢,(4,) = 4;; jeito y(4,) = 4,,
p(d;) = A, ajeito g, = @, oy, Je py(4,) = A4, , ga(4,) = 4, a podle
véty 87.4 (pfenesené na kuZelosedku) je g, involuce. JeZto ¢, , @, jsou
involuce a jeito y = ¢, o ¢, , plyne
z véty 104.2, Ze stfed B, involuce
¢, le7i na ose h projektivity v, coz
jsme pravé méli dokazat.

VEra 104.4 byla objevena r. 1640
B. Pascalem (tehdy Sestnactiletym)
a je jednou z nejstar§ich vét projek-
tivni geometrie; nazyva se Pascalova
véta. Piisluénd véta o dudlnich ku-
selosetkich Q, byla formulovéna
teprve r. 1806 Ch. J. Brianchonem

Obr. 4.
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a fika se ji nékdy Brianchonova véta. Obrazce na piedchdzejici

strané ilustruji Pascalovu vétu; body 4, , ..., 4, jsou stru¢né ozna-
Ceny Cislicemi 1, ..., 6; (12 na pf. znamena, Ze bod A, splyva s bo-

dem 4,); body B,, B,, B; jsou vyznadeny krouzky.

105. KVADRIKY V TROJROZMERNEM PROSTORU. Jeli n
nulita a (p, q) signatura kvadriky Q, prostoru P;, je podle (100.6)
n + p + ¢ =4; mimo to n < 3; neni-li pfedepsana orientace kvad-
riky Q,, muZeme piedpokladat, Ze p > ¢. Pro n =3 je (p,q) =
= (1,0) a Q, je dvojnisobnd rovina. Pro » = 2 ma Q, za vrchol
pfimku p ; signatura je budto (1,1), nacez Q, se sklada ze dvou riiznych
redlnych rovin s priseénici p , nebo (2,0), nacez Q, se sklid4 ze dvou
imaginarnich komplexné sdruZenych rovin, jejichz pruseénici je opédt
p.Pron =1 mé Q, za vrchol bod V ; takova Q, se jmenuje kufel;
prinik kuZeéle s rovinou g neprochazejici vrcholem V je regulirni Q,
a kuZel se sklida ze vSech primek spojujicich V s jednotlivymi body
na Q, ; signatura je budto (3,0), natez Q, a Q, jsou formalné redlné
a V je jedinym realnym bodem na Q,, nebo signatura je (2,1), nacdez
Q. 2 Q, jsou bodové reilné. V pripadé signatury (2,1) déli kuzel Q,
-prostor P; na vnéjsek a vnitiek; Q, je v tomto pripadé singularni
elipticka kvadrika.

Zbyvaiji reguldrni Q, , na které se omezime v dalsim pribéhu tohoto
¢lanku. Pro signaturu mame tfi mozZnosti: (4,0), (3,1), (2,2). Signatura
(4,0) dava formélné realnou regularni Q,, ktera nema Zadny redlny
bod. Signatura (3,1) dava eliptickou regularni Q,, kterd, jak vime,
déli prostor P, na vnitfek a vnéjSek. Vime (viz vétu 102.3), Ze teénd
rovina takové Q, v libovolném jejim bodé H nema mimo H jiny
realny bod spoletny s Q,, takie na Q, nejsou Zadné redlné pfimky.
Déle vime (viz vétu 102.5), Ze jestlize rovina ¢ neni te¢nou rovinou
pro Q., potom budto cela o lezi vné Q, nebo p protne Q, v kuZelo-
setce; pol roviny p vzhledem ke Q, lezi v prvém piipadé uvnitt a ve

.druhém vné Q,. LeZi-li bod 4 uvnitf Q,, vime, Ze kazda pfimka
jdouci bodem A je seénou kvadriky. LeZi-li viak 4 vné Q,, vSimli
jsme si uZ, Ze jeho polirni rovina g protne Q, v kuZeloseice Q, .
Spojnice bodu 4 s jednotlivymi body na Q, jsou teény ke Q, vedené
bodem 4 , které tedy vyplni bodové reilny kuZel teen Q, s vrcholem
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A . Le#i-li bod X mimo kuzel teden Q; , nahlédneme snadno, ze piimka
AX je pro Q, secnou nebo neseénou podle toho, zda bod X lez{ uvnit#
& vné kuZele teden Q, .

Zbyvaji regularni Q, se signaturou (2,2). Z véty 102.2 plyne, Ze tecna.
rovina ke Q, v libovolném jejim bodé H protne Q, ve dvou redlnych.
pfimkéch s priaseéikem H, t. j. kaZdym bodem na uvazované Q,
prochézeji pravé dvé pfimky obsaZené v Q,, proto Q, se signaturou
(2,2) se jmenuje reguldrni primkovd Q,. U takové Q, nelze mluvit
o vnitfku a vnéjsku; z véty 102.1 plyne, Ze kazda rovina g , ktera neni
pro Q, rovinou teénou, protne Q, v kuZeloseéce. Z toho plyne dile,
Ze pro kazdou polohu bodu 4 mimo Q, tvofi teény ke Q, vedené bodem
A bodové redlny kuZel teten s vrcholem 4 . Jestlize pfimka 4 X neni
tednou, je seénou nebo neseénou podle toho, zda bod X lezi vné &i
uvniti kuZele teéen s vrcholem A4 . (Opaéné neZ u eliptické Q,!) Nebot
orientujme Q, tak, Ze 4 je kladny; souhlasné orientovany prinik Q,
8 polarni rovinou g bodu 4 ma podle véty 102.1 signaturu (1,2) a mi-
zeme predpokladat, Ze bod X lezi v ¢; je-li X uvnitf kuZele teéen,
je bod X kladny [jeito signatura je (1,2)] a podle véty 99.6 pfimka 4 X
je neseénou pro Q,. Podobné soudime v piipadé, Ze X je vné kuzele
tecen.

VETA 105.1. Necht pFimka p lefi na reguldrni primkové Q, prosioru
P, . Jestlize kaZdému bodu X na pfimce p prifadime tebnou rovinu
kvadriky Q, v bodé X , dostaneme projektivni zobrazeni pfimky p na
svazek rovin a(p ; P;) . Nebot naSe pfifazeni je ¢asti polarity vzhledem
ke Q, .

VETA 105.2. Viecky primky leZici na reguldrni pfimkové Q, je motné
rozdélit na dvé soustavy tak, Ze dvé rizné pFimky na Q, ndleeji do raz-
nych soustav, prdvé kdyZ se protnou. Je ziejmé, e takové rozdéleni
je moiné jen jedinym zpisobem. Mluvime-li o soustavdch pfimek
na regulirni pfimkové Q,, minime vidy soustavy, o kterych je Fed
ve vété 105.2.

Dtxaz. Vime, Ze kazdym bodem H na Q, prochizeji pravé dvé
piimky této kvadriky, které dohromady tvoii prinik Q, s teénou
rovinou bodu H . Zvolme nyni libovolné bod H, na Q, a oznaéme p, ,
g, obé jim prochézejici pfimky nasi kvadriky. P¥imku p, dejme do prvé
soustavy, pfimku g, do druhé. Kaidym od H, riznym bodem pfimky
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Po prochdzi mimo p, je§té pravé jedna primka kvadriky Q,; dejme
ji do druhé soustavy. Kazdym od H, riznym bodem piimky ¢, pro-
chazi mimo ¢, jeté praveé jedna pfimka kvadriky Q, : dejme ji do prvé
soustavy. V8imnéme si, Ze jsme jisté nedali Zddnou p¥imku ziroven
do obou soustav, nebof takova pfimka by nutné lezela v teéné roving
7, bodu H, , ktera v3ak protne Q, pouze v pfimkach p,, ¢, . Na druhé
strané jsme umistili kazdou pfimku leZici na Q, do jedné z obou
soustav. Nebot budiz H libovolny bod na Q, a budiz 7 jeho tedna
rovina. Jestlize H lezi mimo p, i mimo g, , nemuze H leiet v 7, , t. j. H
neni konjugovan s H, vzhledem ke Q, a tudiz ani H, nelezi v 7 . Tedy
roviny 1, , T se protnou v pfimce r , kterd neprochazi Zadnym z bodi
H,, H a protne Q, ve dvou bodech, z nichz jeden lezi na p, a druhy
na ¢, . Spojnice téchto dvou bodd s bodem H jsou v3ak pravé obé
piimky kvadriky Q, jdouci bodem H , z nichZ tedy jedna protne p,
a druhd protne g, . Mame tedy skuteéné viecky pfimky kvadriky Q,
rozdéleny do dvou soustav a je patrné, Ze jestlize dvé ruzné pfimky
kvadriky Q, se protnou, potom nalezi kazda z nich do jiné soustavy,
af jiz prasecikem je bod H, , & néktery jiny bod jedné z obou pfimek
Po > Jo » Ci posléze bod H lezici mimo p, i mimo g, . Zbyva dokazat,
Ze naopak, jestliZe mame na Q, pfimku p prvé soustavy a pFimku ¢
druhé soustavy, potom p a ¢ se protnou. To je ziejmé, je-li p = p,
nebo ¢ = ¢, . Neni-li tomu tak, usuzujeme takto. PFimka p neprotne
pfimku p, vibec, pfimka ¢ pak protne p, v néjakém bodé 4 + H, .
Spojenim pfimky p s bodem 4 je rovina g, jejiz pranik s Q, obsahuje
piimku p a mimo to je$té bod A , takZe se snadno nahlédne, Ze uvaZo-
vany prunik se skldida z pfimky p a z néjaké pfimky jdouci bodem 4 ,
kterd musi splynout s pfimkou ¢, nebof bodem A prochézeji na Q,
pouze dvé primky p,, ¢ 2 prva z nich nelezi spolu s p v téze roviné.
Tedy pFfimky p , ¢ lezi obé v roviné g , tudiz se protnou.

VErA 105.3. Budtef p, , p, dvé rizné primky tée soustavy na reguldrni
pFimkové kvadrice Q, . (Podle véty 105.2 nemaji tedy primky p,, p;
Zadny spoleény bod.) Potom existuje takové projektivni zobrazeni ¢
pFimky p, na pfimku p,, fe bod X, pFimky p, je obrazem bodu X,
primky p, , pravé kdys pfimka X, X, leZi na Q, . Zfejmé tyto pfimky
X, X, vyplni na Q, tu soustavu, do které nendleZeji dané primky
P1s P2
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DUxaz. Je snadné sestavit geometricky dukaz; to pfenechame &te
nifi a podidme podetni dukaz. Existuje ar. base 4,,4,,4,, 4,
prostoru P, tak, Ze 4, , 4, je ar. base piimky p; a 4,, A, je ar. base
pfimky p,. Snadno se nahlédne, 7e v kvadratické formé f,, kters
vytvofuje Q., jsou pro X = x4, + v, 4, + x,A; + 2,4, viecky
koeficienty rovny nule aZ na koeficienty pfi ¢z, , 2,7, , Te%s , T:%;5 , b. j

fAX) = axgz, + bx,x, + cxyx; + dayz, .
Podminky pro singularni bod jsou

ax, +cxy; =0, bz, +dx; =0,
ar, + bz, =0, cxy+dx, =0;

jeito Q, je regularni, Ize jim vyhovét poluze trividlng, t. j. ad — be +
+ 0 . PoloZime-li nyni

LA, = cA, —ad,, LA, =dA,— bA,,

je ¢ = {L} projektivni zobrazeni piimky p, na pfimku p,, které
ma Zidanou vlastnost, jezto se snadno verifikuje, ze pro X, = z,4, +
+ z,4, ¥ 0, X, = LX, cela pfimka X, X, lezi na Q, .

VEra 105.4. Necht pfimky p, , p, prostoru P, nemaji spoleény bod.
BudiZ ddno projektivni zobrazeni ¢ pFimky p, na pfimku p, . Potom
existuje v P, reguldrni primkovd kvadrika Q, (obsahujici obé dané
piimky), vzhledem k niZ md ¢ viastnost uvaZovanou ve vété 105.3.

Dtxaz. MazZeme zvolit ar. basi 4,, 4,, 4,, A, prostoru P, tak, ze
A, , A, je ar. base pro p, , Ze 4,, A, je ar. base pro p, a Ze obrazem
bodu {x,4, + x,A4,} pii ¢ je bod {z,4, + z,4,} . Potom se viak snadno
verifikuje, Ze je-li f,(X) = 242, — x%, , vytvoFuje f, Zddanou kvadriku

Q..

106. LINEARNI PROSTORY NA KVADRIKACH. Budeme se za-
byvat v tomto ¢lanku pouze regularnimi kvadrikami; vysledky se
snadno pfenesou na singuldrni kvadriky uzitim ¢lanku 96, coZ pfe-
nechavame ¢tenafi. Budiz tedy ddna regularni kvadrika Q,,_, prostoru
f,,, a budiz P, linearni podprostor, ktery cely lezi na Q,,_, . DokdZeme,
Ze

(106.1) k<
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Jeito Q,,., je regularni, pfevede polarita vzhledem ke Q.- linedrn{
podprostor P; v dudlni podprostor P, téze dimense k » b. . (viz ¢lanek
75), ve mnozinu vSech téch nadrovin prostoru P, , které prochazeji
viemi body uréitého (m — k — 1)-rozmérného linedrniho podprostoru
v &irsim smyslu P,,_,_, . Snadno se nahlédne, e do P, -, naleseji
vdecky ty body prostoru P, , které jsou vzhledem ke Qn-, konjugo-
vény s kazdym bodem prostoru P, . Jeito viak P, je &sti kvadriky
Q.._,, jsou kaZzdé dva body prostoru P, mezi sebou konjugovény
vzhledem ke Qm—; a z toho plyne, %e prostor P. je &isti prostoru
P, s, ,%etedy k < m —k —1,z&hos nisleduje nerovnost (106.1).
Pro m =1 a pro m = 2 ze (106.1) plyne k = 0, t. j. regularni Q,
a reguldrni Q; neobsahuje Z4dné p¥mky, coz jsme ostatns jiz védéli.
Pro m > 3 ze (106.1) plyne, Ze dimense linedrniho podprostoru obsaze-
ného v reguldrnt Q. je pfi lichém m nejugd rovna Hm—1), pfi
sudém m nejvyd rovna Im — 1.

Na otézku, zdali obricené regulirni Q,,_, obsahuje lineirni pod-
prostory pravé udané maximilni dimense, je v komplexnim oboru
odpovéd kladna, a dokonce plati, e kazdy bod na Qn_; a kaidy
v Q,._, obsaZeny linedrni podprostor niz&i dimense je obsaZen v néja-
kém linearnim podprostoru vyse vydislené maximéalni dimense. Jesto
pro m =1 a m = 2 je véta spravnid (poditdme-li body za linearni
podprostory dimense 0) , miZzeme ji dokazat indukei. Je-li H libovolns
dany bod pa Qm_;, kde m > 3, potom podle té asti véty 102.2,
ve které se nemluvi o signatufe a kters zfejms plati i v komplexnim
oboru, teind nadrovina z bodu H protne Q,, _ 1V Qm_z 8 jedinym singu-
larnim bodem H ; zvolime-li v v linedrni podprostor P,,_,, protne jej
Q.., v regularni Q,._, a Q.. _, se sklad4 ze viech ptimek spojujicich
H s jednotlivymi body na Q,,_,. Nyni podle predpokladu na Q,,_,
lezi linearri podprostor dimense }(m — 3) pti lichém m (pro m = 3
prosté bod), dimense $m — 2 pfi sudém m (pro m = 4 opét prosté
bod). Spojeni tohoto linedrniho podprostoru s bodem H je Zidany
ve Qm_, sbsaZeny linedrni podprostor P,, kde k = m — 1) pii
lichém m , k = 3m — 1 p¥i sudém m . Je-li puvodné din ve Q,,_
obsazeny » bodem H prochazejici linedrni podprostor P,, h < k‘,
dokéze se spadno (opét indukei), e P, lze volit tak, aby obsahoval
dany P, . "aké je patrné, Ze Q,,_, obsahuje nekonedns mnoho linesr-
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nich podprostori P; maximalni dimense, a pro m = 4 jich libovolns
danym bodem H kvadriky Qm_. prochazi nekoneéné mnoho, kdezto
pro m = 3 jenom dva. )

V redlném oboru zavisi maximalni dimense k& linedrniho podprostoru
regularni kvadriky Q,-, na jeji signatufe (p,q) - Jeito nezilezi
na orientaci, miZzeme predpoklidat, Ze p = q . Podle (100.6) a podle
véty 100.3 je

(106.2) p+qg=m-+1.

Proq = 0 je Qun—y formalné redlnd a neobsahuje Zidné resiné body.
Prog=1je Qu- eliptickd a podle véty 102.3 neobsshuje Z4dné
reilné piimky. Pro ¢ > 2 viak Q,_, obsahuje linearn{ podprostory
a jejich maximalni dimense je rovna k =q— 1. Dikaz e opét pro-
vede indukei na zakladé véty 102.2, kde si tentokrat musime viimnout
i Gasti tykajici se signatury; dikaz je tak podobny vySe provedenému
diikazu pro komplexni obor, Ze jej mizeme prenechat ¢teniti. I v redl-
ném oboru plati, Ze kazdy bod na Q._, a kazdy v Q,,_, obsafeny
linearni podprostor niz§i dimense je obsaZen v linedrnim prostoru
maximalni dimense obsaZeném v Q_; .

Jetto k = ¢ — 1, miizeme ze (106.2) vypotist signaturu, zname-li
k. Je-li tedy Qn_, bodové redlni regularni kvadrika prostoru P,
a je-li Q;,_, bodové redlna reguldrni kvadrika prostoru P, | potom
v dtsledku vét 100.3, 101.1 a 101.2 existuje kolineirn{ zobrazeni
prostoru P, na prostor P, prevadéjici Qm-; V Qn-1, pravé kdys
maximalni dimense linedrniho podprostoru je taz u kvadriky Q,,_,
jako u kvadriky Qn_1- -
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