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XI1I
IMAGINARNI ELEMENTY

88. KOMPLEXNI CISLA. V této knize jsme dosud uzivali skoro
vyhradné (aZ na ¢lanky 42, 43, 64 aZ 68 prvého svazku) pouze redingch
¢isel. V algebie se v3ak, jak znamo, velmi ¢asto uziva obecnéjsich
komplexnich ¢isel. Hlavnim divodem toho je ta okolnost, Ze algebraicka
rovnice s redlnymi koeficienty (na p¥. rovnice z? + 1 = 0) nemusi
v oboru reilnych é&isel mit Zédny kofen, kdezto v oboru komplexnich
¢isel plati t. zv. zdkladni véta algebry, podle niz kazd4 algebraicka
rovnice ma aspoi jeden kofen.

Nyni bude tcelné shrnout si znamé zakladni definice z nauky o kom-
plexnich ¢islech. V nasledujicim bude nékdy téelné oznadit R mnozinu
viech realnych ¢isel, R(i) mnoZinu viech komplexnich  éisel. Pii
vykladu zakladnich definic bude Gdelné znacit realna ¢isla latinskymi
pismeny, komplexni ¢isla pak zpravidla feckymi pismeny.

Komplexni ¢islo « je podle definice uspofadana dvojice (a, , a,)
realnych ¢isel, z nichZ prvé a, se jmenuje redlnd édst, druhé a, imagi-
ndrnt dst komplexniho ¢&isla « ; oznadeni:

a, = Re.x, a, = Im.x .
-

Pri tom se ¢ini dohoda, Ze komplexni é&islo (a,, 0), jehoZ imagindrni
¢ast je rovna nule, se ztofoZnuje s redlnym Eislem a, . Naproti tomu
komplexni éislo &« = (a,, a,), jehoz imaginarni ¢ast a, je riznd od
nuly, se jmenuje imagindrni ¢islo. Tedy v nasi terminologii mnoZina
komplexnich ¢isel se rozpadd na dvé mnoziny bez spoleéného prvku:
ne mnozinu ¢isel redlnych a na mnoZinu -&sel imaginarnich. Budiz
pro jasnost pripomenuto, Ze vySe definovani imaginarni Cést a,
komplexniho é&isla « = (a, , a,) neni imaginarnim &islem, nybrz pravé
naopak realnym ¢islem.

Komplexni éislo (0, a,), jehoZ redlna &ést je rovna nule, se azyva
tasto ryze imagindrnim &islem, avsak vétSina autord se vzpird tomu,
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poditat mezi ryze imaginarni disla také dvojici (0, 0), kterou podle
piedchézejiciho je tfeba ztotoznit s realnym éislem O . NezaleZi na tom
mnoho, protoze pojem ryze imagindrniho ¢isla nema Zidnou zasadni
dilezitost.

Tak jako u redlnych ¢isel, mame i u komplexnich ¢isel dva zdkladni
poletni vykony: séitani a nasobeni. Podle staré tradice je zvykem
mluvit o dtyfech zakladnich poéetnich vykonech: séitdni, odéitani,
nasobeni a déleni. Toto stanovisko, stale jesté velmi icelné pro narodni
8kolu, malo vyhovuje dne$nimu stavu algebry jakoito védy, jezito
odéitani je definovatelné pomoci séitani, déleni je definovatelné
pomoci nasobeni, a je trochu archaické poéitat odéitini a déleni mezi
zdkladni pocetni vykony.

Piipomerime si formalni definice séitani a nasobeni. Jsou-li

& = (a,,a,); B = (b, by)

dvé komplexni éisla, je jejich souctem komplexni ¢islo

(88.1) x+pf=1( +b,a +by),
jejich souéinem pak je komplexni &islo
(88.2) af = (@b, — asb; , @b, + ashy) . -

Uvédoméme si, ze jestlize & , § jsou realnd ¢isla, t. j. jestlize a, = 0,
b, = 0, je soutet « + £ nové definovany nalevo v (88.1) totoiny
se souctem napravo znamym z theorie realnych ¢isel a Ze stejna
situace je i se sou¢inem «f v (88.2) v pripadé, Ze obé éisla ~ , B jsou
realna. .

Zikladni vlastnosti séitdnf a nasobeni komplexnich ¢isel se daji
shrnout v nasledujici pravidla:

Séitani komplexnich ¢isel je vykon asociationi, t. j.

(88.3) (x+f+y=a+F+7)

a vykon komutativni, t. j.
(88.4) x+pf=f+a.

Rovnéi tak i nasobeni komplexnich éisel je vykon asociativni, t. j.
(88.5) (xB)y = (By)



a vykon komutativni, t. j.
(88.6) ‘ aﬂ = ﬂa .

Dale je realné ¢islo 0 = (0, 0) neutrdlnim pfi sCitdni, t. j.

(88.7) x+0=0+a =u;
podobns je realné é&islo 1 = (1, 0) neutrdlnim“pFimdsobent, t. j.
(88.8.) al =la = .

Dalsi vlastnost séitini je, Ze ke kazdému komplexnimu éislu & =
= (a, , a,) mame pravé jedno opaéné &islo — x charakterisované tim, Ze

&+ (—a)=(—&«)+a=0,

totiz ¢islo — &« = (—a,;,— a,) . Prislu$na vlastnost ndsobeni je,
ze ke kazdému komplexnimu é&islu o = (a,, a,) s jedinou vyjimkou
¢isla 0 mame pravé jedno pfevrdcené &islo a—! charakterisované tim,
Ze

x.x”l=a"1, 6 =1,

v w?

totiz ¢islo

a a
0‘—1:(:1 z’—zzz)'
ai + a; ai + a3
Dosud pfipomenuté vlastnosti se tykaly zvlast séitani a zvlast naso-
beni. T. zv. distributivn{ zdkon pravi, Ze

(88.9) (x + By = ay + By
jakoZ i Ze
(88.9') y(x + B) =y +¥8;

oba tvary (88.9) a (88.9") distributivniho zdkona jsou oviem navzijem
ekvivalentni v disledku (88.6).

Pravé vyjmenované vlastnosti séitani a nasobeni komplexnich é&isel
se v algebfe vyjadfuji tim, Ze souhrn vSech komplexnich &isel tvofi
téleso. Rovnéz tak souhrn vsech realnych éisel tvoii téleso.

U télesa redlnych &isel mame pfirozené uspofadani definované
vztahem ,,mensi nez“ (a < b). Tento vztah ma, jak zndmo, nasledu-
jici dvé vlastnosti:

1. Zdkon monotonie séitdni. Jsou-li a, b, ¢ redlna cisla a je-li
a<b,jetakéa +c<b+c.
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2. Zdkon monotonie ndsobeni. Jsou-li @, b, ¢ redlnd éisla a je-li
a<b,c>0,jetaké ac < bc.

Vzhledem k témto dvéma vlastnostem se v algebfe fika, Ze realna
disla tvoii usporddané téleso. Naproti tomu komplexni ¢isla netvofi
uspoidadané téleso. Nicméné dileiZity pojem absolutni velikosti (nebo
absolutni hodnoty) se da rozsifit i na ¢isla komplexni. Absolutni
velikosti komplexniho d&isla « = (a,,a,) rozumime redlné C¢Eislo
Va2 + a2, které znadime |«| . Je-lia, = 0, t. j. je-li « redlné, je oviem
|| =a, proa, =20, |a] =—a, proa, <O0.

Zakladni vlastnosti absolutni velikosti jsou, jak zndmo, tyto:

1. 10| =0, ale pro x + 0 je x| > 0.

2. |o + Bl < o] + ] -

3. |op| = |af . |B] .

Velkou dulezitost ma pojem komplexné sdruZeného éisla ke komplex-
nimu &islu & = (a, , a,) , které oznadime «*. Jak znamo, je a* = (a, ,
— a,), takze:

o = a*, prdvé kdyt « je redlné.

Zakladni vlastnosti tohoto pojmu jsou, jak znamo:

(88.10) (x + B)* = a* + B*,
(88.11) (xB)* = «*p*,
(88.12) (x*)* = .

Vlastnosti (88.10) a (88.11) je v algebfe zvykem vyjadfovat tak,
Ze pravime, Ze prechod od komplexniho é&isla « ke komplexné sdruZe-
nému ¢&islu «* je automorfismus télesa komplexnich ¢éisel. Dusledkem
rovnic (88.10) a (88.11) jsou rovnice

(88.13) (—a)* = —(a¥),

(88.14) (a=1)* = (a%)72,
kde v (88.14) oviem a« + 0.

Zbyva prejit k obvyklému zptsobu psani komplexnich &isel.
Je zvykem psat

(88.15) 0,1) =i,
takZe podle (88.2) je i? = — 1. V dusledku (88.1), (88.2) a (88.15)
muZeme komplexni ¢islo « = (a, , @,) psat v obvyklém tvaru a, + a,i .

»
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89. KOMPLEXNI VEKTORY. Budi# nyni dan vektorovy prostor V
ve smyslu ¢lanku 10; jeho vektory, které budeme jako dosud znadit
u, v a pod., nazveme rediné vektory a zavedeme novy pojem komplexniho
vektoru (ktery made zakladnich definic pro Jasnost vyznacime
vodorovnym pruhem nahofe) takto. Komplexni vektor u je uspofa-
dané dvojice (u, , u,) redlnych vektord, z nichz prvy u, se jmenuje
realna cast druhy U, IMagindrng cas"Eomplexmho vektoru u ; oznadeni:

= Re.u; u, = Im.u.

P#i tom se ¢ini dohoda, Ze komplex_m vektor (u, , 0) , jehoZ imaginarni
casti je nulovy vektor, se ztotoznuje s realnym vektorem u, . Naproti
tomu komplexni vektor u = ( u, u,), jeho? imagindrni ¢&ast u,
Je nenulovy vektor, se jmenuje zmagmarm vektor. Tedy mnoiina
vsech komplexmch vektorii, kterou oznacime V(i) , se rozpada na mno-
Zinu viech realnych vektord a na mnozinu vech imaginarnich vektori.
CJdsouldi
‘??("1;"2) v =1{(v,v,)

dva komplexni vektory, nazveme jejich souftem a oznacime u + v
komplexni vektor 0

(89.1) UV =(u Fv Uty
JestliZe u , v jsou realné vektory, t. j. jestlize u, = 0 ,v, = o, je soucet
U + v nové definovany nalevo v (89.1) totozny se soudtem ve smyslu
sé{tani v prostoru V.

Je-li u = (u,, u,) komplexni vektor a je-li & = (a, , a,) komplexni
¢islo, nazveme jejich souéinem a oznadime xu nebo « . u komplexni
vektor

(89.2) xu = (a,u; —azu,, a,u, + a,u )

Je-li u redlny vektor a je-li « realné éislo, t. j. je-li u, =0,a, =0,
je soudin au nové definovany nalevo v (89.2) totozny se soucinem
puvodné definovanym ve V.

V disledku (89.1), (89.2) a (88.15) muZeme komplexni vektor

u = (u,u,) psat v obvyklem tva,ru u, + iu,, nebot u, = (u,,0),
4y = (uy, o)

“”_Ke komplexnimu vektoru u = (u,, u,) neboli u = u, + iu, je
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‘komplexné sdruienym komplexm vektor (ur, u,) neboli u, — iu,,
ktery oznaéime u*. Je u = u*, pravé kdyZ u je redlny vektor. Mimo to

(89.3) (U + v)* = u* 4 v*
(89.4) (ct)* = o* ., u*, '
(89.5) (u*)* = u.

Jsou-li u, v, w komplexni vektory a jsou-li « , # komplexni &isla,
potom podle predchézejicich definic je:

(89.6) Uu+t+v=v+4u;
(89.7) W+v)+w=u+(v+w
(89.8) 0.u=o9;

(89.9) a(u + V) = ot + av;
(89.10) (x + B)u = au + Bu;
(89.11) x(fu) = («f)u ;

(89.12) - l.u=u.

Vlastnosti (89.6) az (89.12) se lidi od vlastnosti (10.1) az (10.7) pouze
tim, Ze misto redlngjch Gisel a , b mame nyni komplexni éisla o, § .

V ¢lanku 10 jsme nazvali vektorovym prostorem mnoZinu jakych-
koli matematickych objektt (zvanych vektory), je-li definovano séitant
vektoru (soudet je vektor) a nasobeni redlného ¢islas vektorem (souéin
je vektor) tak, Ze plati pravidla (10.1) aZ (10.7); misto nazvu vektorovy
prostor uzijme nyni ur¢itéjstho ndzvu vektorovy prostor nad R , kde R,
jak jsme se dohodli na str. 74, znamend mnozinu viech redlnych cisel.
Budeme mluvit o wvektorovém prostoru nad R(i) v pripadé, Ze vedle

_s¢itani vektora je definovéno nasobeni komplexniho é&sla vektorem
(soudin je zase vektor) tak, Ze plati pravidla (10:1)aZ (10.7), pki éemz

“v3ak nyni pismena @, b v (10.4) az (10.6) znamenap 'komplexni ¢isla.
Je#to reilna &sla jsou zvlddtnim piipadem komplexnich é&isel, je pa-
trné, ze kaZdy vektorovy prostor nad R(i) je zdroveri téZ vektorovym pro-
storem nad & . 7 '

Z predchazejiciho je patrné, Ze je-li V libovolny vektorovy prostor
nad R (jehoz prvky jsme nazvali realnymi vektory), potom mnozina_
V(i) komplexnich vektorua (které jsme definovali jako dvojice realnych

]
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vektorit) tvoii vektorovy prostor nad R(i). Pravime, Ze V(i) je
Feoniplerni rozdifent prostoru V. ‘ - )

O vektorovych prostorech nad R jsme v prvém svazku odvodili
fadu vét, z nichZ vétSina se opird pouze o to, ze R je téleso,takze
zlistavd v platnosti (pfi zameéné realnych éisel komplexnimi) i pro
vektorové prostory nad R(i). Je predevsim zcela jasné, Ze (10.8) aZ
(10.18) plati i pro vektorové prostory nad R(i) , jestlizea, b, a,, ..., a,
jsou ¢isla komplexni.

Je-li ¥ vektorovy prostor nad R , definovali jsme v élanku 11 pojem
linearni soustavy W obsaZené ve V, kterou muZeme nazvat urcitéji
linedrni soustavou nad R . Je-li ¥ vektorovy prostor nad R(i) , mame
vedle tohoto pojmu je$té daldi pojem linedrni soustavy mad R(i)
charakterisované opét vlastnostmi (z) a (b) ze str. 31 prvého svazku
8 tim rozdilem, Ze v (b) znamend x libovolné komplexni &islo. Zcela
stejnd je tomu i s dal$imi pojmy zavedenymi v ¢lanku 11; mluvme nyni
uréitéji o linedrnich kombinacich nad R a o linedrni zdvislosti nad R ;
je zfejmé, co je rozumét pod linedrnimi kombinacemi nad R(i) a pod
linedrni zdvislosti nad R(i). I pro tyto nové pojmy plati véty 11.1
az 11.5. Jako v élanku 11 budiz .

(89.13) {uy, ..., u}
mnozina vSech linedrnich kombinaci nad R vektori
(89.14) Uy, ooy Uy,

kdezto mnoZinu vsech linedrnich kombinaci nad R(i) tychz vektord
(89.14) oznalime
(89.15) {uy, ..., ).

Jsou-li (89.14) redlné vektory a znamena-li W linedrni soustavu nad R
(89.13), potom zfejmé (89.15) je jeji komplexni rozsifeni W(i) .
Jestlize vektory (89.14) jsou linedrné nezavislé nad R(i) , jsou zfejmé
t(?-ﬁnearne nezav1sle nad R . Opak neplati, nebot je-li u + o , dokaze
“se snadno, Ze vektory u, iu jsou lineirné nezdvislé nad SR aviak
linedrné zdvislé nad R(i) . Jestlize viak (89.14) jsou redlné vektory,
které jsou linedrné nezavisié nad R , potom (89.14) jsou také linedrné
nezéavislé nad R(i) . Nebot je-li

(@, + ib)u; + ... + (@, + ib)u, = 0,
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dostaneme porovnénim realnych a imaginarnich ¢asti
au, + ... +au, =0; bu +...+bu, =o0.
Jetudiza, =... =a,=0,b, =... =b, =0 a tedy téz a, + ib, =
= .. :ak+ibk:0.
Ctenaf sim uz si podrobné promysli podobné zmény definic a vét
z ¢lankd 12 az 14. U linedrni soustavy W nad R(i) musime rozliSovat
-mezi basi nad R abasinad R(i); je-li (89.14) base nad R(i) pro W, potom
Uy, ..., Uy, iy, ..., luy

je base nad R . Jestlize tedy W ma dimensi nad R(i) rovnou m , potom
W mi dimensi nad &R rovnou 2m .

Je-liu,, ..., u, base (nad R) linedrni soustavy ¥ nad &, je zaroveri
u,, ..., u, base nad R(i) linedrni soustavy V(i) nad R(i), takie di-

mense V¥ nad R je rovna dimensi V(i) nad R(i) .

Pokud se tyte pojmu isomorfismu, poznamenejme toto: Jsou-li
V, V' vektorové prostory nad R(i), potom 1som0rf1smus mezi V a V'
nad R (1) je zaroveti isomorfismem nad R ; opak oviem nepla,i;l. Jsou-li
vak Y. V' isomorfni vektorové prostory nad W a je-li dan urdity
isomorfismus fnad K mezi ¥V a¥’,lze f rozsifit, a to pravé jednim zpuso-
bem, v isomorfismus ¢ nad R(i) mezi (i) a V'(i). Takovy isomorfis-
mus ¢ nad R(i) mezi V(i) a V'(i), pii kterém V prejde ve V', nazveme

realnym zsomorfzsmem mezi V(i) a ¥'(i) . Pro kazdy komplexni vektor u
je potom zfejmé

@(u*) = [p(u)]*,
kde * znamena komplexné sdruZeny vektor.

Vzpometime je$té pojmu dvojice duilné sdruzenych vektorovych
prostortt V, V zavedeného v &lanku 49!) pomoci vlastnosti (49.1) aZ
(49.6), pfi éemz a ve (49.3) a (49.4) znamend libovolné reilné dislo.
To byla dudlni sdrufenost nad R . Jestlize V , V jsou vektorové prostory
nad R(i), definujeme jejich dudlni sdruZenost nad R(i) docela stejné
az na to, Ze nyni a znamend libovolné komplexni ¢éislo. Véty 49.1
az 49.6 se tykaly dudlni sdruZenosti nad R ; stejné znéjici véty plati
také nad R(i) .

1) Stejné jako v &lanku 74 a v fadé dalsich élankl uZijemne i zde vinitého pruhu
misto vodorovného pruhu, kterého jsme uZili v ¢lanku 49.
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Budtez V, V dva vektorové prostory nad R, duilné sdruzené nad
R pomoct relace d(u , u) . Zfejmé lze relaci d pravé jednim zpisobem
roz8ifit v dualni sdruZenost nad R(i) mezi V(i) a V(i) : stai poloZit

_ d(uy +iu,, u, + i&zz =
=d(u,, u) —d(uy, up) +i[d(u,, u,) + d(u,, u,)].
Pro takto vzniklou dudlni sdruzenost nad R (i) miame zfejmé
(89.16) d(u*, u*) = [d(u, u)]*.
Dale plati v tomto pripadé: Je-li W linedrni soustava nad R obsatend

ve V a je-li W jeji dudini obraz nad R ve V , potom dudlni soustava W(i)
nad R(i) obsafend ve V(i) ma W(i) za dudlni obraz nad R(i) ve V(i) .

90. KOMPLEXNI BODY. Budiz din eukleidovsky prostor E,
body nazveme redlné body. Budiz Y,, zaméfeni prostoru E,, , t. j. mno-
zina vSech vektori prostoru E, , které budeme nazyvat redlnyms
vektory. Komplexhi vektor je potom podle &lanku 89 dvojice u —
= (u,, u,) realnych vektort, pfi ¢emZ dvojici (u,, o) povaZujeme
za totoZnou s redlnym vektorem u, .

Zavedeme nyni pojem komplexniho bodu takto. Komplexni bod
je uspofadana dvojice (4 , u) sloZzena z reidlného bodu 4 a z redlného
vektoru u . Je-li u = o, povazujeme komplexni bod (4 , u) za totozny
s redlnym bodem 4 . Je-li vSak u + o, mame {magindrni bod (4 ,u),
ktery neni totozny s Zddnym realnym bodem. MnoZinu v3ech komplex-
nich bodi oznadéime E, (i) a nazveme ji komplexnim roz§ifenim pros-
toru E,, ; pravime, Ze E, (i) je eukleidovsky prostor nad R(i) . Prostor
E,.(i) obsahuje jednak realné body, které tvofi redlny prostor E,, ,
jednak imaginarni body. Stejné jako u €isel a u vektori v nasi termi-
nologii i u bodi nidzev komplexni je shrnutim obou nazvi: reilny
& imaginarni.

Redlny bod A nazveme redlnou Cdsti a redlny vektor u imagindrni
édsti komplexniho bodu (4 , u) ; oznadeni:

A = Re.(4,u); u=1Im(4,u).
Tedy imaginarni ¢ast komplexniho bodu neni bod, nybrz vektor.

Jsou-li (4, u); (B, v) dva komplexni body, nazveme jejich rozdilem
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a oznadime

(90.1) (B,v)—(4,u)
komplexni vektor AT
(90.2) (B—A,v—u).

Jsou-li dané body realné, t. j. je-li u =0, v = 0, jsou komplexni
body (4, u), (B, v) podle dohody uéinéné v tomto ¢lanku totoZné
srealnymi body 4 , B ; to je v souhlase s tim, Ze jeZto nyniv—u = o,
podle dohody ué¢inéné v ¢lanku 89 komplexni vektor (90.2) je v uvaZzo-
vaném piipadé totoZny s redlnym vektorem B'— 4 .

Souctem komplexniho bodu (4 , u) a komplexniho vektoru (w, , w,)
nazveme komplexni bod

(90.3) (A +w,,u+w,).
Je-li bod (4, u) redlny a je-li také vektor (w, , w,) redlny, t. j. je-li
u = o, w, = o, potom podle uéinénych dohod je bod (4 , u) totozny
s realnym bodem A , vektor (w,, w,) totoiny s redlnym vektorem w,
v souhlase s tim, Ze jeito u 4+ w, = 0, je v uvaZovaném p¥ipads
soudet (90.3) totoZzny s dfive definovanym souétem 4 + w, .

Z pravé vyslovenych definic plyne, Ze jsou-li (4 , u), (B, v) kom-
plexni body a je-li (w, , w,) komplexni vektor, potom rovnice

(90.4) (B,v)— (4, u) = (w,, w,)
znameni totéz jako rovnice
(90.5) (A, u) + (w,, w,) =(B,v).

Zobecnéme na komplexni body pojem stiedu dvojice bodi, zavedeny
pro realné body uZ v élanku 4. Jsou-li (4, u), (B, v) libovolné dva
komplexni body, nazveme stfedem dvojice (4 , u); (B, v) komplexni
bod

[3(4 + B), #(u +v)],
coz v piipadé redlnych bodi, t. j. pro u =0, v = o je v souhlase
s definici éldnku 4. Dale pfeneseme na komplexni pfipad pojem
umisténi vektoru, zavedeny pro realny piipad v ¢lanku 5. O uspofiddané
dvojici komplexnich bodi

(90.6) (4,u); (B,v)
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pravime, Ze uréuje komplexni vektor (90!4); také pravime, Ze dvojice
(90.6) je umisténim tohoto vektoru; bod (4, u) se jmenuje poédteéni
bod, (B, v) koncovy bod tohoto umisténi. Libovolné dany komplexni
vektor (w,;, w;) ma privé jedno umisténi, pfi kterém libovolné dany
komplexni bod (4, u) je pofateénim bodem; koncovy bod tohoto
umisténi je (90.5). Jako v realném pripadé plati, Ze dvojice komplex-
nich bodu (90.6) uréuje tyz komplexni vektor jako dvojice
(4',uv);  (B,v),
pravé kdyz dvojice
(4,u); (B',v)
ma tyz stfed jako dvojice
(4, u’); (B,v).
Ke komplexnimu bodu (4 , u) komplexné sdruZenym bodem je bod
(4 , — u), ktery oznadime (4 , u)*. Je
(4,u) =(4,u)
pravé kdyz u = o, t. j. pravé kdyz (4 , u) je redlny bod. Vzdy je
(4, u)** = (4, u).
K rozdilu (90.4) dvou komplexnich bodii (4 , u) ; (B, v) je komplexné

sdruzeny rozdil
(A ) U)* - (B ’ V)*.
K soudtu (90.5) komplexniho bodu (4, u) a komplexniho vektoru
(w,, w,) je komplexné sdruzeny soucet
(A H U)* + (wl ’ w2)’|"'

Ke stfedu dvojice komplexnich bodd (4, u); (B, v) je komplexné
sdruZeny stfed dvojice {4 , u)*; (B, v)*.

Zbyva provést prechod k obvyklému tvaru zipisu komplexniho
bodu. Podle definice souétu komplexniho bodu s komplexnim vektorem
je

(A,l.l) Z(Av°)+(°!u))

av8ak podle piedchézejiciho je (4 ,0) = 4 ; (o, u) = iu. Tedy
(90.7) (A,u) =4 +1iu.
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Definice sou¢tu komplexniho bodu s komplexnim vektorem a definice.
rozdilu dvou komplexnich bodti maji v obvyklém oznadeni tvar:

(90.8) (4 + iu) + (w, +iwy) = (4 + w,) +i(u + w),
(90.9) (B +iv)— (4 +iu) = (B—A4) + i(v—u).

Dosavadni definice podavaji exaktni ziklad k preneseni affini
geomelrie eukleidovského prostoru z realného pripadu, podrobné stu-
dovaného v prvém svazku, na pfiklad komplexni. Dikazy v komplex-
nim pfipadé jsou skoro doslova stejné jako v redlném piipadé, takze
sta¢i jenom struéné shrnout hlavni vysledky, coz bude provedeno
v nésledujicim ¢lanku. K pfeneseni metrické geometrie eukleidovského
prostoru na komplexni pfipad je tfeba predevsim definovat v kom-
plexnim oboru pojem skalarniho souéinu. To odlozime aZ do kapitoly
XIIT.

V tomto ¢lanku si jeSté preneseme na komplexni pfipad pojem
linedrni soustavy soufadnic; jeito metrické ivahy zatim odkldddme,
nebudeme si na tomto misté viimat kartézské soustavy. Vime z ¢lanku
16,.ie linedrni soustava soufadnic

(90.10) (Piey, ... e
v prostoru E,, je dina, zvolime-li libovolné v prostoru E,, jednak bod
P, zvany poéitkem soustavy, jednak basi e,, ..., e, prostoru E_,

t. j. basi pro zaméfeni V,, prostoru E,, . Vime, Ze kazdy vektor u pro-
storu E,, lze pravé jednim zpisobem psat ve tvaru

(90.11) u=ue + ...+ Uy, ;
realnd ¢isla u, , ..., u,, jsou soufadnicemi vektoru u a piSeme
(90.12) U={(U,...,%).

Podobné kaidy bod X prostoru E,, lze psat pravé jednim zpisobem
ve tvaru

(90.13) X =P+ z0 + ... +2pep;
realna ¢isla z, , ..., z,, jsou soufadnicemi bodu X a piseme
(90.14) X =[2;, .., Zm].

Ziejmé viak obecnéji kazdy komplexni vektor u lze psit praveé jednim
zpuisobem ve tvaru (90.11) a kazZdy komplexni bod X ve tvaru (90.13),
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pfi ¢emz ovSem koeficienty u,, ..., 4, v (90.11) a koeficienty =z, , ...
cee s Ty v (90.13) budou komplexni éisla; rozsifime proto oznadeni
(90.12) a (90.14) i na komplexni pfipad. Zikladni poletni vykony
8 vektory a body jsou vyjadfeny formulemi
(uy, ®) + (v;, @) = (v, +v,,0),
a.(u,, ® = (au,, ®),
[xli.] +(u1!.) Z[IL +u1v.]
(y,, 8] —[z,, 8] = (4, —=,,0).
Uvedme jesté, Ze stied dvojice bodua [z, , @]; [y, , ®] je dén vyrazem
3z, +9,), @].
VSecky tyto formule zustavaji spravné i v komplexnim pripadé.
K nim pristupuji jesté formule
' (%, ®)* = (uy , @),
[Il ’ .]* = (xr ’ .] s
vyjadfujici pfechod ke komplexné sdruZenym elementiim.

91. LINEARNI PODPROSTORY PROSTORU E,(i). Budiz dan
m-rozmérny eukleidovsky prostor E,, nad R . V ¢lanku 18 jsme zkou-
mali, které k-rozmérné eukleidovské prostory E, nad R jsou vnofeny
do E,, , t. ]. jsou obsazeny v E,, jako ¢ast, pfi temz vzdalenost kterych-
koli dvou bodd prostoru E, v tomto prostoru je rovna vzdalenosti
tychz dvou bodt, poéitané v prostoru E,, . Poznali jsme predevsim,
Ze musi byt k < m, pifi éemZ pro k = m mame pouze tu moznost,
Ze E, splyne s celym E,, .

Eukleidovské prostory E; vnofené do E,, jsme také nazvali linedrnimi
podprostory prostoru E,, . Na citovaném misté jsme poznali, Ze je-li
E, vnofen do E,, potom zaméfeni prostoru E,, t. j. mnozina v3ech
vektort lezicich v E, , tvofi k-smér V., t. j. linedrni soustavu dimense &
obsaZenou v zaméfeni V,, prostoru E, . Obricené, je-lidan v prostoru
E,, libovolny bod A a libovolny k-smér V,, potom bodem 4 prochazi
pravé jeden E, se zaméfenim V, , ktery jsme oznadéili

(91.1) E.={4;V,}
neto

(91.2) E,={A;u,,...,u},
je-li u,, ..., u, kterakoli base k-sméru V, .
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Budiz nyni E,(i) komplexni rozsifeni prostoru E, , E,(i) komplexni
rozdifeni prostoru E, . Plati-li (91.2), potom zfejmé E,(i) je mnoZina
vSech bodua tvaru

(91.3) A+ zu, + ... + xu,

kde z,, ..., x, jsou libovolnd komplexni é&isla. Plati-li (91.1) nebo
(91.2), piSme

Edi) = {4 ; VilDh,

Ei)={4;u,,...,u}.

Pravime, Ze E,(i) je rediny linedrni podprostor dimense k prostoru E, (i) .
Takovy realny linearni podprostor eukleidovského prostoru E,,(i) nad
R(i) se tedy sklada jednak z realnych bodu, které tvoii linedrni pod-
prostor E, téze dimense k prostoru E,, , jednak z dalsich imaginarnich
bodu.

Obecnéji nazveme linedrnim podprostorem dimense k prostoru E,, (i)
mnozinu, kterou oznacime

(91.4) {A; W}, .

Pii tom je A libovolné zvoleny (realny nebo imaginarni) bod prostoru
E. (i), W, je libovolna linedrni soustava dimense k nad R(i) obsaZens
ve V,.(i) , pfi temz se-muZe, ale nemusi stit, Ze existuje linedrni soustava
V. nad R obsazena ve V,, pro kterou W, = V,(i). MnoZina (91.4)
se sklada ze viech komplexnich bodu tvaru 4 + w, kde w probihd
viecky komplexni vektory obsazené ve W, . Je-liu,, ..., u, libovolna
base nad R(i) pro W,, potom (91.4) se skldda ze vSech bodi tvaru

(91.3), kde z,, ..., 2 jsou libovolnd komplexni éisla a misto (91.4)
piseme téz
(91.5) {A;u,...,u}.

Viimnéme si, Ze je-li B libovolny komplexni bod nélezejici do (91.4), je
{4; W}y ={B; Wi},.

Existuje-li linedrni podprostor E, dimense k prostoru E, , pro ktery

plati
{4; W5 = Edi),

pravime, ze (91.4) je redlny; v opacném piipadé (91.4) je imagindrni.
ZaméFenim podprostoru (91.4) rozumime W, ; je to mnozZina viech
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komplexnich vektori tvaru ¥ — X , kde X , Y jsou libovolné dva body
podprostoru (91.4); zaméfeni W, se jmenuji rediné, existuje-li k-smér
YV, prostoru E,, tak, ze W, = V,(i); v opa¢ném pripadé se W, jmenuje
magindrni. Zaméfeni realného podprostoru (91.4) je reilné; obracené,
jestlize zaméfeni podprostoru (91.4) je reilné, potom podprostor
(91.4) budto je realny nebo neobsahuje Zadny realny bod.

Pro k = 1 nazyvame (91.4) pifimkou prostoru E,(i), pro k& —= 2
rovinou prostoru E, (i) . Pfimka ncbo rovina prostoru E, (i) je budto
realnd nebo imagindarni; je-li realnd, je komplexnim rozsifenim pfimky
nebo roviny prostoru E,, . Dvéma riznymi body 4 , B prostoru E,(i)
prochézi praveé jedna pfimka prostoru E, (i) , totiz pfimka {4 ; B—A4}, ;
struéné mluvime ¢asto prosté o pfimce 4B . Jsou-li body A4 , B realné,
muzZe arci vzniknout pochybnost, zda ,,pfimka A4 B* znamena piimku
prostoru E,, ¢i pfimku prostoru E,.(i) ; ¢asto na tom mnoho nezileZi,
protoze obé piimky urcuji jedna druhou jednoznac¢né: pfimka prostoru
E, je mnozinou vSech reilnych bodu uvaZované pfimky prostoru
E,(i), pfimka prostoru E,(i) je komplexnim rozsifenim piimky
prostoru E,, .

Budiz A imaginarni bod, tedy 4 = A4, 4 iu, kde 4, = Re. 4 je
redlny bod, u = Im. 4 je nenulovy realny vektor. Bodem 4 prochazi
realna pfimka {4, ; u}; a je to jedind realnd piimka prochédzejici bodem
4 , nebot jestlize redlna pfimka obsahuje imaginarni bod 4 , obsahuje
také komplexné sdruZeny bod A* a tedy splyne s piimkou A4A4*.
Tedy tmagindrnim bodem A prochdzi prdvé jedna redlnd pfimka, toti
primka AA* neboli pfimka {Re. 4 ; Im.A4}, .

Pojem rovnobéznosti zavedeny v ¢lanku 19 se pfenese beze zmény
na linearni podprostory prostoru E,,(i); rovnéz tak i ivahy o vzajemné
-poloze dvou linedrnich podprostorti provedené v Clancich 20 az 25.
To plati i o uvahach ¢lanku 24, které se pienesou beze zmény na line-
arni soustavy nad R(i) .

Budiz W, linearni soustava dimense & nad (i) obsazena ve V,(i) ;
W, je redlnd v ptipadé, ze W, = V. (i), kde V, je linedrni soustava
dimense ¥ nad & obsazend ve V,, ; neexistuje-li takova V., je W,
tmagindrni. V kazdém pripadé mnozZina viech vektorid komplexné
sdruzenych s jednotlivymi vektory nalezejicimi do W, tvofi opét
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linedrni soustavu dimense k£ nad R(i) obsazenou ve V,(i), kterou na-
zveme komplexné sdrufenou s W, a oznaéime W' . Ziejmé Wp* = W, .
Jestlize W, je redlna, je W) = W, . Obricené predpoklidejme, Ze
W) = W, ; dokdZeme, Ze W, je reilnd. UvaZme nejprve, Ze jestlize
W, obsahuje komplexni vektor u + iv, potom W, obsahuje také
komplexné sdruieny vektor u—iv, a tudiZ i oba redlné vektory
u, v, nebot u, v jsou nad R(i) linearné zavislé na u + iv, v —iv.
Z toho plyne nejprve, Ze W, obsahuje aspoii jeden nenulovy realny
vektor. Obecnéji necht uz vime, ze W, obsahuje s mezi sebou linearné
nezavislych realnych vektori
(91.6) U, ..., u,.

Je-lis < k, obsahuje W, vektor u -+ iv , ktery neni linedrni kombinaci
nad R(i) vektord (91.6). Podle predchazejiciho W, obsahuje oba reilné
vektory u, v, z nichZ jisté (aspoil) jeden neni linedrni kombinaci
vektort (91.6); pripojime-li jej k (91.6), dostaneme s + 1 mezi sebou
linearné nezavislych redlnych vektorii. Z toho plyne indukei, Ze W,
obsahuje t mezi sebou linearné nezavislych redlnych vektort u,, ...
eoo, U, takze W, =V, (i), je-liV, = {u,, ..., u}.

Je-li (91.4) linearni podprostor dimense k prostoru E,(i), potom
také mnoZina {A*; W[}, kterou oznadime téz {4 ; W,}¥ a kterd
se skldda ze vSech bodt komplexné sdruzenych s jednotlivymi body
z (91.4), tvofi linearni podprostor dimense k prostoru E,(i) ; nazveme
jej komplexnd sdrufenym s (91.4). Ziejmé {4 ; W}* = {4 ; W,}.
Jestlize podprostor (91.4) je realny, ziejmé splyne s podprostorem
komplexné sdruzenym. Obracené piedpoklidejme, Ze (91.4) splyne
s podprostorem komplexné sdruzenym. Potom je pfedevsim W, =
= W}, takie podle predchoziho je W, = V,(i), kde V, je linedrni
soustava dimense k nad R obsazens ve V, . Dile vSak (91.4) vedle
bodu A = 4, + iu obsahuje téZ bod 4* = 4,— iu, a tudiz vektor
A — A* = 2iu nalezi do W,, takie (91.4) obsahuje reilny bod
A = A, — iu; tudiz (91.4) se rovné

{Ao; Wi}y = Ei(i), kde E, = {4,;V,}.
Imaginarni linearni podprostory miZeme klasifikovat podle vza-

jemné polohy ke komplexné sdruzenému podprostoru. Nejprve mame
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(viz ¢ldnek 20) troji druh imagindrnich pfimek: pfedné pfimky realného
sméru bez realnych bodi (rovnobéiné s pfimkou komplexné sdruze-
nou), za druhé pfimky imaginarniho sméru s jedinym realnym bodem
(riznobéiné s piimkou komplexné sdruzenou), za t¥eti pfimky imagi-
narniho sméru bez readlnych bodii (mimobéiné s pfimkou komplexné
sdruzenou). Posledni druh imaginiarnich p¥mek existuje pouze pro
m > 3. U prvych dvou druhi existuje jednoznalné uréenid redlnd
rovina obsahujici obé navzajem komplexné sdruzené piimky, u t¥etiho
druhu jsou obé obsaZeny v jednozna¢né urdéeném trojrozmérném redl-
ném linedrnim podprostoru. Dale si viimnéme piipadu k =m — 1
tmagindrnt nadroviny. Z ¢lanku 25 snadno plyne, Ze jsou dva druhy
tmagindrnich nadrovin. Pfedné imaginarni nadroviny bez realnych
bodii, které maji vidy redlné zaméteni. Za druhé imaginarni nadroviny,
jejichz realné body vyplni (m — 2)-rozmérny linedrni podprostor
prostoru E, ; zaméfeni takové imaginiarni nadroviny je vidy
imaginarni. Piipad 1 << k << m — 1 necht vy3etfi Ctendf sdm na za-
kladé vysledka ¢lanku 25.

Uvahy o linedrnich funkeich vektoru z ¢ldnku 46 a tivahy o linear-
nich funkeich bodu z ¢ldnku 47 se snadno pienesou na komplexni
piipad. Je-li v E,, zavedena linearni soustava souradnic

{Piuy,...,uy,
potom linearni funkce vektoru pfifazuje vektoru

v=xuU + ... +x,U,
dislo
fv) =ax; + ... + Cn¥n.
Jestlize &isla a,, ..., a,, jsou redlnd, je f(v) redlné pro kazdy redlny
vektor v a pravime, Ze f je redind linearni funkce vektoru; v opa¢ném
piipadé je f émagindrni. Linearni funkce bodu pfifazuje bodu

X =P+ xu + ... +z,U,

pX) =ax;, + ... + 0pTm + aq.
Jestlize ¢isla a,, ..., an,,a, jsou reilna, je @(X) realné pro kazdy
redlny bod X a pravime, Ze ¢ je realna lineirni funkce bodu; v opac-
ném piipadé je ¢ imaginidrni. Podrobné pireneseni ivah z ¢lanki 46,
47 a 48 na komplexni pfipad budiz pfenechino étenafi.

&islo
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92. KOMPLEXNI PROJEKTIVNI PROSTOR. V predchézejicim
8lanku jsme sledovali, jak se znacna ¢dst afinni geometrie eukleidov-
ského prostoru, studované v reilném pripadé, bez valnych zmeén di
prenést na komplexni pfipad. Podobné tomu je i s projektivni geo-
metrii, jejiz zaklady byly vyloZeny v tomto svazku v kapitolach X
a XI. Zde opét je pieneseni znaéné ¢asti vysledkd z realného pripadu
na ptipad komplexni tak jednoduché, Ze se miiZzeme omezit na struény
prehled. Pokud se tyée kapitoly X, tu vysledky ¢lankd 69 az 75 se
'pfehesou na komplexni pfipad bez jakékoli zmény, kdeito v ¢lanku 76
na jednom misté je komplexni pfipad odlisny od realného, jak o tom
bude ¥eé¢ v dal$im. Naproti tomu v é&lancich 77 a 78 hraji dulezitou
roli nerovnosti, a preneseni vysledkd téchto ¢lankd na komplexni
piipad je nemozné.

V ¢lanku 69 jsme uvazovali linearni kombinace (69.1) bodu euklei-
dovského prostoru E,, v pripadech (69.3) a (69.4), pfi éemz v pFipadé
(69.3) linearni kombinace znamenala vektor, v pfipadé (69.3) pak bod.
Ptechod k prostoru E, (i) je tak zfejmy, Ze jej mhzeme plné pienechat
dtenafi; koeficienty ¢, ¢’, ... linedrni kombinace (69.1) jsou potom
ovSem komplexni Cisla. Totéz plati ovSem i o linedrnich kombinacich
(69.13) bodu a vektori, spliiujicich opét podminku (69.3) nebo (69.4).

Preneseni vysledkd ¢lanku 70 na komplexni piipad je rovnéz velmi
nasnadé. Stejné jako v prostoru E, uvaZzujeme i v prostoru E,(i)
vlastni a nevlastni ar. body, pri ¢emz nevlastni ar. bod je prosté novy
nazev pro vektor, takZe sta¢i odkaz na c¢linek 89. Vlastni ar. bod
prostoru E, (i) je ovSem dvojice (A, k) sloZzend z bodi A prostoru
E..(i) , zvaného polokou ar. bodu (4 , k) a z komplexniho ¢&isla k %= 0,
zvaného koeficientem ar. bodu. V1. ar. bod (4, k) prostoru E,(i)
je realny, je-li redlna jak jeho poloha 4, tak i jeho koeficient &,
jinak je imaginarni. Pro imaginarni vl. ar. body (4 , k) jsou tedy t#i
moznosti: (1) poloha 4 realna, ale koeficient & imagindrni; (2) koefi-
cient k redlny, ale poloha A imaginarni; (3) i poloha 4 i koeficient k
imaginarni. N. ar. bod u prostoru E, (i) m4 koeficient rovny nule, tedy
realny; poloha {u} vS8ak muZe byt realna i tehdy, je-li u imagindrni;
to nastane v piipadé u = cv, kde ¢islo ¢ je imagindrni a vektor v
je redlny.

V ¢lanku 71 jsme definovali m-rozmérny projektivni prostor P, ,
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ktery miZeme urcitéji nazvat m-rozmérngm projektivnim prostorem
nad R . Obdobné se definuje m-rozmérny projektivni prostor nad R(i) ,
ktery oznaéime P,(i) ; jeho ar. zakladem je (m + 1)-rozmérny vekto-
rovy prostor nad R(i) : Wy, ,(i) . Prvky W, . (i} jsou ar. body pros-
toru P,(i) a déli se na redlné a imaginarni. Prvky prostoru P,(i),

zvané komplexni g. body, jsou totoiné s jednorozmérnymi linernimi
soustavami nad R(i) obsazenymi ve W,,.,(i); opét se déli na redlné
a imagindrns. G. bod je realny, ma-li realného ar. zastupce, ale kazdy
realny g. bod ma vedle redlnych ar. zdstupcd také imaginirni; naproti
tomu u imaginidrniho g. bodu kaZdy jeho ar. zistupce je imaginarni.
Realny g. bod {4}, s redlnym zéstupcem A povazujeme za totoZny

. 8 bodem {A} prostoru P, , takZe P, je &asti P, (i) . Prostor P,(i) se

jmenuje komplexni roz§ifeni prostoru P, . U komplexniho g. bodu
(na rozdil od ar. bodi) nema smysl pojem realné a imaginarni ¢asti.
Ke kazdému komplexnimu bodu existuje s nim komplexné sdruZzeny
g. bod, ktery splyne s ptivodnim, pravé kdyZz tento je realny a jehoiz
ar. zastupci jsou ar. body komplexné sdruZené s ar. zastupci pivodniho
g. bodu. Je-li dan eukleidovsky prostor nad % : E,, , potom komplexni
rozéiteni E,(i) projektivniho rozsifeni E,. prostoru E,, je projektivni
prostor nad R(i), ktery nazveme také projektivnim rozéifenim kom-
plexniho roz$ifeni E,(i) prostoru E, . Ub&ind nadrovina prostoru
E.(i) je komplexnim rozsifenim ibézné nadroviny prostoru E,.
Uvahy &ldnkd 72 a 73 o linedrnich podprostorech projektivniho
prostoru P, se pfenesou beze zmény na prostor P,(i). Linedrni

_podprostor prostoru P,(i) je budto rediny nebo je imagindrni; je redl-
nym, privé kdyz je komplexnim rozsifenim linedrniho podprostoru---

prostoru P, . Kazdy imagifidrni bod prostoru P,(i) lez{ na jediné-
realné piimce tohoto prostoru, ktera obsahuje také bod komplexné
sdruZeny. Ke kazdému linedrnimi podprostoru prostoru P,(i) existuje

-8-pim-kamplexné sdruzeny linedrni pod;m'oster, ktery splyne s puvodnim,

priavé kdyZ tento je realny (Viz obdobnou vétu o E,(i), podrobn&

oduvodnenou v olanku 91 na str 89) Ima,gma.rm line4rni podprostory

sdruzenym podprostorem; mnozina redlnych bodi 1ma.gmé,rnihg_
linedrnitho podprostoru je totoZnad s primnikem tohoto podprostora-

‘a podprostoru s nim komplexné sdruZeného. Zejména mame v kom-
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plexnim projektivnim prostoru dva druhy imaginirnich pfimek:
imaginirni pfimka md budto jediny nebo nemi-zidny redlny bod,
pfi ¢emi prvy piipad nastane, pravé kdyZ uvaZovana imagindrni
pfimka spolu s komplexné sdruzenou piimkou lezi v téZe roviné.

Princip duality uvaZovany v ¢lanku 74 pro redlny piipad se prenese
na komplexni piipad bez jakékoli zmény. Ke komplexnimu rozsifeni
P,.(i) projektivniho prostoru P, je dudilni komplexni roz&ifeni P,(i)
‘duélniho prostoru P,, . Rovnéz tak vysledky &linku 75 o linedrnich
podprostorech dualniho prostoru plati pro P,(i) Gplné stejné jako
pro P, .

Stejné i pojem dvojpoméru tvefice bodi na reilné projektivni
piimce P, se pfenese zfejmym zphsobem na é&tvefice bodi na P,(i)
a téZz na &tvefice bodt na imaginarni projektivni pfimce. Vzorce
(76.23) a (76.24), ve kterych se vyskytuji orientované vzdélenosti,
nemaji oviem smyslu v komplexnim pfipadé. Mimo to zde mame jesté
ten rozdil, Ze rovnice (76.21), kterd nema reilné kofeny, ma dva
koreny imaginarni:

I3

: NE)
(92.1) ;»12115—1—17, 12:%——11/7'

V dusledku toho v komplexnim oboru vedle harmonickych étvefie
ze kterych se sklada ctvefice, odpovidda méné nez 6 riznych hodnot
dvojpoméru. Jsou to t. zv. ekvianharmonické étvefice, u kterych je dvoj-
pomér pii 12 pofadich roven jednomu a pii zbylych dvanécti pofadich
druhému z obou éisel (92.1). Jakmile dvojpomér je pfi jednom pofadi
roven nékterému-z obou ¢isel (92.1), je ¢tvefice nutné ekvianharmo-
nicka. Snadno se dokaze, Ze je-li na pt. (ABCD) = 1, , je kaidy z 12
dvojpomérit

(ABCD), (ACDB), (ADBC),

(BADC) , (BCAD), (BDCA), .

(CABD), (CBDA), (CDAB)

(DACB), (DBAC), ( )

s

roven A, a kazdy z 12 dvojpoméra odpovidajicich ostatnim moZnych
pofadim roven 4, . '
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93. KOLINEARNI ZOBRAZEN!I V KOMPLEXNIM OBORU.
V pfedchazejicim ¢lanku jsme stru¢né nastinili, jak se obsah kapitoly
X prenese z redlného piipadu na komplexni. Ukolem tohoto ¢linku
je struéna diskuse obdobného pfenosu obsahu kapitoly XI. Znadna
¢ast takto formulovaného ukolu je tak nasnadé, Ze Gplné postadi
nékolik struénych poznamek. Kolineirni zobrazeni K prostoru P,,(i)
na prostor P, (i) vznikne z isomorfniho zobrazeni L ar. zikladu
W,...(i) prvého prostoru na ar. ziklad W,,. (i) druhého stejné, jak
tomu bylo v redlném pfipadé. Takové kolinearni zobrazeni se jmenuje
redlné, jestlize obraz kazdého redlného bodu je reilny, a v opaéném
pripadé se jmenuje imagindrni. Kazdé realné kolineirni zobrazeni K
se da vytvofit redlnym isomorfismem L, je v3ak zirovein vytvofeno
téZ imaginarnimi isomorfismy tvaru c¢L , kde ¢ je imaginarni. Redlné
kolinedrni zobrazeni K prostoru P,(i) na prostor P, (i) obsahuje
kolinearni zobrazeni K, prostoru P,, na prostor P, , a obricené se d4
ka?dé kolineirni zobrazeni P,, na P,, rozsifit, a to jedinym zpisobem,
na kolinedrni zobrazeni K prostoru P,,(i) na P, (i) , pti éem% K je nutnd
realné. Vzhledem k této fundamentdlni vzidjemné jednoznaéné relaci
mezi redlnymi kolinedrnimi zobrazenimi X prostoru P,(i) na prostor
P,.(i) a kolinearnimi zobrazenimi K, prostoru P,, na prostor P, budeme
identifikovat K s piislusnym K, a budeme proto mluvit na p¥. o ima-
gindrnim samodruzném bodé kolineace prostoru P, , ¢imZ minime
ovSem samodruzny bod pfislusné kolineace prostoru P,(i) .

Vysledky ¢lankd 79 aZ 82 se pienesou na komplexni pifpad bez-
prostfedné. V ¢lanku 83 v komplexnim piipadé odpadne rozlisovani
pfimych a nepfimych kolineaci, které jsme méli v redlném piipadé
pro lichd m . Clanky 84 a7 86 se pfenesou na komplexni pfipad v celém
rozsahu.

V ¢lanku 87 se pii pfechodu ke komplexnimu oboru jevi predevsim
ten rozdil, Zze rovnice (87.3) md v komplexnim oboru vidycky feSeni.
Je-li tedy K projektivita na p¥imce P,(i) , kterou opét pfedpoklddejme
raznou od identické transformace, ma K vidy budto jeden samodruzny
bod nebo dva; v prvém ptipadé K se jmenuje parabolickd, ve druhém
neparabolickd. Toto rozlisovani ma platnost jak pro redlné, tak i pro
imaginarni projektivity. Jestlize projektivita K je reilnd, potom
v parabolickém pfipadé jeji samodruzny bod je nutné reilny; ne-
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