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XI
KOLINEARNI ZOBRAZENT

79. POJEM KOLINEARNIHO ZOBRAZENI. V ¢lanku 14 jsme
zavedli pojem isomorfismu vektorovych prostord a ukazali jsme,
ze dva vektorové prostory konec¢né dimense jsou isomorfni, pravé kdyz
jejich dimense jsou si rovny. BudteZ nyni P, , P,, dva projektivni
prostory téze dimense m > 1 a budtez W,,,, , W..., jejich aritmetické
ziklady, takze W,.,, W.., jsou dva vektorové prostory téze di-
mense m -+ 1. Existuje tudiZ isomorfni zobrazeni L vektorového
prostoru W,,., na vektorovy prostor W,,.,. Z definice isomorfniho
zobrazeni je patrné, ze L prevadi kaZzdou linedrni soustavu obsaZenou
ve W,., v linedrni soustavu té%e dimense obsaZenou ve W, ., .
JeZto g. body prostoru P,, miZeme ztotoZnit s linedrnimi soustavami
dimense 1 obsazenymi ve W, ., a podobné pro g. body prostoru
P, vidime, Ze L urcuje vzdjemns jednoznaény vztah K mezi g. body
prostoru P, a g. body prostoru P,,. Pravime, 7e K je kolinedrni
zobrazeni projektivniho prostoru P, na projektivni prostor P, vytvo-
fené isomorfismem L . Kolinearni zobrazeni podle této definice je tedy
prosté zobrazeni projektivniho prostoru P,, na projektivni prostor
téze dimense, ktery miize, ale nemusi splynout s P,, .
Nisledujici vlastnosti jsou bezprostfednd patrné z definice:

VETA 79.1. Je-li K, kolinedrni zobrazeni projektivniho prostoru P,
na projektivni prostor P, a je-li K, kolinedrni zobrazeni prostoru P,
na projektivnd prostor P,, , potom sloZend zobrazeni K, o K, je kolinedrni
zobrazend{ prostoru P, na prostor P, .

VEra 79.2. Je-li K kolinedrni zobrazeni projektivniho prostoru P,
na projektivni prostor P,, , potom inversni zobrazeni K" je kolinedrni
zobrazeni prostoru P., na prostor P,, .

VEra 79.3. Identické zobrazeni projektivniho prostoru P,, je kolinedrni
zobrazent{ prostoru P, na tyZ prostor P, .

40



VETA 79.4. Je-li K kolinedrni zobrazeni projektivniho prostoru P,
na projektivni prostor P, , a je-li P, linedrni podprostor prostoru P,, ,
P; jeho obraz pfi K, potom P, je linedrni podprostor prostoru P,,,
P, a P, majt oba tou# dimensi k a parcidlni zobrazeni K | P, je kolinedrni
zobrazeni prostoru P, na prostor P, .

Podle definice je kolinearni zobrazeni K projektivniho prostoruP,,
na projektivni prostor P,, vytvofeno isomorfnim zobrazenim L
vektorového prostoru W,., na vektorovy prostor W,., . Jeli ¢
redlné ¢islo rzné od nuly, poloZzme L, X = ¢ . LX pro kazdy ar. bod X
a oznacme L, =c.L; potom také L, je isomorfn{ zobrazeni W,
na W_. 6 které ziejmé vytvofuje totéz kolinedrni zobrazeni P,
na P, Obracene dokaZeme snadno, Ze je-l 11 L isomorfni zobrazeni
W,,,+“1 na Wm+l, které vytvofuje totéz kolmearm zobrazeni K ,
které_ Vyt_\i(_)_l‘_l_]_‘]e L', "existije” redlné efslo ¢ +0 tak, Ze L, =cL.
Nebot zvolime-i libovolné ar. bod A + o vekforového prostoru
W, ., , maji ar. body L4 + o, L,4 + o touZ polohu, takie existuje
disloc + Otak,2e LA =c¢.LA4. Méme dokazat, Ze také pro kterykoli
jiny ar. bod X prostoru W,., je L, X = c.LX . Jestlize pfedné ar.
body A, X jsou linedrné zavislé, existuje éislo m tak, Ze X = mAd
a podle definice isomorfismu je LX =m.LA, L, X =m.LA,
tedy L,X = c.LX . Jestlize za druhé ar. body 4, X jsou linedrné
nezavislé, je X 4 o a oba ar. body LX + o, “L X =+ o maji touz
polohu, takze existuje &islo a tak, Ze L)X =a. LX Mimo to je vSak
téZ A + X + o0 a oba ar. body L(A+X)=i=o LA+ X) +o
maji touz polohu, takie existuje &islo b tak, ze L,(A + X)=1b.
-L(4 + X) nebolic. LA +a.LX =b.LA +b.LX , t.j. (c—b).
.LA 4 (a—b). LX ="o. Avak zéroveti s ar. body 4 , X jsou téz ar.
body LA, LX linearné nezavislé, tedy ¢—b=0,a-—b =20,
takie a =c¢, t. j. L X =¢.LX.

Podobné jako jsme oznadili {X} g. bod odpovidajici ar. bodim
¢X , kde ¢ probihd viecka ¢isla riznd od nuly, oznad¢ime v disledku
pravé dokazané véty {L} projektivni zobrazeni K vytvofené iso-
morfismem L , nebot odpovidd viem isomorfismam cL, ¢ 0.

Je-li f reguldrni afinni zobrazeni eukleidovského prostoru E, na
eukleidovsky prostor E,, , definujeme f(u) podle véty 37.2 pro kaidy
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vektor u prostoru E,, a tim rozsifime f v zobrazeni mnoiiny W,,,,
vSech vlastnich i nevlastnich ar. bodt prostoru E,, na mnozinu W,,,,
vSech vlastnich i nevlastnich ar. bodu prostoru E,, . Toto rozsifené
zobrazeni f je podle vysledkd élanku 37 isomorfni, takze vytvoruje
kolineadrni zobrazeni {f} projektivniho prostoru E,, na projektivni
prostor E.. , které rovné? je rozsifenim piivodniho regularniho afinniho
zobrazeni f . Pravime, Ze {f} je projektivnim roz&§ifenim daného afinniho
zobrazeni f. Takové projektivni roziifeni {f} zfejmé ma tyto dvé
vlastnosti:

(a) obrazem kaZdého vlastniho bodu prostoru E, je vlastni bod
prostoru E ;

(b) obrazem kaZdého nevlastniho bodu prostoru E,, je nevlastni
bod prostoru E., .

Obracené plyne z élanku 37, Ze kazdé kolinedarni zobrazeni prostoru
E, na prostor E,, je projektivnim roziifenim uréitého regularniho
afinniho zobrazeni prostoru E, na E., . Ostatné je patrné, Ze je-li
splnéna jedna z obou vlastnosti (a), (b), je splnéna také druhi a obé
se daji struéné shrnout tak, Ze obrazem @bézné nadroviny prostoru E,,
je ubézna nadrovina prostoru E;, .

Vime, Ze v prostoru P,, nelze udat vice nez m + 1 linearné neza-
vislych g. bodi. Nazveme geometrickou basi (zkracené g. basi) pros:oru
P.. uspofadanou soustavu

(79.1) (Ao}, {4}, o, {4n), {dmy)

m + 2 g. bodi s tou vlastnosti, Ze vynechanim kteréhokoli z nich
vznikne m + 1 lineArné nezdvislych g. bodu. Je-li (79.1) g. base pro _

P, jest 45,4,,..., A, ar. base, takze existuji ¢isla t,,¢,,...,¢,
tak, ze

(79.2) Apiy =84, +t,4, + ... + t, A, .
Pfi tom jsou vSecka é&isla ¢,,¢,, ..., ¢, rdznd od nuly, nebot kdyby

“pro n&jaké r (0 < r < m) bylo t, = 0, plynulo by ze (79.2), Ze by

vynechanim g. bodu {4,} vznikla ze (79.1) soustava m + 1 linesrné
zévislych g. bodi. Obricené se snadno dokize, zZe plati-li (79.2)
a jsou-li viecka d&isla ¢, ,t,,...,¢, riznd od nuly, je (79.1) g. base
“pro P,,. '
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Z predchazejiciho je patrné, Ze je-li (79.1) g. base pro P,, , je mozné
ar. zastupce danych g. bodu volit takZe (79.2) ma tvar

(79.3) Aps,=Ay+ 4,4+ ... + 4,.
Je-li tomu tak, pravime, Ze g. base (79.1) je vytvofena ar. basi 4, ,
A,,...,4, . Zrejmé kaidd ar. base vytvofuje g. basi. Obricené
je kazda g. base vytvofena nekoneéné mnoha ar. basemi; je-li 4,
A,, ..., A, jedna z nich, potom nejobecnéjsi takova ar. base ma tvar
cd,,cA,,...,cA, , kde ¢islo ¢ je rizné od nuly, jinak je vSak libo-
volné.

Ziejma je

VETA 79.5. PFi kolinedrnim zobrazeni projektivniho prostoru P,,
na projektivni prostor P,, pfejde kafdd g. base prostoru P, v g. basi
prostoru P,, .

Obracené plati

VETA 79.6. Budte? P, , P, projektivni prostory té%e dimense m .
Budiz (79.1) g. base prostoru. P, a budif

g. base prostoru P, . Potom existuje prdvé jedno kolinedrni zobrazeni
prostoru P, na prostor P,, , pfi kterém g. base (79.1) piejde v g. basi
(79.4).

DUKRAz. MuZeme ptredpoklddat, Ze ar. zastupei g. boda (79.1) jsou
voleni tak, Ze plati (79.3), a Ze ar. zdstupci g. bodi (79.4) jsou voleni
tak, Ze plati

(79.5) Aoy =Ag + A7 + ... + A,

Je-li nyni {L} Zddané kolinearni zobrazeni, je zfejmé, Ze existuji
realna &isla ¢y, ¢, ..., €y, vesmés raznd od nuly, s tou vlastnosti, Ze

(79.6) LA, = c,A,, LA, =c,4;,...,LA,, = c,4.,.

Obracené rovnice tvaru (79.6), kde é&isla ¢,,¢,, ..., ¢, jsou razna

od nuly, definuji vZdy kolinearni zobrazeni { L} prostoru P, na prostor

P,, pfi kterém g. base (79.1) pfejde v g. basi (79.4), pravé kdyz je

splnéna podminka {LA4,,.,} = {4,,+,} . Podle (79.3) a (79.5) je viak
LAy, = Ay + Ay + ... + Cudin;
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porovnani se (79.5) ukazuje, Ze podminka je splnéna, pravé kdyz

viecka disla ¢y, ¢, , ..., Cy jSOU si rovna. JeZto {L} = {¢,L}, mliZeme
predpokladat, Ze
LA,=A,, LA, =A4,, ..., LA, = A, .

Véta 79.6 je tedy spravna s timto dodatkem: Je-li g. base (79.1) vy-
tvofena ar. bast

(79.7) Ay, Ay, ..., A,
a je-li g. base (79.4) vytvofena ar. bast
(79.8) Ay, Ay, ..., AL,

potom kolinedrni zobrazent, o kterém je ¥eé ve vété 79.6, je vytvoFeno tim
tsomorfnim zobrazenim ar. zdkladu prostoru P,, na ar. zdklad prostoru
P’ , pFi kterém ar. base (79.7) pFejde v ar. basi (79.8).

80. KONGRUENCE VE VEKTOROVYCH PROSTORECH. Budiz
dédn vektorovy prostor V, dimense m a v ném obsaZend linedrni
soustava V, dimense k. Podle véty 13.1 je k£ < m , pii ¢emZz rovnost
k = m nastane pouze v tom p¥ipadé, zZe V, splyne s celym V,, . Jsou-li
nyni u, , u, dva vektory prostoru V,, , pravime, Ze u, je kongruentni
8 u, podle modulu ¥, a piseme

(80.1) u, =u, (modV,),
jestliZe vektor u, — u, nalezi do linedrni soustavy V, . Potom plati
nasledujici dvé véty:

Vira 80.1. Plati-li (80.1) a

(80.2) v, =v, (modV,),
plati také
(80.3) u, +v, =u, +v, (modV,) .

DUrAz. Vztah (80.1) znamena, %e vektor u, — u, ndlezi do V,;
vztah (80.2) znamena, Ze vektor v, — v, naleZi do V, . Jsou-li oba
vztahy spravné, potom podle definice linearni soustavy nalezi do V,
také

(uy —up) + (vy —vp) = (U + vy) — (U, +v,)

a to znamena, Ze je spravny téz vztah (80.3).
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VETA 80.2. Plati-li (80.1) a je-li ¢ redIné islo, plati také
(80.4) cu, =cu, (modV,).

DtUkaz. Vztah (80.1) znameni, Ze vektor u, — u, nilezi do V,,
nadeZ podle definice linearni soustavy do V, nalezi také

c(u, — u,) = cu, — cu,

a to znamend, Ze je spravny téz vztah (80.4).
Zvolme libovolnou basi

(80.5) w]_ y vy wk
prostoru V,. . Podle véty 13.1 muZeme pfipojit dalsi vektory
(80.6) Wis1s ooy W

tak, Zze (80.5) a (80.6) dohromady tvoii basi prostoru V,, . Jsou-li nyni

u, =a,w, + ... +a,w,,

u, =bw, +... + b,w,

libovolné dva vektory prostoru V,, potom plati (80.1), pravé kdyz
vektor u, — u, je lineirni kombinaci vektort (80.5), t. j. pravé kdyz

a,=b, pro k+1r<m.
Z toho soudime snadno, Ze plati:

VETa 80.3. Vektory prostoru V,, muZeme rozdélit na tfidy tak, Ze
kongruence (80.1) plati, prdvé kdyz oba vektory u, , u, jsou v téze tiidé.

Mnozinu v8ech takovych tfid oznaéime V,, modY, a tfidu,do které
patii vektor u, oznadime wmodV, . Véty 80.1 a 80.2 vedou k nasle-
dujicim dvéma definicim.

Souétem t¥id uwmodV,, v modV, rozumime tiidu u + v modV,,
ktera podle véty 80.1 je nezavisld na volbé vektord u, v uvnitf obou
tfid. Souéinem tiidy u modV, s redlnym &islem ¢ rozumime tfidu cu
modV, , ktera podle véty 80.2 je nezavisld na volbé vektoru u uvnitf
jeho tfidy. Snadno se zjisti, Ze v disledku téchto definic V,, modV,
tvofi novy vektorovy prostor. Ziejmé plati:
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VETA 80.4. Twvofi-li vektory (80.5) bast pro V, a spolu s vektory (80.6)
basi pro V,, , potom tFidy

(80.7) w.y,modV, , ..., w, modY,
tvo# basi pro V,, modV, . Z toho plyne:

VETa 80.5. Vektorovy prostor ¥, modV¥, md dimensi m — k. Je-li
k = 0,t.j. je-li V, trivedlns, splyne prostor V,, modV, s prostorem V,, .
Je-li k =m, t. j. splyne-li ¥, s V,,, je V,, modV, trivialni. Zajimavé
jsou tudiz pouze piipady 1 < k< m — 1.

BudteZ nyni V,,, Vm dva dualné sdruZené vektorové prostory di-
mense m (viz ¢linek 49; misto vodorovného pruhu uZijeme vlnitého
pruhu). Budiz V, linearni soustava dimense k prostoru V, . Zvolme
opét vektory (80.5) a (80.6) tak, Ze dohromady tvori basi pro V,,,
Pfi ¢emz (80.5) je base pro V, . K dané basi pro V,, utvoime dualni basi

Wy, ..., W,
pro V,, . Je-li .
u=xw, + ... +x,w,;,
V=0, + . + YW,

je podle definice dualnich basi
du,v) =29y, + ... +ZTplYm -
Budiz V,,_, = {W;sy, ..., Wn} . Jestlize u nalezi do V., v do V,,_;,
jex, =0prok + 1< r<m,y, =0prol < s < k, takied(u, V) =
= 0. Tedy V,._: je dualni obraz linedrni soustavy V, (viz vétu 49.5).
Plati-li (80.1), potom u, — u, ndleZi do V, , takZe (stale za piedpokladu,
Ze v nalezi do V,,_;) d(u; — u, ,¥) = 0 neboli d(u, ,¥) = d(u,,¥).
Z toho plyne, ze jestlize v nalezi do V,,_, , potom vyrazd(u , v) zavisi
pouze na tfidé u modV, vektoru u . Mimotoprok + 1 <r,s < m
"=y |1 pro r=s,

d(u,v)—{o pro r *s,
takze plati: .

ViTa 80.5. Budtes V,, , V., dudlné sdrusené vektorové prostory. Budif
V. linedrni soustava prostoru V,, , V,._, jeji dudlni obraz ve V¥, . Potom
vektorové prostory

V.. modVY, , V,,,_,,
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jsou dudlné sdrufené. Je-li

(80.8) W, ., W,
takovd base pro V, , Ze w,, ..., w, je base pro ¥, a je-li w , ..., w,
base pro V¥, dudini k basi (80.8), potom k basi (80.7) prostoru ¥, modV,
je dudlni base w,,, , ..., w,, prostoru ¥,,_, .

81. PERSPEKTIVA PROJEKTIVNIHO PROSTORU. Budiz dén
projektivni prostor P,, (m > 1) . Dualni projektivni prostor P,, se podle
definice skldda z nadrovin neboli (m — 1)-rozmérnych linearnich
podprostortd P, _, prostoru P, . Jestlize v této definici prostor P,
nahradime prostorem P, , dostaneme, Ze projektivni prostor P,
duilni k P, se skladd z (m — 1)-rozmérnych | linearnich _podprostort
Eﬂ_’ﬁﬁé—me vak uz v ¢ldnku 74 si uvédomili, zevﬂh_w_
pTUS't:OTy P, , P, se di formulovat ve tvaru, v némZ oba prostory.
Pm , P, _vystupuji aplné symetrlcky, ze tedy prostor P milizeme zto-
toznit s prostorém P, . (;eometrl_.E’/povaha, tohoto ztotoZnéni vysvité
z ¢lanku 75, Kttejsme poznali,” Ze linedrni podprostor P,,-, nenfiiié
jiného ne# mnoZina viech nadrovin prostoru P, prochizejicich uréi-
tym bodem “prostoru P, ktery jsme nazwali- vrcholem prlslusneho
P, . Ftotoznem P '8 P, poziistava v tom, Ze kazdy P,,I 1 nahradime
jehovrcholem.

-Pravé provedenou uvahu muiZeme povazovat za zvlastni piipad
k = — 1 uvahy, ke které nyni piikrodéime. O tom se étenaf snadno
presvéddi; v nasledujicim textuneni pfipad ¥ = — 1 vyslovné zahrnut.

Budiz dén projektivni prostor P, (m > 2) a uréity jeho k-rozmérny
linearni podprostor v 8ir§im smyslu (0 < & < m — 2) , ktery oznaéime
@ . Déle ozna¢ime ©* mnoZinu vSech nadrovin prostoru P,, obsahujicich
Q. Podle ¢&ldnku 75 je @* (m — k — 1)-rozmérnym projektivnim
prostorem vnotenym do P,, . Ka?dy linearni podprostor v §irsim smyslu
prostoru @* je tudiz zaroverti linearnim podprostorem v 8ir§im smyslu pro-
storu P, . Nyni ke @Q*, jako ke kazdému projektivnimu prostoru, existuje
duélni projektivni prostor @* téze dimense m — k — 1 . Prvky prostoru
Q* podle definice jsou viecky lineirni podprostory v Sirsim smyslu
dimense m — k — 2 prostoru @*, neboli ty linedrni podprostory
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P,._._, v Sir$im smyslu prostoru P,, , které jsou obsaZeny v Q*. Nyni
kazdy P,,_;_, podle ¢lanku 75 ma za vrchol uréity linedrni podprostor
Py, prostoru P, a je mnoZinou vSech nadrovin (prostoru P,) procha-
zejicich prostorem P, ., . Mimo to nas P, .- , ndlezi do Q*, pravé kdyz
jeho vrchol P,,, obsahuje vrchol prostoru @*, t. j. pravé kdyz P,.,
obsahuje @ . Oznadme

(81.1) a(Q ; Pn)
mnozinu vsech téch (¢ + 1)-rozmérnych linearnich podprostora P,,,
projektivniho prostoru P, , které obsahuji dany k-rozmérny linearni
podprostor (v Sir$im smyslu) @ téhoz P, . Zjistili jsme, Ze existuje
vzéjemné jednoznadény vztah mezi prvky mnoziny @* a prvky mnoZiny
(81.1) poziistavajici prosté v tom, Ze prvky mnoziny @* jsou ty duslni
podprostory prostoru P, , jejichz vrcholy jsou prvky mnoziny (81.1).
V disledku toho ztotoinime Q* s (81.1), t. j. povafujeme n(Q ; P,,)
za projektivni prostor dudlni ke Q*.

Mame tedy nasledujici vysledek. Budiz m > 2, 0 <k <m—2.
Budiz ddn m-rozmérny projektivni prostor P,, a budiz din jeho k-
rozmérny linedrni podprostor ¢ . Nazveme perspektivou prostoru P,
z vrcholu @ a oznadéime #(Q ; P,) mnozinu vSech téch (k + 1)-rozmér-
nych linedrnich podprostord P,., prostoru P, , které prochazeji
danym ¢ . Dokazali jsme, Ze (81.1) je projektivni prostor dimense
m — k — 1, k némuz dualnim je ten duilni podprostor prostoru P,,
jehoz vrcholem je @ . Tento duilni podprostor, v piedchazejicim
oznadeny @*, oznacime

(81.2) (@ ; Py) .

Tedy (81.2) je mnoZina vSech téch nadrovin prostoru P, , které pro-
chéazeji danym @ .

Udelné je vyslovné si povsimnout zvlasté dilezitého ptipadu £ =
=m—2. Zde je m—k—1=1, a(Q;P,) je jednorozmérny
projektivni prostor uplné totoiny s dudlnim prostorem (€ ; Pn).
Pravime v tomto pripadé, Ze a(Q ; P,,) je svazek nadrovin v prostoru
P, a linearni podprostor @ (v §ir§im smyslu) dimense m — 2 nazyvame
vrcholem svazku.

Vratme se k obecnému piipadu, kdy o dimensi & linedrniho pod-
prostoru @ (v SirSim smyslu) pfedpokladame pouze,ze 0 < k < m — 2
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a aplikujme vysledky élanku 80. Zvolme libovolné ar. basi 4,, 4, , ..
, A, prostoru @ ; z véty 13.1 plyne, Ze lze pfipojit dalsich m —k

ar. boda 4,4, ..., 4, tak, Ze vznikne ar. base pro P,, . Potom vckto-
rovy prostor Wy, = {4,,4,,..., 4;} je ar. zdkladem pro @, vek-
torovy prostor W,.., = {4,, Al y ooy Ay} je ar. zakladem pro P,

Ar. zéklad dudlniho prostoru P.. je vektorovy prostor W,,,+1 duilné
sdruzeny s W,,,,, a ve W,,,+1 je obsazen dudlni obraz W,,_, lineirni
soustavy W,,, obsazené ve W,,., . Z definice je patrné, Ze nadrovina
{Y} prochazi prostorem @, privé kdy? d(X , ¥) = 0 pro kazdy bod
{X} prostoru @, t. j. pro kaZdy ar. bod X néleZejici W,,,; to viak
znamend, %e ar. nadrovina Y nalezi do W,,, x- Ledy W, _, je ar. base
pro #(Q; P,); jeito vektorové prostory #=(Q; P,), #(Q@; P,) jsou
navzajem duilni, plyne z véty 80.5:

VEra 81.1. BudiZ Q k-rozmérnyg (0 < k< m-—2) projektivns
podprostor (v Sirsim smyslu) m-rozmérného projektivniho prostoru P,
Je-li Wy, ar. zdklad pro Q@ , W,., ar. zdiklad pro P, , potom W, .,
mod W, ., je ar. zdklad pro perspektivu n(Q ; P,,) .

O spravnosti této véty se snadno presvéd¢ime piimo. Budiz 4,,
A, ..., 4, libovolné dani ar. base pro @ . Je-li X modW,., o,
jsou ar. body A4,, 4,, ..., Ay, X linedrné nezavislé a uréuji (¥ + 1)-
rozmérny linearni podprestor

Pk+l - {AO ’ Al Yt Ak ’ X}a
obsahujici @ , t. j. naleZejici do #n(Q ; P,,) . Bod {Y} prostoru P,, nile#i
do P, pravé kdyz
Y =ady + a4, + ... + a4, +cX

neboli ¥ =cX (modW,,,). Z toho je patrné, Ze prvky prostoru
a(Q ; P,) jsou ve vzdjemné jednoznaéném vztahu s jednorozmérnymi
linedrnimi soustavami obsaZenymi ve W, ., modW,.,, v souhlase
5 tim, Ze W, ., mod W,., je ar. base pro =(Q ; P,,) .

82. PERSPEKTIVNI ZOBRAZENI. Dva linearni podprostory @,
R, projektivniho prostoru P,, nazveme toldlné nezdvislé, jestlize jejich
prunik je prazdny a jejich spojeni je cely P, . O dimensich &k, A dvou
totdlné nezavislych linedrnich podprostori @, , R, podle (73.3) plati

(82.1) E+h=m—1,
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Obracené, jestlize o dimensich dvou linearnich podprostord @, , R,
plati (82.1) a jestlize jejich pranik je prazdny, plyne ze (73.3), Ze spo-
jeni @, s R, mé dimensi m , takZe toto spojeni je cely P, , t.j. @., R,
jsou totdlné nezavislé. V nasledujicim predpokladame, Ze m = 2,
0< k< m—2, takie podle (82.1) je 1 < h < m— 1. Dale pied-
poklidame, Ze jsou diny totilné nezavislé prostory @, , B, .

Je-li ddn libovolny bod {X} prostoru E,, potom {X} nenaleii
do @, jeito @, a R, maji prizdny prinik; tudiZz spojeni prostoru @,
8 bodem {X} je (k 4 1)-rozmérny linedrni podprostor P,.,(X) pros-
toru P,, obsahujici @,, t. j. Pr+1(X) je prvek prostoru z(Q, ; P,).
Obricené, jestlize P,., je prvek prostoru =n(Q, ; P,), t.j. (£ + 1)-roz-
mérny linedrni podprostor obsahujici @, , je zfejmé, Ze spojeni P,.,
8 R, je cely P, , takie podle (73.3) prunik P,,, s B, obsahuje pravé
jeden bod {X} a je zfejmé, Ze nas P, , splyne s P, ,(X) . JestliZe tedy
kazdému bodu {X} prostoru R, pfifadime (k + 1)-rozmérny linedrni
podprostor P,.,(X), ktery je spojenim bodu {X} s prostorem @,
dostaneme prosté zobrazeni prostoru R, na prostor n(@, ; P,), které
nazveme perspektivnim zobrazenim prostoru R, z vrcholu @, (v prostoru
P..). Z vysledka ¢lanku 81 plyne snadno, Ze perspektivni zobrazeni
je kolinedrni. Nebof je-li 45, 4,, ..., A, ar. base pro @, a je-li B, , ...

..» By_y ar. base pro R, = R,,_,._,, potom — jeito pranik prostord
@y, R, je prizdny — je patrné, Ze ar. body 4,, 4,,..., 4., B, ...
<.+, Bp_; dohromady tvofi ar. basi pro spojeni @, s R, , t. j. pro cely
P, . Jestlize nyni kazdé linedrni kombinaci X ar. boda B, , ..., B,_,
pritadime X modW,;,, kde W,,, ={4,,4,,...,A4,} je ar. base
pro Q. , dostaneme isomorfni zobrazeni ar. base B,, ..., Bn_; pro-
storu R, na ar. basi B, modW,,,,..., B,_;, modW,,, prostoru
(@ ; Pm), @ timto isomorfnim zobrazenim vytvofené kolinedrni
zobrazeni prostoru R, na prostor z(Q, ; P,) zfejmé splyne s uvazo-
vanym perspektivnim zobrazenim.

Budtez nyni dédny dva rizné linearni podprostory R, , R, téie
dimense A = m — k — 1, z nichZ kazdy je totdlnd nezdvisly na @, .
BudiZz K, perspektivni zobrazeni prostoru R, z vrcholu @, a budiz K,
perspektivni zobrazeni prostoru R, z téhoZ vrcholu. Dile budiz K
zobrazeni sloZené ze zobrazeni K, prostoru E, na prostor n(Q, : P,)
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a ze zobrazeni inversniho ke K, , které tudiz je zobrazenim prostoru
7(Qy ; P,.) na prostor R}, . Podle vét 79.1 a 79.2 je K kolinedrn{ zobra-
zeni prostoru R, na prostor R, , které nazveme promitnutim prostoru
R, na prostor R}, z vrcholu Q. Je-li {X} libovolny bod prostoru R, ,
dostaneme jeho obraz {X'} pii K , utvofime-li nejprve spojeni bodu
{X} s prostorem @, (toto spojeni je (k + 1)-rozmérny linearni pod-
prostor) a potom prinik tohoto spojeni s prostorem R, . Zfejmé
zobrazeni inversni k promitnuti prostoru R, na prostor R, z vrcholu @,
je promitnutim prostoru R, na prostor R, z téhof vrcholu @, . Obraz
libovolného bodu {X} prostoru R, pfi promitnuti na R, z vrcholu @
nazveme pramétem bodu {X} z vrcholu @ na prostor R;, .

Zv1asté dilezity je piipad b =m — 1, kdy R,,_,, R,,_, jsou dvé
(navzijem ruzné) nadroviny. Podle (82.1) je nyni £ = 0, t. j. vrchol
@, je v tomto piipadé bod. Podminka totilni nezivislosti zde prostsé
znamena, %e bod @, nele¥i v Zidné z obou nadrovin R,_,, R, _, .
Spojeni obou rdznych nadrovin R, _,, R, _, je ziejm& cely P,
takZe jejich prinik podle (73.3) je (m -— 2)-rozmérny linedrni pod-
prostor (v pfipadé m = 2 bod) P,,_,. Je-li K promitnuti nadroviny
R, _, na nadrovinu R,,_,, je zfejmé, ze kaidy bod priniku P,_,,
je samodruZny pii zobrazeni K , t. j. Ze splyne se svym obrazem. Obra-
cené plati:

VETa 82.1. Budte! R,,_,, R, _, dvé rizné nadroviny projektivniko
prostoru P, , takie jejich prinik P, _, md dimensi m — 2 . BudiZ K
kolinedrni zobrazeni nadroviny R, _, na nadrovinu R, _,, pfi kterém
kazdy bod pramiku P, _, je samodruiny. Potom existuje bod Q, (ktery
nelezi v Zadné z obou danych nadrovin) tak, Ze K je promitnuti nadro-
viny R,,_, na nadrovinu R, _, .

Dtraz. Budiz 4,,4,,...,A4,_, ar. base pro prinik P,_,.
Piipojme ar. bod 4,,_, tak, aby vznikla ar. base pro R,,_, . Zvolme
isomorfni zobrazeni L ar. zdkladu nadroviny R, _, na ar. zdklad
nadroviny R, _,, které vytvofuje dané kolinearni zobrazeni K .
Je-li W, _, ar. zaklad pro P,_,, potom v L je obsaZeno parcidlni
zobrazeni L | W, _,, které vytvotuje identické kolinedrni zobrazeni
P._,na P, _,.Jeito misto L jsme mohli zvolit cL (¢ + 0, viz str. 41),
je patrné, Ze miZeme predpoklidat, Ze parcidlni zobrazeni L | W,,_,
samo je identickym zobrazenim vektorového prostoru W,,_, . Je tedy
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LA, = A, pro 0 < r < m— 2; poloime jedté LA, _, = 4,, . Potom
je

R:n—l = {Ao y oo Am—2 ’ Am—l}v )

‘Rm—l = {AO A'm——2 H Am}ﬂ *
Jezto nadroviny R,,_,, R,,_, jsou navzijem rizné, dokiZe se snadno,
72 8 = A, _,— An_, + o0 a e bod {8} nele#i ani v nadroviné R,,_, ,
ani v nadroviné R,,_,. Zfejmé viak K prevadi libovolny bod {X}
nadroviny R, _, v bod {X'}, kde

X =20+ ... v Tyl s +Zn1Am_y,

X =2y + ... + T Ao+ T 141 -

Je tudiz X' = X 4 x,,_, . S a z toho plyne snadno, Ze K je promit-
nuti nadroviny R,,_, na nadrovinu R,, _, z vrcholu {S} .

83. KOLINEACE. Isomorfni zobrazeni m-rozmérného vektorového
prostoru ¥, na tyz prostor se nazyva automorfismus prostoru V,, .

Je-li
(83.1) U, ..., u,

base vektorového prostoru V,, , kterou struéné oznaéime B , a je-li

(83.2) Vi, «oos Vi
jina (nebo treba i taz) base prostoru V,,, existuji &isla a,;, ..., @nn
tak, Ze
v, =a,u, + ... + a,,U,
(83.3) prol1<r<m.
Determinant
lay, Ay |
83.4) | |
a‘ml amm ’

je vidy riazny od nuly; oznadéime jej
v, ... Vul®
a nazveme jej (viz str. 31) determinantem pfechodu od base (83.1)

k basi (83.2). O determinantech pfechodu plati véta:

52



VEta 83.1. Jsou-lv B, B’ ,B" tfi base vektorového prostoru V,,,
je determinant prechodu od base B k basi B" roven soufinu determinantu
pfechodu od base B k bast B’ s determinantem prechodu od base B' k basi
B".

To v3e je obsaZzeno v ¢lanku 29, kde jsme sice pfedpokladali, Ze V,,
je zaméfeni eukleidovského E,, je vSak patrné, Ze tento predpoklad
je nepodstatny.

Budiz nyni f automorfismus vektorového prostoru V, . Je-li (83.1)
base prostoru Y,,, je

(835) l(ul) y vy f(um)

nova base téhoz V,,; determinant pfechodu od base (83.1) k basi
(83.5) oznaéme A . Jestlize misto base (83.1) uvaZujeme jinou basi
(83.2), potom misto (83.5) mame basi

(836) f(vl) L f(vm)

a miZeme oznalit A’ determinant pfechodu od (83.2) k (83.6). Z véty
83.1 se v8ak snadno dokdzZe, Ze A4 = A’ . Je-li totiz D determinant
prechodu od base (83.1) k basi (83.2), je D roven determinantu (83.4),
kde éisla a;, ..., Gnn, jsou definovdna vztahy (83.3). Z definice
automorfismu je vSak patrné, Ze zaroven se vztahy (83.3) plati také
vztahy
fv,) = anf(u) + ... + amf(unm),
(I=r=<m);

tudiz D je zdroveii determinant pfechodu od base (83.5) k basi (83.6).
Nyni podle véty (83.1) determinant pfechodu od base (83.1) k basi
(83.6) je jednak roven soudinu determinantu pfechodu od base (83.1)
k basi (83.2) s determinantem pfechodu od base (83.2) k basi (83.6),
t. j. roven DA’, jednak je roven determinantu pfechodu od base
(83.1) a basi (83.5) s determinantem pfechodu od base (83.5) k basi
(83.6), t. j. roven 4D . Je tudiz DA’ = AD ajeitoD +0,je 4 = A4,
Pozorny d&tendf jisté konstatoval, Ze jsme zde vlastné znovu provedli
dvahu jiz provedenou v prvém svazku na str. 110, coZ pro jasnost
vykladu bylo Zidouci.

Jeito tedy determinant pfechodu 4 od base (83.1) k basi (83.5)
je nezavisly na volbé base (83.1), miZeme A nazvat deferminantem
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automorfismu f ; poznamenejme vyslovné, Ze je vidy 4 + 0. Z véty
83.1 nyni snadno plyne:

VEra 83.2. Jsou-li f,g dva automorfismy vektorového prostoru V,,
a jsou-li A, , A, jejich determinanty, je také f o g automorfismus prostoru
V,. a jeho determinant je roven souinu A,4,

Budiz nyni ddn m-rozmérny _p__q_]ektlvm prostor P, a budiz W,
jeho ar. zaklad, takze Wiy je (m + 1)-rozmérny vektorovy prostor.
Kolinearni zobrazeni prostoru P, na ty? prostor P,, se nazyva kolineace
prostoru P, . Kazdd kolineace K prostoru P, je tedy vytvoiena
néjakym automorflsmem L vektorového prostoru W, .,, pfi ¢emz
pro kaidé ¢ + 0 také automorfismus cL vytvoiuje touz kolineaci.
Obracené (viz str. 41), jestlize oba automorfismy L, L, vektorového
prostoru W,,., vytvoiuji touz kolineaci projektivniho prostoru P,, ,
existuje ¢ += 0 tak, Ze L, =cL. Jeli A + 0 determinant auto-
morfismu L, potom ziejmé determinant automorfismu cL je roven
cm+1 A, Jestlize Gislo m je sudé, lze zvolit ¢ + 0 tak, aby ¢&islo
¢™+1. A nabylo libovolné pfedepsané hodnoty razné od nuly. Je-li
vSak m liché, je ¢c™+! > 0 pro viecka ¢ + O a znameni ¢isla ¢™+1. 4
je mezavislé na volbE ¢. Proto pro lichd m zavadime tuto definici:
kolineace K prostoru P, (liché m) se jmenuje pfimd, jestlize vytvo-
fujici automorfismus L ma determinant A > 0, nepfimd, jestlize
4 < 0. Potom (viz str. 31) pfimd kolineace prevddi kaZdow ar. basi
prostoru P,, (liché m) v ar. basi s ni souhlasnou, nepfimd v ar. basi
nesouhlasnou. Tedy kolineace prostoru P, (liché m) zachovdvd orientact
prostoru P, , pravé kdyz je pFimd. Z véty 83.2 plyne

VEraA 83.3. Budiez K, , K, dvé kolineace projektivniho prostoru P, ,
kde m je liché. Jsou-li K, , K, obé pFfimé nebo obé nepfimé, je sloZend
kolineace K, o K, pfimd, je-li viak K, pfimd, K, nepfimd nebo K,
nepfimd, K, pfimd, je K, o K, nepfimd.

Z vét 79.1, 79.2 a 83.3 plyne:

VEBTA 83.4. Mnofina vlech kolineaci projektivniho prostoru P,
je transformaéni grupa. Je-li m liché, potom také mnoZina vsech primych
kolineaci prostoru P,, je transformaéni grupa.

Budiz K kolinedrni zobrazeni projektivniho prostoru P, na pro-
jektivni prostor P;, (prozatim nezilezi na tom, zda je P, = P, &
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P, + P,) . Jestlize bod {X} opiSe v prostoru P,, nadrovinu o , potom
podle véty 79.4 bod K{X} opiSe v prostoru P, nadrovinu, kterou ozna-
¢ime K(p). Dokézeme, Ze K je kolmearm zobrazeni prostoru P,
duélniho k P,, na prostor P,, dualni k P, a nazveme K dudlnim koli-
nedrnim zobrazenim k danému kolinedrnimu zobrazeni X .

Pozndmka. Pro m = 1 prostory P,, P, splynou; jeito pro m — 1
splvne pojem nadroviny s pojmem bodu, je ziejmé, Ze pro m =1
dudlni kolineace K splyne s piwodni kolineaci K .

Budiz L isomorfni zobrazeni ar. zdkladu W,., prostoru P, na ar.
zdklad W, prostoru P, , které vytvoruje kolineirni zobrazeni K .
Zvolme ar. basi

(83.7) 4y, 4,,..., 4,
prostoru P, ; (83.7) prejde pfi L v ar. basi
(83.8) Ay, Ay, ..., A,
prostoru P, , kde tedy
(83.9) A, =LA, pro 0<r<m
Budi# W,,., ar. zdklad dudlniho prostoru P,, a budiz W, .1 ar. zdklad

dualniho prostoru P, . Existuje ar. base

(83.10) A,,4,,..., 4,
prostoru P,, a ar. base
(83.11) A4, ,4;,.., 4,

prostoru P’ tak, Ze (83.7) a (83.10), jakoZ i (83.8) a (83.11), jsou na-
vzdjem dudlni. Nyni existuje isomorfni zobrazeni L prostoru W,,,
na prostor W, ., , pro které

(83.12) A, =LA, pro 0<r<m

a snadno se presvédéime, e K = {L} je %4dané dudlni kolinearni
zobrazeni k danému kolinedrnimu zobrazeni. Nebot z definice dualnich
basi plyne, Ze je-li X libovolny prvek prostoru W, , Y libovolny
prvek prostoru W,.,, , je

(83.13) dX,¥)=dLX, LY).
Je-li nyni ¢ = {¥} libovolna nadrovina prostoru P,, , takie Ko je nad-
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rovina prostoru P, , potom bod {X} prostoru P, naleZi do o, privé
kdy? d(X , ¥) = 0; bod {X'} prostoru P, nalei do Ko , pravé kdy#
dXx' LY) = 0. Z (83.13) tudiz plyne, Ze opiSe-li { X} nadrovinu ¢,
opise {LX} = K{X} nadrovinu Ko .

V pfedchézejicim jsme kazdému isomorfnimu zobrazeni L vektoro-
vého prostoru W,,,, piifadili uréité isomorfni zobrazeni L duélniho
vektorového prostoru W,,,, , které muzeme nazvat dudinim k puvod-
nimu isomorfnimu zobrazeni L. Pt tom jsme definovali L pomoci
zvolené base (83. 7) vektorového prostoru W, ,; snadno se v3ak na-
hlédne, %e vztah mezi L a L je uplné popsan v (83.13), Ze tedy nezalezi
na volbé base (83.7). VSimnéme si, Ze ve vztahu (83.13) mame plnou
symetrii mezi W,,,,, W, ,, na jedné strans, W,, ,, W, na strané
druhé. Muzeme tedy ¥ci, e L, L jsou navzdjem dudlni, takie také
K , K jsou navzdjem dudlni, co? je oviem patrné i p¥{mo z definice K .

Nasledujici dvé véty jsou zfejmsé:

VEra 83.5. BudiZ L, isomorfni zobrazeni vektorového prostoru W, ,
na vektorovy prostor W,, w41 Ly 180morfni zobrazeni W,.. . na vektorovy
prostor W, ., . BudteZ W,,,+1 , W o, W;;”l , L, L, dudlni kW1,
W, W, 'L, , L, . Potom je také L, o L, dudlni k L, o L, .

VETA 83.6. BudiZ K, kolinedrni zobrazeni projektivniho prostoru P,
na projektivni prostor P,, , K, kolinedrni zobrazeni P,, na projektivni
prostor P,, . Budtei P, P, P, K,, K, dudlni k P,,, P, , P, , K,,
K, . Potom je také K, o K, dudlni k K, o K, .

Budiz nyni P,, = P/, tedy také P,, = P, , W, ., = W, W, =
= W,,,,. Potom L je automorfismus vektorového prostoru W,,,,,
L je k nému dudlni automorfismus vektorového prostoru W,,, .
Nechf plati (83.9) a nechf ar. base (83.10), (83.11) jsou dudlni k ar.
basim (83.7), (83.8), takZe plati také (83.12). Nyni existuji disla
Boo s -+ s Bmm > g s ++e » Omm VAK, Z€ '

(83.14) A4, =ady + ... + a4, pro 0 r<m,

(83.15) A, = Ay + ... + Comdpm pro 0< s m.

Determinant

(83.16)



je determinant automorfismu L~?! inversniho k automorfismu L,
takZe z véty 83.2 plyne (sr. dikaz véty 39.5), Ze determinant auto-
morfismu L je prevricena hodnota determinantu (83.16). Mimo to
ovsem

(83.17) .

loc,,,o veo Gmm

je determinant automorfismu L . Budiz nyni‘ 0<r<m,0<s<m.
Podle (83.14) je
d4,,4) =a,dd,,4) + ... +a.d(4,,,4)
a jezto (83.8), (83.11) jsou navzdjem duélni, je
(83.18) 4, ,d)) =a,,.
Avsak podle (83.15) je téz
d(Ar ’ “I;) = asod(Ar ) AD) + ...+ o‘smd(Ar ’ J'm)
a jezto (83.7), (83.10) jsou navzijem duilni, je

(83.19) d4,,4d) = «,, .

Z (83.18) a (83.19) plyne, Ze a,, = &,, pro 0 < r, s < m, takZe deter-
minanty (83.16) a (83.17) si jsou rovny. Plati tudiz:

Viira 83.7. BudiZ L automorfismus vektorového prostoru, a budif L
automorfismus dudlniho vektorového prostoru dudlni k automorfismu L .
Potom determinant automorfismu L je pfevrdcend hodnota determinantu
automorfismu L .

Z véty 83.7 plyne:

VEra 83.8. BudiZ K kolineace projektivniho prostoru P, , kde m je
liché. Budif K dudlni kolineace prostoru P, . Je-lv K pfimd, je také K
pfimd, je-li K nepfimd, je také K mepiimd.

84. HOMOLOGIE. V tomto ¢linku predpokldddime, Zze m = 2. Budiz
dén projektivni prostor P,, a budiZ P, k nému dudlni.

Je-li K kolineace prostoru P,, , potom bod prostoru P, nazveme
samodruZngin p¥i K , splyne-li se svym obrazem. Rovnéi tak &dst
prostoru P, nazveme samodrutnou pii K , splyne-li se svym obrazem.
Pii tom nikterak nemusi bod samodruzné éisti byt samodruinym, -
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ba dokonce samodruzna ¢ast nemusi obsahovat vibec Zadny samo-
druzny bod. Mohli bychom také ¢ast ¢ prostoru P,, nazvat samodruz-
nou v §irfim smyslu pii K , jestlize obraz C pfi K je ¢asti mnoziny C .
Nis v8ak budou vedle samodruznych bodu zajimat pouze samodruzné
linedrni podprostory prostoru P, , a jestliZe takovy podprostor P,
(1< k< m—1) je samodruzny v §irS$im smyslu pi#i K, potom P,
je samodruzny p¥i K . Nebot obraz P, podprostoru P, podle véty 79.4
je linedrni podprostor téze dimense k jako P, a jestlize P, je &asti P,
nutné P,, splyne s P, .

Kolineace H prostoru P,, se nazyva homologie prostoru P, , jestlize
H je razni od identické transformace prostoru P, a jestliZe existuje
g. bod 8 tak, Ze kazda piimka prochazejici bodem S je samodruzna;
g. bod S se jmenuje stFedem homologie H . Bod S je nutné samodruzny
pii H ; nebot jeito m = 2, mizeme bodem S vést dvé rizné primky
P, q, které jsou obé samodruiné, takze obrazem pruseéiku S piimek
P, q je prusedik tychz pfimek, t. j. opét bod § . Homologie nemiize
mit vice nez jeden stfed. Nebot necht existuji dva razné g. body S, ,
8, tak, Ze kazda pfimka jdouci nékterym z nich je samodruzna pfi
kolineaci H prostoru P,; mame dokazat, Ze potom kazdy bod pro-
storu P, je samodruzny. JestliZze pfedné g. bod X nelezi na pfimce
8,8, , potom pfimky §,X , §,X jsou navzdjem rizné a obé jsou samo-
druiné, z ¢éehoz jako vySe plyne, Ze bod X je samodruiny. Jestlize
nyni pfimka p je rizna od pfimky 8,8, , potom p obsahuje dva riizné
body lezici mimo pfimku S,S,, tedy dva ruzné samodruiné body,
takZze p je samodruznd pfimka. Kazdym bodem prostoru P,, procha-
zeji tedy dvé rizné samodruiné piimky, takze kazdy bod prostoru
P,, je samodruzny.

VETA 84.1. BudiZ H homologie prostoru P,, . Potom existuje v prostoru
P, nadrovina o, jejiz kazdy bod je samodruiny pii H .

Pozndmka. Z dikazu véty 84.1 usoudime, Ze existuje jedind takova
nadrovina g ; nazveme ji osovou nadrovinou (pro m = 2 kratce osou)
homologie H .

Doxraz. Zvolme ar. bod S tak, ze {S} je stfed homologie H . Homo-
logii H lze vytvofit takovym automorfismem L ar. zakladu W,+,
prostoru P, , Ze '

(84.1) LS = 8.
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Pripojme dalsi ar. body B,, ..., B, tak, aby S, B,,..., B, byla
ar. base pro P,, . Potom pro 1 < r < m existuji redlna ¢isla ¢, , b, tak,
Ze
(84.2) LB, =¢.B, +b,8;
to plyne z toho, Ze podle definice stfedu homologie bod {LB,} lezi
na piimce B,S. Budiz nyni 1 < r << s < m . Podle (84.2) je
L(Br + Bs) = chr + C,B, + (br + ba)S .
Podle definice stfedu homologie je v8ak ar.bod nalevo linedrni kom-
binaci ar. bodu B, + B,, S a jeito ar.body B, , B,,S jsou linedrné
nezivislé, je to jen tak mozné, ze ¢, = ¢, . Tim je dokdzano, Ze viecka
dislac,, ..., ¢, si jsou rovna, neboli ze
(84.3) LB, =cB, +b8 pro 1<r<m.
Nyni jsou dvé moznosti. Jestlize pfedné ¢ + 1, potompro 1 < r < m
lze urcit éislo ¢, tak, aby bylo (¢ — 1), = b,, nadez podle (84.1) a
(84.3) je
LB, +t8)=c¢cB, +18) pro 1< r<m.
Polozme
A, =B, +t8 pro 1< r<m.
Potom S, 4,, ..., A, je ar. base pro P,, a jest
(84.4) LS =8, LA, =cA, pro 1<r<m,
pii Cemz ¢ =+ 1 a zfejmé téZ ¢ + 0 W/ (84.4) snadno odvodime, Ze bod
{X}, kde
X=a284+x4, + ... + z, A,
je samodruzny bod, pravé kdyz budto splyne s bodem {S} nebo lezi
v nadroviné
(84.5) oe=1{4,,...,4,.},.
Je-li ¢’ nadrovina riznd od nadroviny g, existuje v ¢’ bod rizny
od {8}, ktery nelezi v o a ktery tudiZ neni samodruiny. Tim jsme
hotovi s piipadem, ze v (84.3) jec + 1. Zbyva pfipad, Ze
LB, =B, +b8 pro 1<r<m.
Jezto plati (84.1) a jezto {L} neni identickd transformace, nemiZe
byt b, = 0 pro 1 < r < m, takie miZeme pfedpoklidat, Ze tieba
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bp=b%+0. Pro 1< r<m-—1 urdime t, tak, aby bylo b, +
4 t,b = 0 a polozime 4, =B, +t, 4, pro 1<r<m—1, 4, =
= B,, . Potom 8§, 4,,..., 4, je ar. base pro P,, a je

(84.6) LS =S8, LA, =4, pro 1< r<m—1,
LA, = A, + b8,

kde b + 0. Z (84.6) snadno odvodime, Ze bod {X} je samodruZny,
pravé kdyz lezi v nadroviné

(84.7) 0=1{S,4,,...,4%),.

Je-li p’ nadrovina rizna od nadroviny p, existuje v ¢’ bod razny
od {8}, ktery nelezi v g a ktery tudiz neni samodruzny.

Tim je dokonden ditkaz véty 84.1 a také je zjiSténa spravnost po-
znamky vyslovené po znéni véty. Zarovenl jsme zjistili, Ze je-li dana
homologie H se stiedem {8}, je moZné uré¢it ar. body 4, , ..., 4, tak,
aby §,4,,...,4, byla ar. base pro P,, a aby bylo H = {L}, pii
¢emz budto plati (84.4), pfi ¢emZz 0 % ¢ + 1, nebo plati (84.6), pfi
cemz b + 0. Obricené je patrné, Ze je-li §,4,,...,4, ar. base
prostoru P, a definujeme-li kolineaci H = {L} prostoru P, budto
rovnicemi (84.4), ve kterych 0 & c¢ 3+ 1, nebo rovnicemi (84.6),
ve kterych & & 0, je H homologie prostoru P,, se stfedem homologie
{8}, pti ¢emz nadrovina homologie p je dana vyrazem (84.5) v plipadé
(84.4), vyrazem (84.7) v piipadé (84.6). Z toho je patrné, Ze v pfipadé
(84.4) nadrovina homologie neobsahuje stfed homologie, kdezto v pfi-
padé (84.6) naopak nadrovina homologie prochazi stfedem homologie.
V ptipadé (84.4) ¢islo ¢ se jmenuje invariant homologie H ; vime, ie
0 +c¢c #1. V pripadé (84.6) invariant homologie H je roven 1.
V piipadé (84.4) md invariant ¢ vyznam dvojpoméru. Nebot je-li bod
{X} razny od {S} a nelezi-li {X} v osové nadroviné (84.5), budiz {B}
prusedik piimky SX s nadrovinou (84.5) a budiz {X'} obraz bodu
{X} ; potom je

(84.8) (BSXX') =c¢.

Nebof pii vhodné volbé ar. zastupci je X =8 + B, X' =8 + ¢B,
nadeZ (84.8) plyne z definice dvojpoméru. - '
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VETA 84.2. Necht kolineace H projektivniho prostoru P,, riznd od
identické transformace md tu vlastnost, e existuje nadrovina o, jejiz
katdy bod je samodruinym pfi H . Potom H je homologie prostoru P, .
Je jasné, Ze o bude osovou nadrovinou homologie H .

DUgAZ. Zvolme ar. basi 4, , 4, , ..., 4,, prostoru P, tak, aby bylo
e={4,,..., An}s .
Jezto parcidlni zobrazeni H | g je identickd transformace nadroviny ¢,
je patrné, ze H = {L}, kde LA, = A, pro 1 < r < m . Déle je
LA, =cd4y +c,4; + ... + e 4,

neboli LA, = c4, + B, kde B =¢,4, + ... + ¢4, ,tedy LB = B .
Jezto {L} neni identicka transformace, je LA, + A, neboli § * o,
kde § = (¢ —1)4, + B . Pro

X=zd4,+x,4, +... + 2,4,

je LX = X + .8, specialné LS = §, takZe bod {S} je samodruzny.
Je-li {X} + {8}, je {LX} + {8} a bod {LX} ={X 4 2,5} lezi na
piimce SX , takZe tato pfimka je samodruzna. Tudiz H je homologie
se stfedem {S} .

Homologie H projektivniho prostoru P, se jmenuje specidini,
jestliZze jeji invariant ¢ je roven jedné, neboli jestliZe osova nadrovina
prochézi stiedem homologie.

V predchazejicim jsme podali dikazy vét 84.1 a 84.2 tak, Ze byly
nezdvislé jeden na druhém. Nyni si v8ak ukdZeme, Ze kazdd z obou
vét 84.1, 84.2 je disledkem druhé z nich, aplikujeme-li princip duality.
Provedeme to m. j. proto, abychom na prikladé prokizali uzitecnost
principu duality pii studiu projektivnich prostora.

Homologie H byla v pfedchazejicim definovdna tak, Ze existuje
g. bod 8§ (stfed homologie) tak, Ze kaidd pfimka jdouci bodem S
je samodruzna pfi H (a Ze mimo to H neni identickd transformace
prostoru P.); je viak snadné si rozvaZit, Zze ekvivalentnim pozadav-
kem je, aby kazda nadrovina jsouci bodem § byla samodruzni p¥i H .
Jestlize takto upravenou definici aplikujeme na duilni kolineaci H
dudlniho prostoru P,, odvozenou z kolineace H prostoru P, , vidime,
2e H je homologie prostoru P, , jestlie existuje nadrovina p tak,
e kazdy jeji bod je samodruiny pii H . Av3ak samodruinost bodu
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(nebo nadrovmy) pti H je zre]me totéZz jako samodruznost pfi H .

Tedy H je homologle prostoru P, , pravé kdyZ existuje nadrovina
prostoru P, , jejiz kazdy bod je samodruZny pfi H . Nyni véta 84.1

pravi, Ze je-li H homologie prostoru P, , je H homologle prostoru P,, ;
véta 84.2 pak pravi, Ze je-li H homologie prostoru P,, , je H homologie
prostoru P,, . Tedy kazda z obou vét 84.1 a 84.2 plyne z druhé uZitim
principu duality.

Budiz f regularni afinni transformace eukleidovského prostoru E,,
a budiz {f} jeji projektivni rozdifeni na prostor E, . Potom ubéina
nadrovina g je samodruzna pfi kolineaci {f} prostoru E,,, a je nasnadé
otazka, kdy {f} je homologie s osovou nadrovinou p . Snadno se dokéaze,
Ze tomu tak je (s vyloufenim p¥ipadu, Ze f je identicka transformace),
pravé kdyz f je budto homothetickd transformace nebo translace.
Mimo to se lehko dokéze, Ze invariant homologie {f} je roven koeficientu
homothetie v pripadé homothetické transformace, a je roven jedné
v pripadé translace. Homologie {S} je specidlni, pravé kdyi f je
translace.

85. DETERMINANT KOLINEACE V SAMODRUZNEM BODE
NEBO NADROVINE. Budiz W,,,, ar. zéklad projektivniho prostoru
P, . Automorfismus L vektorového prostoru W, , vytvoiuje koli-
neaci {L} projektivniho prostoru P, ; taZ kolineace je viak vytvofena
také jinymi automorfismy, totiz automorfismy tvaru cL , kde d&islo ¢
je razné od nuly, jinak je vSak libovolné. Nyni v ¢lanku 83 jsme pro
kazdy automorfismus prostoru W, , definovali jeho determinant;
je-li A determinant automorfismu L, je ¢™+!A determinant auto-
morfismu cL , a jeito viecky automorfismy cL (¢ # 0) vytvofuji touz
kolineaci {L} prostoru P,, , nemiZeme mluvit o uréitém determinantu
kolineace. Jestlize v3ak se ndm v nékterych pfipadech podafi uvaZzo-
vanym kolineacim {L} jednoznaéné pfitadit vytvofujici automorfismus
L, miZeme determinant tohoto automorfismu prohlasit za deter-
minant kolineace {L} .

Jeden takovy piipad dostaneme, uvaZujeme-li takové kolineace
prostoru P, , které maji dany samodruiny bod {4} . Nebot takova
kolineace je vytvofena automorfismem L , ktery md vlastnost

(85.1) Ld = 4;
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vlastnost (85.1) je zfejmé nezdvisla na volbé ar. zastupce 4 g. bodu
{A} a uréuje jednozna¢né automorfismus vytvorujici danou kolineaci.
Determinant automorfismu L , spliiujiciho podminku (85.1), nazveme
determinantem kolineace {L} v jejim samodruiném bodé {A} . Z véty
83.2 plyne:

VETA 85.1. Budtet K, , K, dvé kolineace prostoru P, se spoleCnim
samodruinym bodem. Jsou-li A,, A, determinanty kolineaci K, , K,
v daném samodruiném bodé, potom determinant sloZené kolineace
K, o K, v témZ samodruzném bodé je roven souéinu 4,4, .

Kolineace prostoru P,, s danym samodruznym bodem tvoii zfejmé
transformaéni grupu prostoru P,, ; z véty 85.1 plyne, Ze ty z nich,
jejichZ determinant v daném samodruZném bodé je roven jedné, tvoid
podgrupu uvazované transformacéni grupy.

VEra 85.2. Budif K kolineace p;ostoru P.. a budiZ P, linedrni pod-
prostor, jehoi kaZdy bod je samodruiny pfi K. Potom determinant
kolineace K v samodruiném bodé {X} patficim do P, je tys pro vdecky
body (X} prostoru P, .

DiUgraz. Budtez {4}, {B} dva rizné body prostoru P, a budiz
K = {L,} ={L,}, pii ¢emz LA =4, L,B=B. Sta¢i dokazat,
Zze L, = L, . Vime, Ze existuje ¢islo ¢ tak, ze L, = cL, ; tudiz LB =
=c¢B a tedy L(4A + B) =A + cB. Av8ak bod {4 4 B} naile#
do P, a je tedy samodruiny, t. j. L(4 + B) =¢'(4 + B). Tudiz
A +c¢B =c¢(4 + B) neboli (1—¢)A + (¢c—¢')B = o a jezto ar.
body A, B jsou linearné nezavislé, je 1 —¢' =0, ¢—c¢’ = 0, tedy
c=1,L, =1L,.

Obracené predpoklidejme, Ze kolineace K méa tyz determinant
ve dvou riznych samodruznych bodech a ptejme se, zda kazdy bod
piimky spojujici tyto body musi byt samodruzny. Uvidime, Ze od-
povéd je kladna pouze v tom piipadé, Ze €islo m je sudé. Nebot jsou-li
{4}, {B} dané samodruzné body, existuje vytvofujici automorfismus
L tak, ze LA = A ; jezto {B} je samodruZny, existuje ¢islo ¢ + 0 tak,
7¢ LB = ¢B . Determinant kolineace K v samodruzném bodé {4}
je roven determinantu A automorfismu L ; determinant kolineace K
v samodruzném bodé {B} je roven determinantu automorfismu cL ,
t. j. je roven c¢m+14 . Jezto oba determinanty jsou si rovny a jezto
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A +£0, jecm*l =1 a z toho pfi sudém m plyne, ze ¢ =1, tedy
LA =A, LB=B, Lx4 + yB) = x4 + yB, takie kaidy bod
piimky AB je samodruiny. Je-li v8ak m liché, muzZe byt rovnice
¢™+1 = ] splnéna také tak, Ze ¢ = — 1, naleZ piimka 4B obsahuje
pouze dva samodruzné body.

Z (84.4) a (84.6) se snadno odvodi:

VETA 85.3. Budif H homologie prostoru P, (m = 2) se stfedem
homologie S a s osovou nadrovinou o ; budif ¢ invariant homologie H .
Determinant homologie H v samodruiném bodé S je roven ¢m™ . Je-li A
libovolng bod nadroviny ¢ , je determinant homologie H v samodruzném
bodé A roven 1:c.

UvaZujme nyni takové kolineace K prostoru P, , které maji danou
samodruZnou nadrovinu g . Zvolme ar. nadrovinu 4 tak, ze p = {4}
a ukaZme, Ze je mozno udat takovy vytvofujici automorfismus L
kolineace K , Ze

(85.2) d(LX ,4d) =d(X, 4)
pro kazdy ar. bod X . Nebof zvolme ar. bod A, + o tak, Ze {4}
neleZi v g ; jestlize 4, , ..., A, je ar. base pro g , je zfejmé 4, , 4, , ..

.., 4, ar. base pro P, . Jezto nadrovina ¢ je samodruZni, body
K{4,} (1 £ r < m) ndlezeji do ¢ a tudiz bod K{A4,}, stejné jako bod
{4,}, nenalezi do p . Jestlize K = {L}, je

(85.3) d(4,%,d)=0=d(LA,,d) pro 1<r<m,
avsak

‘d(4,,d) + 0 +d(LA4,, )

a L lze zvolit tak, Ze

(85.4) d(LA,,d) = d(4,,4) .
Pro libovolny ar. bod X mame

X=w.4,+ 2,4, +... + z, A, ,
LX =xy. LA, + * LA +}... + x,,. LA, ,
takze podle (85.3) »
d(A4,4d) ="z d(4,,4), d(LX,d)==x,.dLA, A)

a z (85.4) plyne (85.2). Je patrné, Ze podminka (85.2) jednoznacné
uréuje automorfismus L a %e je nezavisla na volbé ar. zdstupce 4
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nadroviny p . MlZeme tudiZ determinant automorfismu L nazvat
determinantem kolineace K v samodruZné nadroviné o .

Je-li f regularni afinni transformace eukleidovského prostoru E,,,
zvolme v E,, linearni soustavu soufadnic (P; u,, ..., u,> . Budiz
{Py=P+bu, + ... +b,u,,
flu,) =a,u; + ... +a,puy pro 1< r<m.

Determinant transformace f (definovany na str. 110 prvniho svazku)
je roven

5 Aim
_ (85.5) | e
|@my - G
Nyni P, u,,...,u, je ar. base projektivniho rozsifeni E,, prostoru

wiv ’

E,. . Projektivni roziifeni afinni transformace f (definované na str. 42)
je vytvoreno automorfismem L ar. zdkladu prostoru E,, , pfi kterém
ar. bod

(85.6) X =2,P + zu; + ... + Tpln
prejde v ar. bod
(85.7) LX = xf(P) + =, f(u;) + ... + xnf(uy,),
takZe L ma determinant
1 b b
0 ay, Aym
.............. .
0 a’ml (2299

-~

ktery je roven determinantu (85.5). Je-li 4 ,Ii’l , ..., Bn ar. base
projektivniho prostoru dualniho k E,, dualni k ar. basi P, u,, ..., u,
prostoru E,, , je {4} tbéZna nadrovina a pro kazdy ar. bod X je &islo
d(X , A) rovno koeficientu ar. bodu X a jezto ar. body (85.8), (85.7)
maji tyz koeficient x, , je splnéna podminka (85.2). Plati tedy:

VETa 85.4. BudiZ [ reguldrni afinni transformace eukleidovského
prostoru E,, a budif {f} jeji projektivni roz¥ifeni na prostor E, .
Determinant kolineace {f} v 4béiné nadroviné, kterd je samodruind pri
{f} , je roven determinantu afinni transformace f .
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Budi% {4} samodruzné nadrovina kolineace {L} prostoru P,, a pred-
pokladejme, Ze automorfismus L ar. zakladu W,,,, prostoru P, splituje
podminku (85.2). K automorfismu L jsme definovali na str. 55
duédlni automorfismus L ar. zakladu W,.., dualniho prostoru P, tak,

ze kolineace {L} prostoru Pm je dudlni ke kolineaci {L} prostoru P,,
Podle (83.13) je pro kazdy ar. bod X : d(X , 4A) = d(LX , LA), takze

podle (85.2) je d(V, LA—A)=0proY = LX . Aviak Y je zcela
libovolny ar. bod, takZe LA = 4, t. j. L splituje vzhledem k samo-
druiné nadroving {4}, ktera je bodem dualniho prostoru P, , pod-
minku typu (85.1). Z véty 83.7 tudiz plyne:

VETA 85.5. Budif p samodruind nadrovina kolineace K projektivniho
prostoru P,, a budif K dudini kolineace prostoru P,, . Potom determinant
kolineace K v samodruiné nadroviné o je roven pFevrdcené hodnoté
determinantu kolineace K v téZe nadroviné o .

Z véty 85.5 plyne podle principu duality:

VEra 85.6. Budif S samodruZny bod kolineace K projektivniho
prostoru P, a budif K dudini kolineace prostoru P,, . Potom determinant
kolineace K v samodrusném bodé S je roven prevrdcend hodnoté deter-
minantu kolineace K v tém# bodé S . Pii tom oviem determinant koli-
neace K v samodruzném bodé S prostoru P, znameni determinant
kolineace K v dudlni nadroving, jejimz vrcholem je S .

86. PROJEKTIVNI ZOBRAZENI PRIMKY. Nézev kolineirni
vznikl z vlastnosti (obsazené ve vété 79.4), Ze obrazem kazdé piimky
je pfimka. D4 se dokazat (ale v této knize nebudeme diikaz provadat),
#e pro m > 2 kazdé zobrazeni prostoru P,, na prostor P, , pfi kterém
obrazem kazdé pfimky je piimka, je kolinearni. Pro m = 1 cely
prostor P, je pfimka a kazdé zobrazeni P, na P; mi samozicjmé
tu vlastnost, Ze obrazem pfimky je pfimka, a pfes to ovsem nemusi
byt kolineirnim. Pro m = 1 je zvykem slovo kolinedrni nahrazovat
slovem pr Ojektlvnl fidice se timto zvykem, budeme mluvit o projektiv-
nim. zobrazeni (projektivni) pfimky P, na (projektivni) piimku P;,
‘%im?% minime zobrazeni P, na P; , které je kolinedrni ve smyslu define-.
vaném v ¢ldnku 79. Je-li P, = P;, mame kolineaci (projektivni)
piimky P, , kterou budeme nazyvat projektivitou na piimce P, .
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Pozndmka. V klasické literatufe projektivni geometrie se mluvi
o ,,dvou projektivnich bodovych fadach*, ¢imz se mini projektivni
zobrazeni pfimky na pfimku, o dvou ,,soumistnych projektivnich
bodovych Fadach, ¢imZz se mini projektivita na primce. Takova
a podobna terminologie je velmi b&Zina v projektivni geometrii, malo
viak zduraziiuje logickou strukturu studovanych pojmi a vyrazné
se lisi od terminologie, ktera je dnes bézna ve vSech hlavnich partiich
matematiky. Nebudeme proto takové terminologie v této knize uzivat,

Jsou-li dény dvé projektivni p¥imky P,, P,, pfi ¢emZ mie, ale
nemusi byt P, = P, , a jsou-li na kaZdé z obou p¥imek dény tfi riizné
body (v uréitém pofadi), potom podle vét 79.5 a 79.6 existuje prave
jedno prOJektlvnl zobrazeni pfimky P, na pfimku P, , které prevede
prvé tii body ve druhé ti. Jak tomu ]e ]esthze misto tii bodd mime
étyfi, o tom nas poucuje

VETra 86.1. Jsou-li dany étyfi riizné body A , B, C , D na pfimce P, ,
a &yFi razné body A', B', C', D’ na pFimce P, , potom projektivni zobra-
zeni primky P, na pFimku P, , které previdi A, B, C, D po fadé
v A’, B, C', D', existuje, pravé kdyZ dvojpomér (ABCD) je roven dvoj-
poméru (A'B'C'D’).

Dokaz. Existuje-li takové projektivni zobrazeni K = {L}, potom
pfi vhodné volbé ar. zastupct bude L4 = A’, LB = B’, LC = (",
LD = D'. Existuji &sla w,, u,, v,, v, tak, e C =u,d + u,B,
D = v, 4 + v,B. Jeito zobrazeni L je isomorfni, je také ¢’ = usd’ +
+ u,B’, D" =v,4" + v,B’, takie podle dafinice . dvojpoméru je
(ABCD) = (A’ BC’D) Obracené piedpokladejme, ze (ABCD) =
=(A'B'C’'D’y =4, tedy 0 = 1 + 1 podle (76.4). Podle véty (79.6)
existuje projektivni zobrazeni K p¥mky P, na pimku P,, které
pievddi body 4, B, C v body A’, B’, C'; K previdi bod D v jakysi
bod E ptimky P; a podle jiz dokdzaného je (ABCD) = (A’B'C'E),
tedy (4'B'C'E) = (A'B’C'D"), takie podle véty 76.1 je E = D’.

V projektivnim prostoru P, (m > 2) budiz ddn (m — 2)-rozmérny
linedrni podprostor v sir§im smyslu @ . V ¢&ldnku 81 jsme nazvali
svazkem nadrovin o vrcholu @ a oznadili 7(Q ; P,,) mnoZinu v3ech
nadrovin prostoru P, , které prochazeji podprostorem @ . Poznali
jsme, Ze svazek nadrovin tvoii projektivni piimku, takZe miizeme
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mluvit o dvojpoméru étvefice (navzajem raznych) nadrovin svazku.
Jestlize nyni je v prostoru P, mimo podprostor ¢ jeité dana pfimka
P, , kterd nema s ¢ spoleéného bodu, jsou podprostory @, P, totalné
nezavislé a jestlize kazdému bodu {X} pfimky P, ptifadime jim pro-
chazejici (jednoznaéné uréenou) nadrovinu svazku, obdrzime perspek-
tivni zobrazeni P, na =(Q ; P,), které podle ¢linku 82 je kolinedrni
(projektivni). Jsou-li tedy 4, B, C, D ¢&étyfi razné body primky P,
a jsou-li &, B, ¥, & jimi prochazejici nadroviny svazku =(Q ; P,),
je (ABCD) = («pyd) . Mame-li v P, vedle @ dany dvé rizné pfimky
P,, P, , z nich? 74dn4 neprotne @ , potom podle ¢ldnku 82 promitnuti
pHmky P, na p¥mku P; z vrcholu @ je projektivni zobrazeni P,
na P| . Jsou-li tedy 4, B, C', D &ty¥i riizné body primky P, a jsou-li
A’, B, C’', D' jejich pruméty
z vrcholu @ na pfimku P, je
(ABCD) = (A'B'C'D").

VEra 86.2 (viz obr. 1). V pro-
jekttvni roviné budteZ ddny CtyFi
body A, B, C,D, z nicht Zddné
t¥i neleZi v téZe pfimce. (Body 4,
B, C, D jsou tudi navzijem
rizné.) Budif: P praseéik pFi-

f/ P\ mek AB, CD; @Q prasetik pfi-
/\ mek AC, BD ; R praseéik pFimek
Obr. 1. AD, BC; M praselik pFimek AB,
QR . Potom bod M je harmonicky
sdruzen s bodem P vzhledem k bodim A , B.

Ditkaz. Poddme napied netplny geometricky dikaz zaloZeny

na pravé odvozenych vlastnostech dvojpoméru. Budiz N priseéik

pfimek CD, QR . Pfi promitnuti pfimky 4B na pfimku CD z vrcholu
Q maji body A, B, P, M pruméty C, D, P, N, takze

(86.1) (ABPM) = (CDPN).

Pfi promitnuti pfimky AB na pfimku CD z vrcholu R maji body
B, A, P, Mpriméty C, D, P, N, takze

(88.2) (BAPM) = (CDPN).
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Porovname-li (86.1) s (86.2), miame (ABPM) = (BAPM), takie
podle (76.10) dvojpomér (ABPM) = i .vyhovuje rovnici A2 =1
a jezto dvojpomér neni nikdy roven jedné, je (ABPM) = —
Tento dikaz md tu mezeru, Ze neni odivodnéno, pro¢ body 4, B,
P, M jsou navzajem ruzné, specielné prod M + P . Nebudeme tuto
mezeru vypliiovat, nybrZz misto toho podime jednoduchy pocéetni
dikaz véty 86.2, opieny o vhodnou volbu ar. zastupci uvaZovanych
g. bodi. Ar. bod ¢ zvolime libovolné. Potom zvolime ar. body 4 , B
tak, a.bybyloC’ A+Q D=B+@.PotomjeB— A =D— C’
A + D =B + ¢ Jesto bod B — A4 lei na piimece 4B, bod D — C
na piimece CD,je B— A = D — C = P a podobné je tez A+ D=
=B+ (= R Nyni je A + B =R — @ a z toho soudime, Ze
A+B M. Jetto P =B — A, M=A + B, je (ABPM) =
=—1.

87. PROJEKTIVITY NA PRIMCE. Budiz K projektivita na pfimce
P, . Neni-li K identicka transformace pfimky P, , plyne z véty 79.6,
ze existuji nejvys dva samodruiné body pii K. Projektivita K se
nazyva: hyperbolickd, ma-li dva rizné samodruzné body, eliptickd,
nemé4-li Z4dny samodruiny bod, parabolickd, mé-li jediny samodruzny
bod. Zvolime-li libovolné ar. basi A, B pfimky P, , je K = {L}, kde

LA = «A4 + BB,

(87.1) LB = yB + 6B,
pii éemz

(87.2) Ad=ad—pfy £0.

Bod {zA + yB} je samodruzny p¥i K , pravé kdyz ar. bod L(xA +yB)
je linearné zavisly na ar. bodé 24 + yB, t. j. pravé kdyz

z oc:c+yy‘=0

y px + oy
neboli
(87.3) fx? + (0 —a)ry —yy* = 0.
Je-li

(87.4) D=(0—u)2+ 48y = (« + 8)2— 44,



je tedy: D > 0 pro hyperbolické projektivity, D < O pro eliptické
projektivity, D = 0 jednak pro parabolické projektivity, jednak pro
tdentickou transformaci charakterisovanou vztahy:

(87.3) B=y=0, a=20%0.

Jeito ¢islo m = 1 je liché, muZeme podle ¢lanku 83 rozdélit projek-
tivity na pfimce na pfimé, u kterych je 4 > 0, a nepfimé, u kterych je
4 < 0. Je-li pfimka P, orientovina, potom orientace, geometricky
popsana v ¢lanku 77 vlastnostmi symbolu (77.2), ziistava beze zmény
po provedeni piimé projektivity, prejde vSak v orientaci opacnou
po provedeni nepfimé projektivity.

VETA 87.1. Nepiimd projektivita na pfimce je vidy hyperbolickd.
Nebot je-li 4 < 0, potom podle (87.4) je D > 0. Podle dokazané véty
kazda eliptickd i kaZzdd parabolickd projektivita je pfima, kdeito
hyperbolicka projektivita mize byt pfima nebo nepfima.

VEra 87.2. Jsou-li 4, B samodruiné body hyperbolické projektivity
na primce P, , existuje &islo A tak, Ze

(87.4) 0 +4=+1
a Ze, je-lt X ktergkoli nesamodruinyg bod primky P, , X' obraz bodu X ,
potom dvojpomér (ABX X'y = A. Obrdcené, jsou-li ddny na piimce P, dva
réizné body A , B a je-li ddnoredlné &islo A spliiugici (87.4), pfiradme bodu
A bod A , bodu B bod B a kazdému jinému bodu X pFimky P, ten bod X'
(jednoznaé¢né uréeny podle véty 76.1), pro ktery plati (ABXX') = 4;
dostaneme na pFfimce P, hyperbolickou projektivitu se samodruZnymi
body A, B. Na$e projektivita je pfimd pro kladné A, nepFimd pro
zdporné A .

Dokraz. Jsou-li A, B samodruzné body dané hyperbolické pro-
jektivity {L}, potom v (87.1) je 8 =y = 0, takZe podle (87.2) je
o £0, 8 £0 a jeito {L} neni identickd transformace, je & =+ ¢.
Je-li X =24 + yB, je LX = xxA + dyB, takieprox 0,y * 0
je (A,B,X,LX)=24, kde 1 = «x: 4, takie plati (87.4). Podle
(87.2) je 4 = «d, takie pro A > 0 je 4 > 0 a projektivita je pfima,
pro 2 < 0 je 4 < 0 a projektivita je nepfimda. Obricené, je-li dano 1
tak, Ze plati (87.4) a jeli (ABXX') =1, potom {X'} ={LX},
polozime-li LA = 14, LB = B; {L} je zaddand projektivita.
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Vitta 87.3. BudteZ ddny tfi razné body A, B, C na piimce P, .
Potom existuje na P, prdavé jedna parabolickd projektivita K se samodruZ-
nym bodem A , pFi které obrazem bodu B je bod C .

Dtogaz. Zvolme libovolné ar. zastupce A4, B, C a budiz (' =
= uAd + vB, tedy uwv + 0. Existuje-li K , je vytvofena isomorfismem
L, pro ktery

LA = A, LB = z(ud + vB),

v

kde x + 0. Béii pouze o to, Ze lze uréit x pravé jednim zpusobem tak,
abyproa =1, =0,y =zu, 6 = zv vyraz D [viz (87.4)] byl roven
nule. To je vSak zfejmé, nebot D = (zv — 1)

VETA 87.4. Budif K takovd projektivita na pFimce P, , Ze extstuji
dva rizné body, z nichf kady je obrazem druhého pFi K . Je-li potom X
libovolny bod primky P, a je-li X' jeho obraz pfi K , je také obrdcené
bod X obrazem bodu X' pri A® ‘

DOraAz. Budiz K = {L} a volme v (87.1) za A , B dané dva body,
z nichz kaZdy je obrazem druhého. Potom je « = 6 = 0 a je-li X =
=zA4 +yB, X' =LX, je X' =yyA + BB, tedy LX =py.
. (x4 + yB), takie K{X'} = {X}.

Projektivita K na pfimce P, , kterd ma tu vlastnost, Ze je-li X’ obraz
libovolného bodu X , je také obracené X obrazem bodu X', se nazyva
involuce na piimce P, , neni-li identickou transformaci pfimky P, .
Véta 87.4 pravi, Ze existuji-li dva rizné body, z nichz kazdy je obra-
zem druhého pfi projektivité K, potom K je involuce a je-li X’
obrazem bodu X , pravime, Ze dvojice

(87.5) X, X

je dvojice involuce K . Misto abychom na involuci K nazirali jako
na transformaci pfimky P, , je iéelné nazirat na involuci jako na mno-
Zinu bodovych dvojic (87.5). Také na libovolnou projektivitu K bychom
mohli nazirat jako na mnoZinu dvojic (87.5), kde KX = X', ale
v obecném piipadé bychom musili piihlizet k pofadi obou bodd,
ze kterych ce sklada dvojice (87.5), kdeZto v pfipadé involuce nezdles:
na poradi bodi, ze kterych se skiddd dvojice involuce. Je-li S samodruZny
bod involuce K , potom dvojice S, S je jednou dvojici involuce a obri-
cené, jestlize dvojice S, § slozena ze dvou splyvajicich boda je dvojiel
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involuce, je S samodruzny bod. Proto u involuei se misto nazvu samo-
druiny bod uZivd zpravidla nazvu dvojny bod. Tedy hyperbolickd
tnvoluce md dva dvojné body, eliptickd involuce nemd Zddny dvojny bod.
Jiného pfipadu neni, nebot z nasledujici véty plyne, zZe tnvoluce nemize
byt parabolickd. Napred viak jeSté poznamenejme, Ze z definice invo-
luce plyne, Ze je-li K involuce na pfimce P, a je-li X libovolny bod
piimky P, , existuje pravé jedna dvojice involuce K , do které nalezi
bod X . Jsou-li tedy X,, X, ; X,, X, dvé rizné dvojice téze involuce,
potom Zédny z g. bodd X,, X, nemutzZe splynout s zddnym z bodu
X,, X, . Splynou-li X, a X, , je X, dvojny bod; splynou-li X, a X, ,
je X, dvojny bod. Jeito involuce nemizZe mit vice nez dva dvojné
body, je ve vsech nekoneéné mnoha dvojicich (87.5) involuce K,
s vyjimkou nejvy§ dvou dvojic, g. bod X razny od g. bodu X'.

VETA 87.5. Budte: A, B, C, D &y#i razné g. body na projektivni
pfimce P, . Potom existuje na primce P, prdvé jedna involuce obsahujict
obé dvojice A, B; C, D . Tato involuce je hyperbolickd, je-li dvojpomér
(ABCD) > 0, eliptickd, je-li (ABCD) < 0.

Dtraz. Jeito {A} + {B}, bude pfi vhodné volbé ar. zistupct
uvazovanych g. boda

C=4+8B, D=14 + B,

kde 0 + 2 + 1. Podle definice dvojpoméru je (ABCD) = A. Nyni
involuce, do niZz nilezi dvojice 4, B, je vytvofena isomorfismem L
ar. zakladu pfimky P,, pii kterém L4 =B, LB=puA, u £ 0.
Z véty 87.4 plyne, Ze {L} je involuce p¥i kazdé volbé Cisla u + 0.
Nyni L(A + B) = uA + B, takie C', D je dvojice involuce {L},
pravé kdyz u = 1. Existuje tudiz pravé jedna involuce {L} s Zddanou
vlastnosti, pro niz v (87.1)jesx =6 =0, 8 =1,y = 2, takZe podle
(87.4) je D = 41 a tudiZ pro A > 0je D > 0 a involuce je hyperbolicka,
pro A < 0 je D < 0 a involuce je eliptickd; pfipad D = 0 je vyloucen.

VErA 87.6. Budte! A, B dva rizné body na projektivni pFimce P, .
Ezistuje prdvé jedna hyperbolickd involuce s dvojnymi body A, B.
Mimo své dvojné body (z nichi kaidy diava jednu dvojici) obsahuje
tato involuce jest& prdvé ty dvojice X, X', pro které A, B, X, X’ je
harmonickd Ctvefice.
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DUrAz. Ve vété 87.2 jsou popsany vSecky hyperbolické projekti-
vity se samodruinymi body 4, B; kaidd z nich odpovida uréité
volbé é&isla A, kde 0 + 1 + 1 a zfejmé mame dokazat, Ze involuci
dostaneme, pravé kdyz A = — 1. Je-li viak bod X rtzny od bodid
A, B ajeli X' jeho obraz pfi uvazované projektivité, je (ABXX') =
=1 a tedy (dBX'X) =1:41 podle (76.14). Involuci tudiZz mame,
pravé kdyz 1: A =4, t. j. pravé kdyz 1 = — 1, jeito 1 = 1 je vy-
loudeno.

ViTa 87.7. Eliptickd involuce je pfimd projektivni transformace.
Hyperbolickd involuce je nepfimd projektivni transformace.

DUkaz. Piipad eliptické involuce je obsazen ve vété 87.1. Piipad
hyperbolické involuce je obsazen ve vété 87.2, jeito podle dikazu
véty 87.6 v uvazovaném piipadé je A = —1.

Véimnéme si je§té, jaky tvar maji involuce v tom pripadé, kdyz
P, = E, je projektivni uzavér eukleidovské ptimky E,. Zde mame
predeviim hyperbolické involuce s jednim dvojnym bodem v ne-
koneénu a ovS8em druhym v kone¢nu, ktery oznaéime S. Takovd
involuce podle vét 76.3 a 87.6 obsahuje mimo své dvojné body jesté
pravé ty dvojice e. bodd 4 , B, jejichZ stfedem je e. bod S .

Ponechame-li tento pfipad stranou, potem existuje e. bod P, ktery
spolu s Gbéinym bodem {u} tvoii dvojict dané involuce K ; muZeme
predpoklddat, Ze |u| = 1. Bod P se nazyva stfed involuce K . Potom
ka?dy z obou g. bodd {P}, {u} je obrazem druhého pii K , takie K
je vytvofena automorfismem L , pfi kterém LP = cu, Lu = B, kde
¢ + 0. Tedy L(P + xu) = 2P + cu, takie obrazem e. bodu X =
=P 4 zu, x £0 je e. bod X' =P 4 z'u, kde zx' = c¢. Jeito
luf =1, je z = PX,x =PX'. Tedy tnvoluce K vedle dvojice slofené
z jejiho stfedu P a z 1b&Zného bodu obsahuje prdvé jesté ty dvojice e. bodi
X, X', pro né%

(87.6) PX.PX =c¢,
kde ¢ + 0 je konstanta, kterd spolu se sttedem P jednoznaéné uréuje
involuci K . Snadno se dokaZe, Ze je-li ¢ > 0, je K hyperbolickd
a ma dvojné body
P+c.u;
je-lic < 0, je K elipticka. :

73



		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T09:32:06+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




