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VEKTOROVE PROSTORY

i

10. VEKTOROVY PROSTOR. Pro dalsi bude @gelné shrnouti viast-
nosti souétu vektori a soudinu reilného &isla s vektorem. (Skalarni
soudin ponechdvame prozatim stranou.) Stile znad¢ime vektory tuénymi
pismeny, redlnd &sla pismeny obydéejného typu. Zakladnimi vlastnost-
mi zkoumanych poéetnich vykont jsou nasledujici vlastnosti (10.1) az
(10.7):

(10.1) ut+v=v-+4u
(10.2) Ud-v)+w=u-+ (v w).

(10.3) Existuje nulovy vekfor, ktery znadime o a pro ktery plati
Ou = o pro libovolny vektor u.

(10.4) a(u + v) = au + av.
(10.5) (@ + b) u = au 4 bu.
(10.6) a(bu) = (ab)u.
(10.7) l.u=u.

Zaujmeme nynf abstraktni stanovisko, které se pozdéji ukdZe velmi
uZiteénym. BudiZ déna mnoZina jakychkoli matematickych objektu,
které nazveme wektory; celou mnoZinu nazveme wvektorovy prostor.
Téchto nazvii budeme uzivati, budou-li definoviny dva podetni vy-
kony:

(a) séitan{ veltort (soudet je opét vektor),

(b) nasobeni redlného &isla 8 vektorem (soudin je vektor); mimo to
predpoklidame, Ze jsou splnény pravé vyjmenované vlastnosti (10.1)
a% (10.7), ze kterych nyni odvodime n8kolik jednoduchych dusledki,
které pro vektory prostoru E,, jsou ndm z p¥edchazejicitho zndmy.

(10.8) ut+o6=0+u=u.
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DigAz. Podle (10.7), (10.3), (10.5), (10.7) jest
ut+o=1.u4+0.u=(1+0u=1.v=u
podle (10.1) je také o 4 u = wu.

(10.9) Ke ka¥dému vektoru u definujeme opaény velior — u =
= (—1).u. Potom jest (—u) +u=u+ (—u)=o0.

Dégraz. Podle definice opadného vektoru a podle (10.7), (10.5)
a (10.3) jest '

ut(—uw)=1l.u4(—1).u=(1—1).u=0.u=o;
podle (10.1) je také (— u) + u = o.

(10.10) — (— u)y=u. To. plyne z definice opaéného vektoru,
z (10.6) a (10.7).

(10.11) Rovnice
*) X+ u=vnebo ut+x=v
(u, v dané vektory, x hledany vektor) md prévé jedno feseni
(**) X=v—u, tj x=v4 (—u).
Doraz. Plati-li (*), potom podle (10.2), (10.9) a (10.8) jest
v—u;(x+u)—u=x+(u—u)%x+o=x.
Platf-li (**), potom podle (10.2), (10.9) a (10.8) jest
x+u=(v—u)+u=v4+(—utuy=vi+to=yv. o
(10.12) Je-li u — v = o, jest u=v.
DogrAz. Podle (10.8), (10.2), (10.9) a2 .(10.8) jest L
v=o—|—v=(u—‘v)+v=u+.(——v—|—v)=u—|—o=u.
(10.13) @ . o = o pro kazdé reilné &islo a.

DérAzZ. Zvolme libovolns vekteor u. Potom podle (10.3), (10.6)a (10.3)
jest "
g,0=a.(0.uy=(a.0).u=0.u=o0.
(10.141). Je-li au = o, je budto a = 0 nebo u = o.
Dikaz. Je-lia + 0, je podle (10.7), (10.6) a (10.13)
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1
—.0=0.
a

u=1.u= (—};.a)u:%(au):
(10.15) Je-li au = av, je budto a = 0 nebo u = v.
Dtxkaz. Podle (10.9) a (10.4) jest
o=au—av=a(u—v),

takZe podle (10.14) je budto @ = 0 nebo u — v = o. Ve druhém -pi'i—.
padé u = v podle (10.12).

(10.16). Je-li au = bu, je budto a = b nebo u = o.

Dtraz. Podle (10.9) a (10.5) je

o=au—bu=(a— b)u,

takZe podle (10.14) jé budtoa — b = 0, t. j. @« = b, nebo u = o.

(10.17). Soudet libovolného podtu vektort miuzZeme definovat reku-
rentné:

Ut U = )t

Potom z (10.1) a (10.2) se odvodi jednak obecny zikon komutativni
(soucet libovolného podtu vektorii je nezavisly na pofadku séitanca),
jednak obecny zdkon asociativni (souéet libovolného poétu vektort mii-
zeme poditatitak, Ze rozdélime séitance na skupiny, utvofime éastetné
soutty jednotlivych skupin a, tyto ¢astetné souéty seéteme; je-li v né-
které skupiné jen jeden séitanec, je prislusny Castedny soucet roven
tomuto séitanci). ‘ - _

®(10.18). Z (10.4) a (10.5) se odvod{ indukef:

alu, + ... +u) =au, 4 ... 4+ au,

(@a,+ ...+ a)u=2au-+ ...+ au.
Kombinovéanim téchto dvou pravidel dospéjeme k obecnému distribu-
tivnimu zédkonu: Soudet libovolného podtu éisel zndsobime souétem
libovolného podtu vektord, jestlize kazdé dané &islo znasobime kazdym
danym vektorem a vSecky tyto soudiny se¢teme.

11. LINEARNT ZAVISLOST VEKTORU. Budiz nyni dan libovolny
vektorovy prostor V. MtzZe se stéit, Ze cely prostor V se sklada z jediného

vektoru o; potom pravime, Ze V je frividini. V ndsledujicim vSak pied-
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pokladédme, Ze V je netriviilni. Potom V obsahuje nekoneéné mnoho
vektord, nebof je-li u + o a probfha-li x viecka reilnd &isla, jsou
viecky vektory zu navzijem rizné podle (10.16).

Je-li W gast vektorového prostoru V, pravime, Zze W je linedrni
soustava, jestlize jsou splnény dvé vlastnosti:

(a) jsou-li u,v dva vektory nalezejici do W, potom také vektor
o + v nalezi do W; '

(b) jestlize vektor u nileii do W, potom pro kazdé reialné éislo »
plati, Ze také vektor xzu nalezi do W; z toho plyne podle (10.3), Ze
vektor o ndlefi do kazdé linedrni soustavy W.

Z¥ejmé vektor o sdm o sob¥ tvoi linedrni soustavu, kterou nazveme
trividlng; kazdd netrividlni linedrni soustava obsahuje nekonecné mnoho
vektori. | . .

Je-li W libovolna linearn{ soustava, je zfejmé, Ze vlastnosti (10.1)
a#(10.7) ziistanou zachovény, jestlize se omezime na vektory naleZejici
do W. To znamena,.%e linedrni soustava W vektorového prostoru 'V sama
0 s0bé& twofi vektorovy prostor. Z tohoto divodu nazyvime lineirnisou-
stavu také vektorovym podprostorem vektorového prostoru V.

BudiZ nynf dian koneény podet vektort

(11.1) Uy, ..., Up.
Nazveme linedrni kombinaci vektor (11.1) kazdy vektor tvaru

(11.2) V=au,+ ...+ auy
realnd Cisla a,, ..., a; jsou koeficienty linedrni kombinace (11.2). Jsou-li
vSecky koeficienty v (11.2) rovny nule, mame ¢rividIné linedrni kombi-
nact, kters je rovna o. Vyrok, Ze vektor v je linedrné zdvisly na vektorech

(11.1), znamend totéz jako vyrok, Ze v je linedrni kombinaci vektor
(11.1).

Podle (10.17) a (10.5) jest

(au, + ... + auup) + (buy + ... + buug) =
= (@, + b)) u;+ ... + (@r + bp) u;

podle (10.18) a (10.8) jest

z(aw, + ... +au) =za,.u, 4 ... + za; . Uy
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Z toho plyne, Ze mnofina vdech linedrnich kombinaci vektoru (11.1) je
linedrni soustava, kterou oznadime
(11.3) {ug, ..., uz}

Jestlize pii urditém »(1 < r < k) v (11.2) volime a, = 1 a viecky
ostatn{ koeficienty rovny nule, potom lineidrnf kombinace (11.2) bude
rovna vektoru u,. TudfiZ linedrni soustava (11.3) obsahuje mimo jiné
vdecky vektory (11.1). Je patrné, Ze linedrni soustava (11.3) je trividlni
tehdy a jenom tehdy, jestlize vsecky vektory (11.1) jsou rovny o.

'O linearn{ soustavé (11.3) pravime, Ze je vytvofena konednym poétem
vektord, (11.1). V néasledujicim mé zékladni dileZitost ten p¥ipad, Ze
cely vektorovy prostor V je vytvofen koneénym podtem vektori; je-li
tomu- tak, potom uvidime, Ze plati totéZ o kaZdé linedrni soustavé
vektorového prostoru V. Zatim vSak jesté necinfme tento pfedpoklad.

Pravime, Ze vektory (14.1) jsou mezi sebou linedrné zdvislé, jestlize
néktera jejich netrivialn{ linedrni kombinace je rovna o, t. j. existuji-li
realnd &isla ¢y, ..., ¢, tak, Ze nejsou vesmés rovna nule a Ze

(11.4) CilUy + ... + Uy, = o;

v opaéném piipadé pravime, Ze vektory (10.1) jsou wezi sebou linedrné
nezdvislé. Tedy vektory (11.1) jsou mezi sebou linedrné nezivislé, jest-
lize z platnosti vztahu (11.4) plyne, Ze vSecky koeficienty c,, ..., ¢; jsou
rovny nule. ‘

Vsimné&me si toho piipadu, Ze v (11.1) je &k = 1, t. j. Ze je ddn ]edmy
vektor u;. Podle (10.13) a (10.14) mame:

(11.5) ,,vektor u, je mezi sebou linedrnd zavisly‘* znamend u, = o;
,,vektor u, je mezi sebou linedrnd nezivisly‘* znamena u, + o.

Vratme se k pfipadu libovolného % v (11.1); moZnost £ = 1 nenf v8ak
nikterak vyloudena. .

ViETa 11.1. Jsou-li vektory (11.1) mezi sebou linedrné nezdvislé,a na-
leZi-li vektor v do (11.3), potom koeficienty v (11.2) jsou jednoznalné
stanoveny.

Dtgaz. Je-li

vV=au, + ... + g, v= by, -+ ... + b,
jest
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0= (by— aus+ ... + (b — @) U
Jezto vektory (11.1) jsou mezi sebou linedrné nezdvislé, jest b, — a, =
=0,..., by —a;, = 0neboli a, = by, ..., a; = b,.

VETA 11.2. JestliZe mezi vektory (11.1) je aspon jeden rovng o, jsou
tyto vektory mezi sebou linedrné zdvislé.

Diogaz. Je-li u, =0 (1< 7 < k), -plati (11.4), volime-li ¢, =1 a
ostatni koeficienty rovny nule. '

ViTA 11.3. JestliZe mezi vektory (11.1) se néktery opakuge, jsou tyto
vektory mezi sebou linedrné zdvislé.

Doxraz. Jelliu, =u, (1 < r < s < k), platf (11.4), volime-li ¢, = 1,
¢, = — 1 a ostatni koeficienty rovny nule.

VETA 11.4. Jsou-li vektory (11.1) mezi sebow linedrné nezdvislé, jsou
navzdjem rizné a vdecky jsou rizné od o.

To plyne z vét 11.2 a 11.3.

VETA 11.5. Plati-li vztah (11.4) a je-lic, + 0 prourditér (1 < r < k),
potom pro k =1 je u, = o, pro k > 1 je vektor u, linedrné zam.sly na
ostatnich vektorech (11.1).

Dioxaz pro k =1 je obsaen v (11.5). Je-li k > 1, staéi provésti
dikaz za pfedpokladu, Ze r = k. Potom.v (11.4) je ¢, + 0, a poloZi-
me-li \

a,_=& pro 1< r<k—1,

jest '
Al + ..o Fap_ U + U= o,
tedy
, Up= — Gyl — ... — Gy Uy ;.
12. BASE LINEARNICH SOUSTAYV. Budi?# dén netrivialn{ vektorovy
prostor Y a v ném netrividlni linedrni soustava W vytvofens koneéns
mnoha vektory

(12.1) Uy, ..., Uy,
takze
(12.2) W= {u,, ..., ul}.
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V piipads, Ze vektory (12.1) jsou mezi sebou linedrné nezavislé,
pravime, e (12.1) je'base linedrn{ soustavy W. Pojem base je tedy defi-
novin pouze pro linedrn{ netrividln{ soustavy vytvofitelné konednym
podtem vektord. ' N

At jiz vektory (12.1) jsou & nejsou linerns nezavislé, budiz

(12.3) Vi ey ¥

koneény podet vektord néleieiicich do lineirnf soustavy W. Protoze
W je linedrni soustava, nilezi do W také kazdé linedrni kombinace
vektora (12.3), t. j. platf:

Vira 12.1. Jsou-li vektory (12.3) linedrné zdvislé na vektorech (12.1),
potom linedrni soustava ,

(12.4) {Vy, oo Vi)

je &Edsti linedrni soustavy (12.2).
Z toho plyne dale:

VETA 12.2. Jestlize nejen vektory (12.3) jsou linedrné zdvislé na vekto-
rech (12.1), nybrf také obrdcent vektory (12.1) jsow linedrné zdvislé na
veltorech (12.3), potom splynou ob¢ linedrni soustavy (12.2), (12.4).

Piedpoklidejme, Ze vektory (12.1), které vytvoruji netrivialni linedr-
nf soustavu (12.2), jsou mezi sebou linedrné zivislé. Potom existuje
vztah (11.4), ve kterém aspoii jeden koeficient ¢, (1 < r < k) je riizny
od nuly. Jezto (12.2) je netrivialni, plyne z véty 11.5, e je k > 1 a %e
vektor u, je-linedrnf kombinacf vektori

(12.5) uy, ..., 4, 8 vynechinim vektoru u,.

Ziejmé potom kaZdy z vektora (12.1) je linearnf kombinaci vektorit
(12.5) a obracené, takZe podle véty 12.2 linearni soustava (12.2) se
d4 vytvofit vektory (12.5). Tedy jestlize netrividlni linedrni soustava
(12.2) je vytvorena mezi sebou linearns zavislymi vektory (12.1), musi
byti k > 1 a aspoil jeden z vektort (12.1) musf byti linedrni kombinaci
ostatnich; Skrtnutf takového vektoru nemé vlivu na linearni soustawvu
(12.2). Z toho plyne, Ze jsou-li vektory (12.1) mezi sebou linedrné za-
vislé, je mozné Skrtnutim nékolika z nich dospéti k vektorim mezi
‘sebou linearné nezivislym vytvofujicim touZ linearni soustavu (12.2).
Z toho plyne dale:
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Vira 12.3. Ka#dd netrividIng linedrni soustava W vytvofend koneéné
mnoha vekiory md aspori jednu basi.

DogrAz. Jsou-li vektory (12.1) mezi sebou linedrné nezivislé, tvori
samy basi pro (12.2); v opatném p¥fpadé podle predchoziho vznikne:
gkrtnutim nékterych z nich base pro (12.2). _

Z (11.5) plyne:

Vitta 12.4. Libovolny vektor u + o vytvotuje netrividlng linedrni sou-
stavu {u} a je basi této linedrni soustavy.

Dale plati:

Vitra 12.5. Je-li u < o, potom kaidyj vektor v + o ndleZejici do {u} je
bast pro {u}. ’

. ) 1 .
Nebot v =au, a + 0, tedy u = - v, takze véta plyne z véty 12.2.

Lineérni soustava {u} vytvofeni jedinym vektorem nemtZe miti
Zadnou basi sloZenou z vice ne% jednoho vektoru. X tomu cili stadi do-
kazati, ze je-li £ > 1 a jestlize vektory (12.1) naleZeji do {u}, potom
jsou (12.1) mezi sebou linedrné zavislé. To plyne z véty 11.2, je-li
u, = o. Jeli viak u, + o, budi? U, = a,u, u, = a.u, tedy a; + 0.
Potom jest

l e, + ...+ cup = o,
volime-li ¢; = a,, ¢; = — a, a vSecky ostatni koeficienty rovny nule;
pii tom je ¢, #+ 0.
Jednfm z hlavnich tikolt tohoto élanku je dokazat, Ze plati:

VEra 12.6. Jestlize (12.1) je base linedrni soustavy W, potom kazdd
base pro W se sklddd z téhoz poltu k vektorw. V ptipadd k = 1 jsme jiz
dtkaz pravé provedli. Budiz tedy & > 2.

Disledkem véty 12.2 jest, Ze kaZdd z ndsledujicich zm&n vektori
(12.1) vede k nové basi linedrni soustavy (12.2):

(2) zménime pofaddek vektorid (12.1);

(b) jeden vektor u, (1 < r < k) nahradime vektorem au,, kde
a ¥ 0; ‘

" (c) jeden vektor u, (1 < r < k) nahradime vektorem u, + w, kde w
je linedrni kombinace ostatnich vektort (12.1). '
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Zmény base tvaru (a), (b), (c) nazveme elementdrni zmény base.
V nésledujfeim dokdzeme m. j., Ze plati:

Vitra 12.7. Ka#dd zména base netrividing linedrni soustavy se dd roz-
loZit na koneényj polet elementdrnich zmén. Ve vété 12.7 je oviem obsa-
Zena véta 12.6.

Abychom mohli dokizat vétu 12.7, provedme nejprve pfipravnou
Yvahu. BudiZz din vektor v + o naleZejfci do linearni soustavy (12.2).
Je tedy

Vv =a.u,+ ... -0,

pii dem? aspoii jeden koeficient je rizny od nuly; budiz a, + 0 (1 <
< r L k). Potom jest

v=au, 4 w,
kde w je linedrni kombinace vektord (12.5). Vyjdéme od base (12.1)
linearni soustavy (12.2) a provedme nejprve elementarni zmé&nu typu
(b), p¥i které se vektor u, nahradi vektorem a,u,, potom elementarni
zménu typu (c), pii ktere se vektor a,u, nahradf vektorem v. Prove-
deme-li jesté vhodnou elementarni zménu typu (a), dospéjeme k basi
tvary

v,u, ..., U,

kde vektory uy, ..., u; se Lis pouze pofddkem od vektori (12.5).

Nyni dokiZeme, Ze plati:

VETa 12.8. Budif (12.1) base linedrni soustavy W. BudleZ

(12.6) Vi oo ¥
mezi sebou linedrné nezdvislé vektory ndlezejici do W v poltu s < k.
Potom je moZné pomoci konelného poltu elementdrnich zmén pfejit od
base-(12.1) k nové basi pro W tvaru:

(2.7 Vi eves Vo Uppq, oony Uy,
kde vektory u,_,, ..., u, jsou totoiné s nékterymi z vektord (12.1).

DtrAz. Pro s = 1 plati véta 12.8 podle pi{pravné tvahy. Obecny
dikaz dokonéime indukef, t. j. provedeme dikaz za pfedpokladu, Ze
s > 1 a Ze jée ndm jiZ zndmo, Ze lze pomoci koneéného poétu elemen-
tarnich zmén p¥ejit od base (12.1) k nové basi pro W tvaru
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(12.8) Vi oo Voo u, ..., U,

kde vektory u,,...,u; jsou totoiné s ndkterymi z vektora (12.1).

ProtoZe (12.8) je base linearni soustavy W, do které nileif vektor v,,
je tento vektor linedrni kombinaci vektora (12.7):

Vo=ayv;+ ...+ a,_ v, +bu 4+ ...+ b

Jeto vektory (12.6) jsou mezi sebou linedrné nezivislé, neni mo#né,
aby viecky koeficienty b,, ..., b, byly rovny nule a bez ijmy na obec-
nosti mazeme piedpokladati, Ze b, & 0. Potom je vSak mo%né podle
pripravné tvahy nékolika elementarnimizménamidospét od base (12.8)
k nové basi, ktera se od (12.8) li¥f pouze tim, Ze vektor u, je nahrazen
vektorem v,, t. j. k basi Zadaného tvaru (12.7).

VEra 12.9. Budif uy, ..., u, base linedrnt soustavy W. JestliZe vektory
Vi -nns Vi 0 E6mE potu k jsou mezi sebou linedrné nezdvislé a mdleZejs do
W, potom v, ..., v, je base pro W a od base (12.1) lze ptejit k této nové
basi konecnym poctem elementdrnich zmén.

DUrAz je velmi podobny dikazu véty 12.8. Podle této véty je mozné
koneénym poétem elementdrnich zmén dospét od base (12.1) k basi
tvaru

(12.9) Vi eon Ve, U,
kde u’ je jeden z vektorit (12.1). Protoze vektor v, nale%i do W a protoze
(12.9) je base pro W, mame relaci tvaru
V=V + ... +ap_ v, + bu'.

Jeito vektory vy, ..., v, jsou mezi sebou linedrné nezivislé, je nutné
b + 0 a tudiz podle pripravné tivahy lze nékolika elementirnimi zmé-
nami dospét od base (12.9) k nové basi, ktera se lisf od (12.9) pouze
zaménou vektoru u’ za vektor v,, t. j. k basiv,, ..., v;.

Dtxaz véty 12.6. Mame dokazat, Ze neni moZné, aby jedna a tiz
linearn{ soustava W méla dvé base o nestejném poétu vektori. Pfed-
poklidejme naopak, ze W mé jednak basi (12.1) sloZenou z k vektord,
jednak basi (12.6) sloZenou z s < k& vektori. Potom jsou vektory
(12.6) v poétu s < &k mezi sebou linedrné nezavislé a nilezeji do linearni
soustavy W s basf (12.1), takZe podle véty 12.8 ma W také basi tvaru
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(12.7). Vektor u nale#f do W a W ma basi (12.6); proto je uj, lineérni
Jombinaci vektori (12.6), coZ je nemozné, nebot vektory (12.7) musi
byti mezi sebou linedrné nezavislé.

Véta 12.7 zfejmé plyne z vt 12.6 a 12.9. Dokazeme jests, Ze plati: .

Vira 12.10. Budiz u,, ..., u, base linedrni soustavy W. JestliZe vektory
{12.6) v poltu s > k ndlefeji do W, potom vektory (12.6) jsou mezi sebou
linedrné zdvislé.

Dtxraz. Predpoklddejme naopak, Ze vektory (12.6) jsou mezi sebou
]jneé,rné nezivislé. Potom totéZz plati i o vektorech vy, ..., v,, které
tudiZz podle véty 12.9 tvofi basi pro W. JeZto vektor v, ndlezf do W, jest

Vo =0+ ...+ apvy,

«coZ je spor proti pfedpoklidané linedrnf nezavislosti vektorda (12.6).

13. POJEM DIMENSE. BudiZ op8t d4n netriviilnf vektorovy prostor
¥ a v ném netriviadlni linearni soustava w vytvofena koneénym poétem
vektora. V cla,nku 12 jsme poznali, Ze W ma basi a Ze v3ecky base sou-
stavy W jsou slozeny z téhoZ konedného pobtu k vektord; &islo & na-
zveme dimenst linedrn? soustavy W. Doplnime tuto definici jednak tim,
Ze dimensi trividlni linedrni soustavy {o} rozumime éislo 0 a ze
o line4rni soustavs, kters se ned4 vytvofiti koneéné mnoha vektory,
pravime, Ze mé nekonetné velkou dimensi.

VETra 13.1. Budiz W netripidlm’ linedrnt soustava koneéné dimense k
a, budtet

(13.1) Vi, e Vg
mezi sebou linedrné nezdvislé vektory ndlezejici do W. Potom jest s < k.

Je-li 8 = k, tvord vektory (13.1) basi pro W. Je-li s < k, je mozné pfipojit
k vektoram (13.1) dal$ich k — s vekford tak, Ze vznikne base pro W.

Dtxraz. Prvni tvrzenf plyne z véty 12.10, druhé z véty 12.9, tieti
z véty 12.8.

VETA 13.2. Jestlife linedrni soustava W* je édsti linedrnt soustavy W
kterd md konelnou dimensi k, potom také W* md koneénou dimensi s. P73
tom je s < k a rovnost nastane pouze, jestlize W* = W.
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Dokaz. Véta je ztejma, je-li W* trividlni. Neni-li W* trividlni, po-
tom ani W nenf triviilni. Ve W* existuje vektor v + o, ktery podle
(11.5) je mezi sebou linedrné nezavisly. Jezto vSak W* je dasti W,
nelze ve W* udat vice neZ k mezi sebou linedrné nezavislych vektoru.
Tedy existuje takové &islo s > 1, s < k, Ze ve W* lze udat s mezi sebou
linedrné nezavislych vektorl (13.1), Ze viak ve W* nelze udat vice ne% s
mezi sebou linedrnd nez4vislych vektort. UkdZeme, %e vektory (13.1)
tvoFi basi pro W*. Jeito vektory (13.1) naleZeji do W* a jsou mezi
sebou linedrné nezavislé, stadi ukazati, Ze kazdy vektor naleZejici do
W#* je linearni kombinaci vektori (13.1). Budiz tedy w libovolny vek-

tor ze W*. Jeito vektory vy, ..., v, w.v podtu v&tsim neZz s nilezeji
do W*, jsou mezi sebou lineirné zavislé a mame netrividlni relaci tvaru
(13.2) awv,+ ... +ayv, + bw = o.

Kdyby bylo b =0, byla by (13.2) netrividini relace mezi vektory
(13.1), coz je nemozné. Tedy b + 0 a podle véty 11.5 je vektor w
linearni kombinaeci vektori (13.1). Tim je ukézdno, ze vektory (13.1)
tvoFi basi pro W*. Je-li s =k, potom podle véty 13.1 tvoii tytéz
vektory basi pro W, takZze v tomto pfipadé je W* = W. |

Zvlastnim piipadem linedrni soustavy je cely dany vektorovy
prostor V. Proto je v pfedchézejicim obsaZena definice dimense vekto-
rového prostoru. Oznadime Y, vektorovy prostor s kone¢nou dimensi
k; V, bude tedy trividlni vektorovy prostor. Podle véty 13.2 maji
linedrni soustavy obsazené ve V, vesmés konetnou dimensi, kters pro
cely prostor V, je rovna k, ale pro kazdou jinou lineirni soustavu jé
mensf nez k.

Dilezitym pifkladem vektorového prostoru V je aritmeticky Vi;'
tento ndzev dime mnozing v3ech uspofidanych skupin k redlnych
¢isel

(131) (u,l’" Ld) uk);

takové skupiny jsou vektory aritmetického V. (aritmetické vektory).
Sé&itani aritmetickych vektord a soudin realného &isla s.aritmetickym
vektorem jsou definoviny takto: '

(g «eor Ug) + (Vg 00y V) = .('"'1 + V1, - Ug - VR)s
@y, «..y Ug) = (AU, ..., Gly).
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Cisla uy, ..., u; nazveme soufadnicemi aritmetického vektoru (13.3).
Pro aritmetické vektory jsou zfejmé splnéna zdkladni pravidla (10.1)
a% (10.7), pfi demz nulovy vektor o ma viecky soufadnice rovny nule.

Pro 1 £ r < k oznadme e, aritmeticky vektor, jehoz r-t4 soufadnice
‘je rovna 1 a vSecky ostatni soutadnice jsou rovny nule. Zfejmé

Uy «ooy Ur) = Uy + ..o+ Upey
a zejména ‘
u€; + ...+ uxe, = o
pouze tehdy, jestlize u, = ... = u; = 0. Z toho plyne, Ze vektory

e, ...; €; tvoli basi aritmetického V,, ktery tedy je4vskutku vektoro-
vym prostorem dimense k.

14. ISOMORFISMUS VEKTOROVYCH PROSTORU. V &lanku 5
jsme definovali pojem vektoru eukleidovského prostoru E,, jako pojem
vznikly abstrakef z pojmu dvojice bodt. Pozdéji zavedeme jiné geo-
metrické objekty, kterym rovnéz diame jméno vektory. Abychom
rizné druhy vektorti mohli studovat soudasné, zavedli jsme v élanku 10
obecny pojem vektorového prostoru; tento nazev jsme se rozhodli dat
mnoziné jakychkoli matematickych objektii, zvanych vektory, jest-
lize je v této mnoziné definovano séitanf vektort a nasobeni vektoru
¢islem tak, aby platila poéetni pravidla (10.1) az (10.7) a tedy také
jejich dusledky, z nichZ mnohé jsme jiz odvodili a kterych uZijeme ke
studiu eukleidovskych prostoru.

Mnohdy je dilezité zdtiraznit, Ze p¥i studiu vektorového prostoru ¥
nezalezi na tom, jakymi matematickymi objekty jsou vektory naleze-
jici do V. To se déje pomoci pojmu somorfismu, ktery si nynf vysvétli-
me. Budtez dany dva vektorové prostory V, V' a pfedpoklidejme, Ze je
dan vztah, ktery kazdému vektoru u prostoru V pfifazuje zcela uréity
vektor prostoru V', ktery nazveme obrazem vektoru u a oznaéime ¢ar-
kou, tedy u’. Pfi tom pfedpoklddejme, Ze béif o vztah vedjemné jedno-
znacny, t. j. Ze kaidy vektor prostoru V' jest obrazem privé jednoho
vektoru prostoru V. Mimo to pfedpoklidejme jeSté dvé véci:

(a) (u+ v) =u" 4 v, t. j. obraz souétu u + v dvou libovolnych
vektort u, v prostoru V je souétem obrazi vektort u, v;
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(b) (au)’ = au’, t. j. je-li a libovolné reilné &islo a je-li u libovolny
vektor prostoru V, potom obraz souéinu au je roven soudinu é&isla a
8 obrazem' vektoru wu.

Vzijemné jednoznaény vztah mezi vektorovymi prostory V,V’,
ktery mé vlastnosti (a), (b), jmenuje se isomorfismus; existuje-li ta-
kovy isomorfismus, pravime, Ze vektorové prostory V, V' jsou navzdjem
tsomorfni. Je patrné, Ze dva isomorfni vektorové prostory V, ¥’ maji
spoletné viecky ty vlastnosti, které se daji odvodit ze zakladnich vlas-
nosti (10.1) aZ (10.7), t. j. v8ecky takové vlastnosti, které jsou nezavislé
na povaze jednotlivych objektii zvanych vektory a jsou zavislé pouze
na vlastnostech souétu vektort a soudinu cisla 8 vektorem. Pozname-
ne]me ie obraz o' nulového vektoru o prostoru V je nulovym vektorem
prostori. V'. Nebot zvolime-li libovolné vektor u prostoru V, jest
u + o = u podle (10.8), takZe u’ + o' = u’ podle vlastnosti (a) iso-
morfismu, t. j. v prostoru ¥' mé rovnice u’ 4+ x = u’ fefeni x = o’
a toto Yeseni je podle (10.11)jediné, takZe o' je nulovy vektor prostoru ¥V’
podle (10.8).

Mezi vlastnostmi spoleénymi vSem navzijem isomorfnim vekto-
rovym prostorim si viimnéme zejména pojmu dimense definovaného
v ¢lanku 13. JestliZe vektorovy prostor ¥V, md koneénou dimenst k, potom
také kazdy sV, isomorfni prostor V' md touz dimensi k. To je z¥ejmé, je-li
V, trividlni, nebot potom také V' je trividlni. Jestlize V; neni trividlni,
potom existuje pro V base uj, ..., u; sloZend z k vektori. Libovolny
vektor v prostoru V, mé tvar v = a,u; 4 ... 4 au, a jeho obraz mi
tedy tvar v' = au; 4 ... + au;, takie V' = {u,, ..., u;}. Jestlize
ey + ... + Uy = o, tu jeito

® cly + oo+ cup = (Cuy- ...+ cuuy)
a jeito o' jest obrazem o a Zidného jiného vektoru z V,, ]est cu; +
+ ..t cu=o0, tedy ¢, =... =c¢, =0, takie vektory up, ..., U,
jsou mezi sebou lineiarné neza.v1sle Jeito V ={u,, ..., u.}, je tim
dokdzano, Ze V' mi dimensi k. ‘

Obracené budiz V; netrividlni vektorovy prostor dimense k a budiz
W, aritmeticky vektorovy prostor téZe dimense. Zvolme basi uy, ..., u,
prostoru V;. Podle véty (11.1) lze kazdy vektor v prostoru V, pravé
jednim zpiisobem napsati ve tvaru
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(14.1) V=au,+ ... + al

Jestlize vektoru (14.1) pfifadime aritmeticky vektor (a,, ..., a),
dospéjeme zfejmé k isomorfismu mezi Y, a W,. Obecnéji jsou dva vekto-
rové prostory V,, V;, té¥e konetné dimense k mezi sebou isomorfni. Je-li
opét uy, ..., u; libovolnd zvolens base prostoru V, a je-li uj, ..., u;, libo-
volné zvolend base prostoru V;, dostaneme isomorfismus mezi V; a V;,
jestliZe vektoru (14.1) p¥ifadime vektor

v =au+ ... 4 au;.

Jezto basi je nekonedné mnoho, je také isomorfismt mezi V, a V, ne-
koneéné mncho.

15. ORTHONORMALNI VEKTORY. V élancich 10—14 jsme se zaby-
vali vektory libov-:Iného vektorového prostoru V, pro které je sice de-
finovan soudet u 4+ v a souédin au, nemusi viak byti definovan skalarni
soudin uv. V tomto &linku pFedpoklidime, ze béif o vektory euklei-
dovského prostoru E,, definované v ¢lanku 5. Pro takové vektory ma
velky vyznam pojem skalirnfho souéinu zavedeny v &linku 7.

Dva vektory u, v nazveme orthogondini, jestlize uv = 0. Slovo ortho-
gonalni je feckého ptivodu a znamena kolmy; o souvislosti zde zavede-
ného pojmu orthogonality s geometrickym pojmem kolmosti pfimek
bude fed pozdéji v ¢ldnku 31. Podle (7.5) dva vektory u, v jsou jisté
‘orthogonélni, je-li aspoti jeden z nich roven o. V piipads m = 1 dva
vektory u + o, v & o nemohou byti orthogonalni; to v8ak nenf pravda
pro m = 2.

Na pojem skaldrnfho soudinu byl pfeveden pojem velikosti vektorn
vzorcem (7.6), ktery znovu pfepidme ve tvaru

(15.1) lu] = Yuu.

Nulovy vektor o je podle (7.5) orthogoné,lni’ke kaZdému vektoru u.
Tuto vlastnost mé pouze nulovy vektor, nebot pro u + o je |uj > 0,
tedy uu > 0, t. j. vektor u # o nemiZe byti sdm k sobé orthogonalni.

Pravime, ze vektory
(15.2) / Uy, ..., Uy
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jsou orthonormdlns, jestlize pfedns |u,| = 1 pro 1 < r < k a za druhé
uu,=0pro 1 < r<s<Z k. Jelli k=1, potom orthonormalita zna-
mena pouze, Ze |u;| = 1.

VETa 15.1. Jsou-li vektory (15.2) orthonormdlni, jsou mezi sebou
linedrné nezdvislé.

Dioxaz. Pfedpoklidejme, Ze

(156.3) cuy+ ... cu=o0
a zvolme index r (1 < r < k); mdme dokazati, Ze ¢, = 0. Uvazime-li,
Ze vektor u, je orthogondlni ke viem vektorim (15.2) mimo sebe sama,
dostaneme ze (7.4) a (8.9)

(couy + ... + cuup) U, = c,uu,

ta,kze podle (7.5), (156.1) a (15.3) ¢,|u,|> = 0. Jeito |u,| =1, je ¢, = 0.

’V ¥1a 15.2 ~Katdd netrividlng linedrni soustava W vytvofend koneiné
mnoha- 'vekwry md orthonormdlni basi.

Déraz. Podle véty 12.3 mi W a.spoﬁ jednu basi
(15.4) u, ..., u

Staéi dokazati, Ze lze udat orthonormalni vektory
(15.5) Vi oo Vi

v poétu k nilezejici do W, nebot potom vektory (15.5) jsou mezi sebou
linearnd nezavislé podle véty 15.1, takZe tvoif basi pro W podle véty
12.9.

Pro k = 1 je véc zfejma, nebot ]ed.my dany vektor u, je +o podle
(11.5), takie |u,| > 0 a stadi poloZit.
1

Juy ‘
Obecny dikaz dokonéime indukei, t. j. pfedpoklddime, Ze pii urditém %
je véc dokdzéna a roziffime platnost dikazu na % 4 1. BudteZ tedy
ddny mezi sebou linedrné nezivislé vektory

(15.6) Uy, oooy g gy

takZe také vektory (15.4) jsou mezi sebou linedrné nezavislé. Dale jiz
budteZ nalezeny orthonormélni vektory (15.5), které jsou lineirnimi

v, = .uy.

43



kombinacemi vektori (15.4). Mame uréit vektor v, , linedrné zavisly
na vektorech (15.6) tak, aby vektory

(15.7) Vi, e Vg1

byly orthonormélni. Jezto vektory (15.5) jsou podle vdty 15.1 mezi
sebou linedrné nezavislé a jsou linedrnimi kombinacemi vektora (15.4),
podle véty 12.9 jest

(15.8) {Ug, ey Ui} = {vy, .., Vi}.
Polozme nyni

(15.9) Vilp, ) = Gy, oy Vil = @y,

(15.10) W=u, — (@ ...+ awy).

Podle (15.8) je vektor w linedrné zavisly na vektorech (15.6); mimo
to je w + o, nebof jinak by u,, ; nilezel do (15.8), coZ je nemoZné,
jezto vektory (15.6) jsou mezi sebou lineirné nezivislé. Jezto vektory
(15.5) jsou orthonormalni, spodteme snadno z (15.9) a (15.10), Ze

viw=20, ..., v,w = 0.

Jeito w + 6, miZeme poloZit
X
Virl = m - W,

pii éemZ také v, , je linedrni kombinacf vektort (15.6) a jest

‘ ViVier =0, o, vivp = 0, |vi | = L

Jeito vektory (15.5) jsou orthonormilni, plati totéZ o vektorech
(15.7).

Z pravé provedeného dikazu je patrné, Ze jestliZe orthonormélni
vektory (15.5) naleZeji do linedrni soustavy W, potom budto vektory
(15.5) tvo¥f basi pro W nebo lze ve W nalézti dalif vektor v, , tak, Ze
také vektory (15.7) jsou orthonormalni. Z toho plyne dile:

VEtA 15.3. Jestlize linedrni soustava W se dd vytvoFit koneéné mnoha
vektory u jestliZe jsou ddny orthonormdlni vektory (15.5) ndleZejici do W.
potom budto vektory (15.5) samy tvofi bast pro W, nebo k nim lze pfipojiti
dal$i vektory v koneéném poctu tak, aby vanikla orthonormdlni base proW.
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16. KARTEZSKE A LINEARNI SOURADNICE v E,. Vektory
cukleidovského prostoru E,,, definované v &lanku 5, tvoi{ vektorovy
prostor V, ktery budeme nazyvat zaméfenim prostoru E,. Zavedme.
v E,, urditou kartézskou soustavu soufadnic s podatkem P. Pro 1 <
< r £ m oznaéme e, vektor, jehoz r-t4 soufadnice je rovna 1, kdezto
vSecky ostatni soufadnice. vektoru e, jsou rovny nule. Vektory

(16.1). €, ...,e,

nazveme zdkladnimi vektory zvolené ka.rtezske soustavy soufadnic.
Je-li

U= (..., Un)
libovolny vektor, je zfejmé
(16.2) u=ue,+ ... + uye,.
Z toho plyne snadno, Ze vektory (16.1) tvofi basi prostoru E,,, coz zna-
mend ov3em, Ze tvofi basi pro zaméfeni V. TudiZz V ma dimensi m
a proto zaméfeni V prostoru E,, budeme zpravidla znaédit urclte]1 V,,,,
dimensi m zaméfeni V,, nazyvame také dimenst prostoru E,,.

Pro kazdy bod
X = [z, .- Tm]
prostoru E,, plati zfejmé

(16.3) X =P+ xe+ ...+ Tpey;

z toho plyne, Ze zvolen4 kartézské soustava soufadnic je jednoznaéné
uréena, zname-li jeji poéatek P a jeji zakladni vektory (16.1). O téchto
vektorech je patrne z definice, Ze jsou orthonormdln; mimo to jsme si
u? v8imli, Ze tvo¥{ basi pro E,,. - K

Obracend zvolme v prostoru E, libovolné bod P a orthonormalni
vektory (16.1) v poétu m, které podle véty 15.1 jsou mezi sebou linear-
né nezavislé a tudiz podle véty 13.1 tvoii basi pro E,, t. j. tvoif basi
vektorového prostoru V,,. Kazdy vektor naSeho prostoru je linedrni
kombinaci vektord (16.1) a koeficienty této lineirni kombinace jsou
podle véty 11.1 jednoznaéné urdeny. JelikoZz ke kaZzdému bodu X
prostoru E,, existuje pravé jeden vektor u tak, Ze plati X = P 4 u,je
moZné kazdému bodu X prostoru E,, jednoznaéné piifadit redlnd &fsla

(16.4) Xy Ty
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tak, Ze plati (16.3). Obracend libovoln& zvoleni reilni &isla (16.4)
urduji podle (16.3) jednoznaéné bod X prostoru E,,. Je-li
Y=P + y1e1+ -~'+ Ym®m
druhy bod prostoru E,, jest
Y-X= (1’/1 —z)e + ot (ym — ZTm) €.
*a z orthonormality vektor (16.1) plyne, Ze
| (¥ — X)¥ — X) = @1 — 2P + - + (Yo — ),
takZze podle’ (15.1)
XY = V(?h - "1"])2 + + (?/m' - xm)z'
Dospéli jsme tudiZ ke kartézské soustavé souradnic v E,, a je snadno
patrné, Ze P je jeji podatek a Ze (16.1) jsou jeji zdkladni vektory. Tuto
kartézskou soustavu soufadnic ozna¢me
(16.5) (P; ey, ..., ey

Obecnéji zvolme v prostoru E,, mezi sebou linedrné nezivislé vek-
tory (16.1), u kterych v3ak nyni nepfedpokliddme orthonormalitu.
Opét vektory (16.1) tvoii basi pro E, t. j. basi pro V,, a proto zvolime-li
jesté libovolné uréity bod P, je mozné kazdému bodu X prostoru E,,
jednoznaéné piifadit &fsla (16.4) talk, Ze plati (16.3), a obricens libo-
volné& zvolen4 é&fsla (16.4) uréuji podle (16.3) jednoznaténé bod X prosto-
ru E,,. Cisla (16.4) nazveme soufadnicemi bodu (16.3) a piSeme

X =z, ..., 2,]).

Takto zavedené soufadnice nemusi byti kartézské; pravime, Ze jsme
v E,, zavedli linedrni soustavu soufadnic. Bod P je pocditek soustavy;
jeho soufadnice jsou vesmés rovny nule. Ziroveii se soufadnicemi bodu
zavadime také soufadnice vekteru pomoci (16.2) a piSeme

U= (uls "eey um)'

Vektory (16.1) opét nazveme zdanimi vektory zavedené linearni
soustavy soufadnic, pro kterou zavedeme znadku (16.5).

V takto definované linedrnf soustavé soufadnic plati zndmy vzorec

utv=(u+ v, @)
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pro soudet dvou vektori i vzorec
au =: (au,, @)

pro souéin reslného &isla a s vektorem u. Naproti tomu vzorec (7.2) pro
skalarni souéin, vzorec (6.0) pro velikost vektoru a vzorec (3.2) pro
vzdilenost dvou bodt plati pouze pro kartézské soustavy soufadnic.

17. TRANSFORMACE SOURADNIC. V prostoru E,,, méjme dvé line-
arni soustavy soufadnic:

(17.1) (P;ey, ..., e,
(17.2) (Pie, ..., e

Soufadnice libovolného bodu X v soustavé (17.1) budtei z,, ..., Zm,
soufadnice téhoZ bodu v soustav® (17.2) budtez «, ..., z,,. Je tedy

(17.3) P4 ze,+ ...+ 2,8, =P +zje, + ... -z e,.

Polozme ' . .
(17.4) P'=P 4 aé,+ ... + azen, g
(17.5) e, =, €+ ...+ o, e, pro 1 < r<Im,

t. j. oznaéme'ay, ..., a,, soufadnice bodu P’ v soustavé (17.1), a,,, ..
& .m Soufadnice vektoru e, (1 < r < m) v téZe soustavs.

Podle (17.4) a (17.5) je pfi libovolné volbé &isel Ty eeer Tyl
P tze + ..+ mz,.e =
=P+ a8+ ... + Gnen + 2 2, (5,18, + ... + Xpm€n) =
r=1

*y

m - "
=P + Z(“lvxi + ... + O‘msx;n + aa) €.
| §=1 ! . -
Porovname-li se (17.3), dostaneme vzorce . ;

(17.6) Ty = 012 + oo + Apmg¥y + @, pro 1 < s <im,

které vyjadiuji soufadnice z,, ..., &, bodu X vsoustavs (17.1) pomoci
soufadnic zj, ..., %, téhoZ bodu v soustavs (17.2). Pongkud jednodusii,
ale zcela obdobny tvar maji vzorce, které vyjadfuji souFadnice
Uy, -, Uy, Xekboru u v soustavé (17.1) pomoci soufadnic Uyy oney Uiy
téhoz vektoru v soustavé (17.2). Nyni jest /

1
‘
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U8y + ... + Uy = ue; + ... + uel,
a pomoci (17.5) dostaneme )
(17.7) Uy = oqglly + - -+ X sy, PTO 1 < s < m.

[
V (17.6) jsou prosté dleny a,, ..., @, soutadnicemi bodu P’ v soustavé
(17.1), jsou to tedy zcela libovolnd redlnd ¢isla. Naproti tomu jsou
koeficienty

(17.8) Kigy oo Ky (1 8 5 m)
podrobeny té podmince, e vektory e, ..., e, jsou mezi sebou lineirné
nezavislé, plati-li totéz o vektorech ey, ..., e,,. Tato podminka znameni,
ze vztah

’ ’
ce,+...4+cne, =0

je mozny pouze pro ¢, = ... = ¢,, = 0. Dosadime-li ze (17.5), dosta-
neme podminku, Ze rovnice

¢ %1561+ oo F A =0 (1 < 8 X m)

s neznidmymi ¢y, ..., ¢,, maji pouze trividlni feSenf ¢, = ... = ¢, = 0.

Tuto podminku lze, jak zndmo, napsat ve tvaru

chu, very Kim '

179 | + 0.

Dosud jsme mluvili o transformaci linedrnich soufadnic. Ve zvlast-
nim piipadé transformace kartézskijch soufadnic musi vektory

(17.10) €5, -..; €,

jakoZ i vektory
(17.11) e, ..., e,

byti orthonormélni. Jsou-li viak vektory (17.10)orthonormélni, potom
podle (17.5) je

/=0l 4+ ...+ af, pro 1 Gr<im,
€€, = 0% + oo+ Kpmtem PrO 1 7 < 3.

Tedy v pifpadé transformace kartézskych soufadnic ]sou koeficienty
(17.8) podrobeny podminkim
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17.12) o2+ ... +ak,=1po 1 < r<m,

U101+ oo+ Kpindtem = 0 pro 1 Sr<sim.
Podminka (17.9) je disledkem podminek (17.12); jak je patrné
7 véty 15.1. _

Transformace soufadnic se u#ivé jednak k dikazim invariance,
jednak ke zjednoduSeni rovnic. V této knize v3ak providime zipisy
vypoéti vétsinou ve tvaru nezivislém na volbé soustavy soufadnic
a proto transformace soufadnie je pro nis v celku bezvyznamnad.

'Transformaéni vzorce jsou velmi jednoduché v prostoru E, (na piim-
ce). Pro transformaci linedrnich soufadnic bodu na piimce mame
vzorec-

(17.13) z = ax' + a,

kde «, a jsou reilna ¢isla podrobena pouze podmince x # 0. Pro trans-
formaci kartézskych soufadnic bodu na piimce mame vzorec

(17.14) r=+12+a,

kde a je libovolné redlné &islo. Pro transformaci soufadnic vektort na
pFimce mame vzorec

(17.15) u = ou (x % 0)
v ptipadé linedrnich soufadnic,

(17.16) w=+u
v piipadé kartézskych soufadnic.
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