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KARTEZSKA FORMULE.
PRO VZDALENOST DVOU BODU

1. NAZORNY POPIS KARTEZSKYCH SOURADNIC NA PRIMCE,
V ROVINE A V PROSTORU. V analytické geometrii vy]adru]eme
geometrické pojmy pomoci aritmetickych pojmu a na tomto zdklads
fe§ime geometrické tlohy pomoci algebry. Vychozim zdkladnim
pojmem bude pro nés pojem vzddlenosti dvou bodw. Body budeme znadit
velkymi pismeny; vzdalenost bod# 4, B budeme znagit 4 B. Jednou pro
vZidy budiZ poznamenino, Ze si myslime zvolenu uréitou délkovou
jednotku, takZe vSecky vzdalenosti budeme vyjadfovat nepojmenova-
nymi Eisly. '

Predpoklade] me nejprve, Ze viecky vysetrovane body le#i na urdité
piimee p. Zvolime si na p¥imce p uréity bod, ktery nazveme pocitek.
Je-li X kterykoli jiny bod na pfimce p, je vzdilenost PX rovna urdi-
tému zékladnimu &islu & Znéme-li &fslo £, neni poloha bodu X uréena
jednoznaé¢né, nebot pro kazdé kladné &fslo & existuji na pfimce p dva
body X takové, ze PX = £. Kazdému &tenafi je jisté zndmo, jak doci-
lime jednoznachnosti. Poéatek P rozdé&li nasi ptimku na dvé ¢asti (polo-
piimky); zvolime jednu z obou ¢asti a nazveme ji kladnow a druhou na-
zveme zdpornou. Budiz nyni X libovolny bod p¥imky p rtzny od po-
¢atku P a budiz opét & = PX. Lezi-li bod X v kladné ¢ésti pHimky p,
polozime z = &, leii-li v8ak X v zaporné ¢asti pfimky p, polozime
x = — £, vdosud vylouéeném piipadé, Ze bod X splyne s potitkem P,
polozime z = 0. Bude tedy bez vyjimky kazdému bodu X pfitazeno
urc¢ité redlné éislo z tak, ze ' ~

x:j:PTI.

Cislo  se jmenuje soufadnice bodu X. Obricené, zvolime-li libovolné
redlné &islo z, je na nadi p¥imce p pravé jeden bod, jehoZ soutadnice je
rovna danému é&islu z; tento bod oznaéime [x] nebo X. Podobné na

7



pt. [a] nebo 4 bude znamenat bod, jehoz soufadnice je rovna real-
nému &fslu a, t. j. soufadnici bodu oznadime malym pismenem a bod
sdm oznatime budto tak, Ze jeho soufadnici uzavieme do lomené zavor-

ky nebo oznaéime bod piislusnym velkym pismenem. Jsou-li

kterékoli dva body nasf p¥mky p, je jejich vzdalenost v kazdém p¥i-
padé dina znadmym vzorcem

(L.1) _ AB =

b — al,

kde svislé pti¢ky znamenaji absolutni hodnotu. Pravé popsany zpisob,
ktery kazdému bodu X na$i pfimky p pfifazuje uréitou soufadnieci a;
pfi éemz obracené kazdé realné ¢islo je soufadnici pravé jednoho bodu
X a vzdilenost dvow bodi 4, B je dina vzorcem (1.1), nazyvd se
kartézskd soustava soutadnic na pfimce p.

Dosud jsme predpokladali, ze vSecky vySetfované body leZzi na
uréité pfimce. Pfistupme k piipadu, Ze viecky vySetfované body lezi
v urdité roviné p. V roviné p zvolime dvé navzijein kolmé pfimky.
kterym ¥ikame prod a druhd osa soufadnic a které se protnou v-bodé

- P zvaném poldtek. KaZda osa soufadnic rozd8li rovinu p na dvé Gdsti
(poloroviny), z nichz jednu zvolime za kladnou a druhou za zdpornou.
V praxi se oby&ejné voli prvni osa soufadnic vodorovng, druhd svisle;
vzhledem k vodorovné ose se za kladnou voliva ta ¢ast roviny, ktera je
nahote nad ni, vzhledem ke svislé ose ta &ast roviny, ktera je od ni
napravo. Soufadnicemi bodu A4 jsou dvé redlna &isla a,, a, uréend

takto (viz obr. 1). Bodem A vedeme

. . / kolmice na obé soufadnicové osy a je-
.§ouradn -
< G osa jich paty oznaéime 4,, 4, Potom jest
Al _ LA
! (1.2) a, = + PA,,
] . -
| (1.3) a, = 4+ PA,.
|
P L Pii tom ve vzorei (1.2) plati znameni
_ As plus nebo minus podle toho, zdali
Lsouradna osa bod A (tedy také bod 4,) lezf vzhle-

Obr. 1. dem ke druhé ose soufadnic v kladné



¢i zdporné &asti roviny; lezi-li bod 4 na druhé ose soutadnic, splyne
bod 4, s poéatkem P, jest @, = 0 a na znamenf v (1.2) nezile#i. Po-
dobné ve vzorci (1.3) plati znamen{ plus nebo minus.podle toho, zdali
bod A (tedy také bod 4,) lezi vzhledem k prvni ose soufadnic v kladné
¢i zdporné &asti roviny; leZi-li bod 4 na prvni ose soufadnic, splyne
bod 4,5 pocatkem P, jest a; = 0 a na znameni v (1.3) nezalezi. J. estlize
bod A splyne s podétkem P, splynou s P také oba body 4,, 4, a jest
a;=0,a,=0.

Obé pravé definovana realna &isla a, a, jsou soufadnice bodu 4 a po-
psané pravidlo se jmenuje kartézskd soustava soufadnic v roviné g. Ta-
kovéa soustava soufadnic je tedy urdena, zvolime-li v roving dvé na-
vzajem kolmé p¥imky (prvni a druhou osu soufadnic) a vzhledem ke
kazdé z nich kladnou ¢ast roviny. Ka,zdy bod 4 roviny ¢ mé potom
uréité dvé soufadnice a,, a,, které oznacime pifsluSnym malym pisme-
nem a navzajem rozliSime indexy 1, 2. Obracené jsou pii zvolené kar-
tézské soustavé soufadnic v roviné g libovolnd dveé realnd d&isla a,, a,.
soufadnicemi pravé jednoho bodu 4, ktery miuZeme oznadit [a,, a,],
t. j. bod dany soufadnicemi zapiSeme tak, Ze ob& soufadnice zapiseme
jednu po druhé a uzavieme je do lomené zavorky. Zejména mame tedy

= [0, 0] pro poéitek P. Jsou-li

A = [a,, a,], B = [by, b,]

kterékoli dva body nasf roviny g, odvodi se snadno z Pythagorovy
véty znamy vzorec pro vzdalenost:

(1.4) AB = J/(b, — a2 + (b, — @)%

V prostoru ma kazdy bod t¥i soufadnice, ke kterym se v elementar-
nim vyudovéni dospivé takto. Nejprve se zvoli v prostoru urdita
rovina g, kterou muZeme nazvat padorysnou. V pudorysné zvolime
pravé popsanym zplisobem kartézskou soustavu soufadnic slozenou ze
dvou navzdjem kolmych os souFadnic, které se protnou v poéatku P,
a ze dvou znaménkovych pravidel. Pfipojime jesté tfeti osu soufadnie,
jiz je pfimka vedend poéatkem P kolmo na rovinu g, takZe vSechny i
t¥i osy soufadnic jsou navzdjem kolmé. Pudorysna rozdéli prostor na
dvé ¢asti (poloprostory), z nichZ jednu zvolime za kladnou a druhou za
zapornou. V praxi se obytejné voli ptidorysna ve vodorovné poloze
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a kladné éast prostoru nad pidorysnou. Soufadnice a,, a,, ay libovol-
ného bodu 4 jsou uréeny takto (viz obr. 2). Bodem 4 vedeme pfimku
kolmou k piidorysnsé o a jeji patu oznadime 4,. Cisla a,, @, jsou soufad-
nice bodu 4, vzhledem ke kartézské soustavé soutadnic zvolené v ro-
vind p. Mimo to je

as = £ -’-er

A B

Obr. 2.

se znamenim plus, lezi-li bod 4 v kladné &asti prostoru, se znamenim
minus, lezi-li bod A4 v zdporné &asti prostoru; lezi-li A v pidorysné g,
jest a3 = 0. Opét jsou libovolna t¥i éisla a,, a,, @3 soufadnicemi praveé
jednoho bodu 4, ktery miZeme oznadit [a,, a,, a;]. Jsou-li nyni dany
dva body

A = [ay, a5, as5], B = [by, by, by),

potom pro jejich vzdalenost plati vzorec:

(1.5) A_f= V(bl — ) + (by — as)® + (by — a,)?,

ke kterému muZeme dospéti takto (viz opét obr. 2). P¥imkou A4, ve-
deme rovinu ¢ tak, aby prochizela bodem B; rovina ¢ je kolmé na
rovinu g a obsahuje'tudii také kolmici k roviné ¢ vedenou bodem B
1 patu B, této kolmice. V roviné ¢ mizZeme zavést kartézskou soustavu
soufadnic s potatkem A, tak, Ze prvni osa soufadnic prochazi bodem
B,, druhd bodem 4, a se znaménkovymi pravidly tak volenymi, Ze
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bod 4 md v roviné ¢ soufadnice 0, a,, bod B soufadnice 4yB,, b,.’
Podle vzorce (1.4) bude potom

AB = /4B + (bs—ay).
Podle tého# vzorce je viak také
: A,B, = [[(b, — a,)* +_(b: — a5
tak¥e dospivime pro vzdalenost 4B ke vzorci (1.5).

Vzorce (1.4) a (1.5) pro vzdilenost dvou bodit A, B v roviné a v pro-
storu jsou si velmi podobné; vzorec (1.1) pro vzdalenost dvou bodi na
pFimce mé zddnlivé jiny tvar. Je to skuteéné jenom zdinlivé, nebot
vzorec (1.1) se d4 psati ve tvaru

(1.6) AB=](b—a)®

zcela obdobném vzorcim (1.4) a (1.5).

g

2.0BECNY POJEM EUKLEIDOVSKEHO PROSTORU. V &lénku 1
jsme zavedli na zikladé ndzoru pojem kartézské soustavy soufadnic
na pfimce, v roviné a v prostoru a pfipomenuli jsme zndmé vzorce
(1.4), (1.5) a (1.6) pro vzdalenost dvou boda danych svymi soufadni-
cemi. Tyto vzorce pro vadalenost maji pro nas fundamentdlni vyznam,
nebot v nisledujicim se u# nikde nebudeme opnaf?fﬁazor nybrz zave-
deme viecky zdkladni pojmy elementarni geometrie a odvodime jejich
zakladni vlastnosti algebraickou cestou opirajice se vyhradné o vzorec
pro vzdalenost dvou bodu. \

Analytickd geometrie se tradiéné délf na tfi éasti: analytickou geo-
metrii na pfimee (kazdy bod ma jedinou soufadnici), analytickou
geometrii v roviné (kazdy bod mé dvé soufadnice), analytickou geo-
metrii v prostoru (kazdy bod md tfi soufadnice). Tyto t¥i ¢dsti maji
mnoho spoleéného a bude delné postupovati tak, aby to, co je vSem
¢astem spoleéné, probiralo se spole¢né. P¥i tom je vyhodné miti pro
spoleéné pojmy také spoleéné nizvy, predevsim tedy miti spoleény
nazev pro p¥imku, rovinu a prostor. Slova prostor jsme v &lanku 1
uzivali pro obycejny prostor elementéirni geometrie. V této knize bu-
deme uzivati slova prostor v fadé rozmanitych vyznami. Obyéejny
prostor budeme v dalsim nazyvat trojroemérny eukleidovsky prostor
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a budeme jej znaédit E;. Rovinu budeme nazyvat dvojroemérny euklei-
dovsky prostor a budeme ji znadit E,. P¥{mku budeme nazyvat jedno-
rozmérny eukleidovsky prostor a budeme ji znadit E,. Ale viude, kde je to
udelné, budeme i nadale uzivat také obvyklych vyrazi rovina a pfimka
a také budeme obdas uZivat nizvu obytejny prostor.

Shriime si nyni v novém oznadeni to, co vime z élanku 1 o p¥{mce,
roving a obydejném prostoru. Vime, ze E,, prom = 1 znamena pfimku,
pro m = 2 rovinu, pro m = 3 obydejny prostor. E,, se skladad z bodi;
kazdym dv&ma bodim 4, B prostoru E,, je pfifazeno uréité realné
tslo AB, jejich vzddlenost. Podstatnou vlastnosti prostoru E,, jest, Ze
v ném lze zavésti (a to rozmanitymi zpisoby) kartézskou soustavu sou-
fadnic. Takovd soustava pfifazuje kazdému bodu m realnych ¢isel,
kterd se jmenuji soufadnice tohoto bodu a to tak, Ze kazda usporadani
skupina m redlnych &isel dava soufadnice uréitého bodu. I}ody znadime
velkymi pismeny a jejich soufadnice pFislu§nymi malymi pismeny, pfi
demZ jednotlivé soufadnice od sebe rozliSujeme indexy.Bod A bude
tedy miti v prostoru E, jedinousoufadnici, kterou oznadime «a,
v prostoru E, dvé soufadnice, které oznacime a,, a,, v pi'ostoru E, tii
soufadnice, které oznadime a,, a,, a,. Je-li v prostoru’ E,, zavedena
uréita kartézska soustava soufadnic, muZeme kazdy bod pocetné vy-
jadriti tak, Ze zapiSeme po pofiddku za sebou vSecky jeho soufadnice:
a uzavieme je do lomené zdvorky. Bude tedy '

A = [a,] pro m =1,
(2.1) A = [a,, a,] pro m = 2,
A = [a,, a,, a;] pro m = 3.
Znameni rovnosti mé ten smysl, Ze oba symboly (nalevo i napravo od.
znadky =) znamenaji ty% bod. Je-li B dalsf bod, mame podobns
B = [b,] prom =1,
(2.2) B = [b1, be] pro m = 2,
B = [b,, by, by] pro m = 3.
Vzdélenost AB obou bodti 4, B je podle ¢lanku 1 dina vzorcem
AB = ]/(_b1 — a,)? pro m =1,
(2.3) AB=|/(b; — a,)* + (b, — a,)? pro m = 2,
AB = |/(b, — a))* + (b, — a2 + (by — a,)* pro m = 3.
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Abychom mohli viecky t¥i piipady m = 1,m = 2, m = 3 vy$etfovat
najednou, uéinime dohodu o uZivini tedek.' Casto se ndm vyskytnou
vyrazy slozené z m ¢lent, pii temz jednotlivé Eleny se budou od sebe
1i8it pouze indexem, ktery nabyva hodnot od 1 do m. V takovych pii-
padech budeme obéejné psit pouze prvni élen a ostatni ¢leny naznadi-
me tedkou. Podle této dohody budeme tedy psati

(2.1') A4 =[a, @]
misto (2.1),

(2.2") B = [b,, @]
misto (2.2),

(2.3) AB=|0,—a) + ®
misto (2.3).

Klasickym tkolem analytické geometrie jest nahradit geometrické
problémy problémy podetnimi a Fesit takové problémy pomoci algebry.
V tomto smyslu aritmetisace geometrie jest analyticka geometrie mate-
matickou naukou starou pres 300 let, kterd historicky znamenala
velky pokrok ve vystavbé geometrie, protoZze umoznila vyuziti vy-
sledki jinych odvétvi matematiky k FeSeni geometrickych problémi,
na které nestadily pfimé geometrické ivahy, na pt. k diikazu nemoznosti
eukleidovské trisekce thlu a eukleidovské kvadratury kruhu. Ve druhé
poloving 19. stoleti vSak poéinala nabyvat vyznamu opaéna tendence
geometrisace matematiky, kterd je dnes jednim z nejvyznamnéjsich rysi
moderni matematiky. Geometrisace matematiky spotivd v daleko-
sahlém zobecnéni pojmu prostoru. Nézev prostor se dnes dava mnoii-
nam objektt nejrozmanitéjstho druhu a nazev bod jednotlivym prvkam
mnoziny. Tim se mnohdy docili, Ze se vysledky jednoduchych nazor-
nych geometrickych uvah daji pfenést na velmi obecnékategorie dile-
Zitych matematickych objekti, pfed tim studované mnohem sloZitéj-
8imi methodami. Tato kniha m4é za sviij hlavni cil soustavné poudeni
o aritmetisaci geometrie, ziroveii vSak ma slouZit aspoii jako tvod
k pochopeni moderni geometrisace matematiky. '

V duchu geometrisace matematiky rozumime pro libovolné m =
=1, 2, 3, 4, 5, ... vyrazem m-rozmérny eukleidovsky prostor, ktery zna-
¢ime E,,, mnozinu jakychkoli matematickych objektt, které nazyvime

13



body prostoru E. predpoklada.]ice toto. KaZdym dvéma ,,bodim*
prostoru E, je podle ne]akeho pravidla pfifazeno urcité reilné &islo
zvané vzddlenost! obou bodi. P¥i tom je moZné zavésti do prostoru E,,
kartézskou soustavu soutadnic, t. j. popsati kady bod

A = [ab Az - oy a‘m]

skupinou m redlnych &isel, zvanych soufadnicem: bodu 4, a to tak, ze
vzdalenost libovolnych dvou bodt (2.1'), (2.2') je ddna vzorcem (2.3').
Pii tom se predpoklada, Ze libovolna skupina m redlnych &isel a,,
@y, ..., Oy ddva soufadnice pravé jednoho bodu A. Je-li v prostoru E,,
za,vedena, uréitd kartézskd soustava soufadnic, nazveme jejim poédtkem
a oznadime P ten bod, jeho# vSecky soufadnice jsou rovny nule.

V' nésledujicich &lancich studujeme eukleidovsky prostor E, pro
libovolné m. Ctena¥ zadateénik necht z potitku provede kazdou tvahu
zvlast prom = 1, m = 2, m = 3. Brzy si uvédomi, Ze postup v textu,
kde m zlistdva libovolné, nikterak nekomplikuje tsudky a je pfehled-
néjsi nez kdybychom, omezujice se na elementarni pfipady m =1,
m = 2, m = 3, provadéli kazdou tvahu trikrat.

3. TROJUHELNIKOVA NEROVNOST. Jsou-li

(31) A = [a'b .]1 B = [bl ’ .]
libovolné dva body prostoru E,, je jejich vzdélenost dina vzorcem
(3.2) AB =), —a)y T e

Z tohoto zakladnfho vzorce okam#ité plynou-tyto vlastnosti vzdale-
nosti libovolnych dvou bodu:

(3.3) AB = BA,

(3.4) AB = 0, jestlite A = B,

(3.5) AB > 0, jestlize 4 + B.

Je-li vedle bodi 4, B dan jesté tieti bod

3.6) =Ty,
potom plati dilezitd nerovnost

(3.7) AC + BC > AB,
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ktera se jmenuje trojuihelnikovd nerovrost. Jeji dukaz je hlavnim tkolem
tohoto ¢lanku. Jestlize A = B, je spravnost nerovnosti (3.7) zfejma.
Budiz tedy :

(3.8) A4 £ B.
Urdeme realné éislo ¢ z rovnice

(3.9) t{(by — a1)® + @] = (c; — ay)(b, — a,) + o.

Koeficient p¥i neznamé ¢ v rovnici (3.9) je roven A B2, je tedy rtzny
od nuly podle (3.5) a (3.8). Lze tudiZ uréiti ¢ tak, aby platilo (3.9).
Definujme nyni pomoceny bod

(3.10) D=1[d,,e]
rovnicemi

(3.11) d,=a,+ t{b,— a,), @,
ze kterych plyne jednak €

(3.12) d, —a,=tb, — a,), @,
jednak
© (3.13) dy— b= — (1 — )by — a,), .

Ze (3.12) plyne }
(@, — a))(b, — a,) + @ = t[(b; — a,)* +@];"
porovname-li se (3.9), dostaneme -

(@, —a)b, —a,) + @ = (c; — ay)(b, — a)+ e, .

neboli

(3.14) (e, — d)(b, — al) +8=0.
Ze (3.14) plyhe jednak podle (3.12)

(3.15) (¢, —d)d,—a,) + @=0,
jednak podle (3.13)

(3-16) (c,—d)d,—b) +@=0.
Avsak

(1 — a)* = [(¢c; — dy) + (d; — a,)]?

neboli
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(61— @)’ = (61— dy)* + (&1 — a1 + 2(c, — d))(d; — a,)
a stejné pro ostatni indexy, takZe podle (3.15) jest

(61— a,) + @ = [(cz — d)* + @] + [(d1 — )% + @]
neboli

(3.17) AC? = DC® + ADE.

Podobné mame
(6, — by)2 = (¢, — dy)2 + (dy — b2 + 2{c, — d))(d, — b,), ®

a tedy podle (3.18)

(3.18) BC? = DC® 4 BD>
Mimo to ze (3.12) a (3.13) plyne

AD* = . AB, BD*= (1 — t). AP,

tudfz, je#to vzddlenost ifikdy neni zaporna,

(3.19) AD = |t|.AB, BD=|1 —{|. 4B.
Snadno zjistime, Ze

Y — ¢ =1, jestlize 0 <t L 1,
g 4+ |1 —¢| > 1, jestlize ¢ << 0 nebo ¢ > 1.
Mimo to podle (3.5) a (3.8) jest A_B_'> 0, takze ze (3.19) a (3.20) plyne
(3.21) AD + BD > AB,
pFi emz rovnost nastane tehdy a jenom tehdy, jestlize 0 <t < 1. Ze
(3.17) a (3.18) vSak plyne
(3.22) ~ AC = AD, BC > BD,

pti éemz v obou piipadech nastane rovnost tehdy a jenom tehdy, jest-
lize DC = 0, t. j. jestliZe O’ D. Ze (3.21) a (3.22) plyne za,da.na, ne-
rovnost (3.7).

(3.20)

Z provedeného dikazu plyne, Ze za pfedpokladu A + B plati
v trojuhelnikové nerovnosti (3.7) znamenf rovnosti tehdy a~ jenom
tehdy, jestliZe existuje realné &fslo ¢ tak, Ze

(3.23) 0<t<,
(3.24) C =4+ B — A)
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pfi tom symbolicka rovnost (3.24) zastupuje m rovnosti
¢y = a, + b, — a,), @.

Splynou-li oba body 4, B, platf ve (3.7) znameni rovnosti tehdy
a jenom tehdy, jestliZe s nimi splyne také bod C.) \

4. STRED DVOJICE BODU. V analytické geometrii prosteru E,,
zavidime nové pojmy aritmeticky, t. j. uifvajice soufadnic ve zvolené
kartézské soustavé. Pfi tom je vSak miti na paméti, Ze v E,, je moZno
zavésti kartézskou soustavu soufadnic riznymi zplsoby. Pouze tv
pojmy, kteréd jsou nezdvislé na volbé kartézské soustavy soufadnic,
jsou geometrické pojmy v prostoru E,. U kazdého pojmu zavedeného
pomoci kartézské soustavy soufadnic musime tudiZ prokazati jeho
tnvarianci, t. j. prokdzati, Ze se nezméni (Ze zlstane invarianin?) p¥i
pfechodu od jedné soustavy kartézskych soufadnic k soustavé jiné.
Dikazy invariance je mozné provadét na zakladé vzorch, které popi-
suji pfechod od jedné kartézské soustavy soufadnic ke kterékoli jiné
takové soustavs. Takové vzorce pro transformaci soufadnic si pozdgji
v této knize skuteénd odvodime. Nebudeme jich v8ak uZivat k dika-
zim invariance, nybrz budeme tyto dikazy provadét jinak. Misto
aritmetické definice, ve které se uZiva uréité kartézské soustavy sou-
fadnic, a kters tudfz vyZaduje dikazu invariance, je totiz moiné za-
vésti novy pojem také geometrickou definict, ve které se vilbec neu#iva
soufadnic, nybrz ve které se novy pojem pfevede na pojem vzdalenosti,
jehoZ invariance je zfejmd, po pfipadé i na jiné pojmy, jejichZ inva-
riance byla jiz d¥fve dokdzéna. Budeme &asto postupovati tak, Ze pro
nové zavidény pojem zavedeme dvé definice, jednu aritmetickou
a druhou geometrickou, p¥i éem?% oviem bude t¥eba v kaZzdém piipads
se presvéddit, Ze obé definice skutetné popisuji tyZ pojem. Sama o sobé
bude ka#d4 z obou definic mfti uréitou nevyhodu, kters teprve spoje-
nfm obou definic se odstrani. Nevyhoda aritmetické definice je v tom,
7e sama o sobd vyZzaduje dikazu invariance; tato nevyhoda je odstra-
néna geometrickou definicf. Naproti tomu geometrické definice samy
o 80bd zase budou miti urdité nevyhody, na které poukiieme od p¥i-
padu k piipadu, a které jsou odstranény aritmetickou definici.

'
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Tyto obecné zdsady si v tomto &ldnku objasnime na konkretnfm
prikladé pojmu stfedu dvojice bodi. Budte% '

(41) A= [a'ls.]: B = [bly.]
libovolné dva body prbstom E,. Stfedem dvojice A, B nazveme bod
(4.2) .0 =4§4+ B),

kde symbolicka rovnost (4.2) zastupuje m rovnostf

. ¢, = $a,+ b)) @-
Privé jsme vyslovili aritmetickou definici stfedu dvojice 4, B. Ze
vzorce pro vzdalenost dvou bodi snadno plyne, Ze bod (4.2) m4 vlast-
nosti:

(4.3) . AC = BC = }4B.

Dokézeme, Ze (pfi danych bodech A4, B) je C jeding bod prostoru E,,
8 vlastnostmi (4.3), které tudiz davaji geometrickou definici st¥edu
dvojice 4, B. )

Necht tedy plati (4.3); mame dokazati, Ze plati (4.2). Jestlize
A = B, je AB = 0, tedy podle (4.3) také AC = 0, tedy C = A = B,
takZe plati (4.2). Jestlize viak 4 + B, uvaZme, e podle (4.3) je AC +
+ BC = AB, takse podle konce ¢lanku 3 existuje redlné éislo ¢ tak, Ze
plati (3.23) a (3.24). Ze (3.23) vypodteme snadno, ze AC = |t| . AB;
je#to AB > 0, soudime ze (4.3), Ze |{| = 3. AvSak ¢ > 0 podle (3.23).
tedy ¢ = 4, naceZ ze (3.24) snadno plync (4.2).

Poznamenejme vyslovné, Ze jestlize bod B splyne s bodem 4, také
st¥ed C dvojice 4, B splyne s 4; naproti tomu pro 4 + B jsou véecky
t¥i body 4, B, C navzijem rtizné. Spravnost této rozunmky plyne stej-
né snadno i z aritmetické definice (4.2) i z geometrické definice (4.3).

Sama o sob& md geometrickd definice (4.3) stfedu dvojice bodi tu
nevyhodu, %e z ni nenf patrné, Ze pfi danych bodech 4, B existuje
prdvé jeden bod C tak, Ze plati vztahy (4.3). '

Na konec uvedme jeité ziejmy fakt, Ze stfed dvojice 4, B splyne se
stfedem dvojice B, 4. '

5. POJEM VEKTORU. V tomto élanku budeme definovat pojem
vektoru, ktery je jednim z nejdileZitéjsich pojmu geometrie prostort

E,. Ne% pfistoupime k v&ci, bude udelnd obecnd avaha o zavddéni
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pojma abstrakci. Abstrakce pozistdva v tom, Ze shrneme pod jediny
§irsi pojem fadu pojmu, jejich# vzdjemné rozdily jsou s uréitého hle-
diska nepodstatné. Abstrakei se zavadi jiZ na narodni skole m. j. pojem
nepojmenovaného ¢isla: shrnutim pojmu t¥f Zaka, t¥ jablek, t¥f seditd,
t¥ kulidek atd. se dochdzi k pojmu nepojmenovaného &isla t¥i. Na
trochu vyssfm stupni dospivame na pf. k pojmu zlomku abstrakei
z pojmu dvojice &sel (Sitatele a jmenovatele); na pi.

‘%—, ':'y g': Tef atd.
jsou riznd konkretni vyjidieni téhoz abstraktniho zlomku.

Podobnou abstrakei dospéjeme od pojmu dwojice bodi k pojmu
vektoru. Podle programu nastinéného v ¢linku 4 uvedeme nejprve
aritmetickou definici vektoru. Budiz v prostoru E,,

(5-1) A= [aly .]’ B = [b17 .]
libovolna dvojice bodti. Budiz déle
(5.1) A’ = [a;, @], B' = [b;, @]

kterakoli jind dvojice bodii. Pravime, %e obé dvojice (5.1) a (5.1")
uréugji tyz vektor, plati-li m rovnic

(5.2) " by—a,=0b —a e

Kazdé z obou dvojic (5.1), (5.1°) tvo¥i jedno umisiéni vektoru; vektor
sam (pojem vznikly abstrakei) nema ovem uréité umisténi. P¥i daném
umisténi, na pf. (5.1), nazveme A poéitenim bodem, B koncovym bodem;
pii umisténi (5.1') je ovsem A’ poditeénim bodem, B’ koncovym bof
dem. PoloZzme

(5.3) U, =b;,—a, ..., u,,, = b — Qp;

podle (5.2) je potom také

!

’ 7 ’
Uy =b, —ay, ..., Uy =0, —a,,

t.j. éisla u,, ..., u,, jsou nezdvisld na umisténi vektoru. Cisla u,, ..., 4,
nazveme (pii dané volbé kartézské soustavy soufadnic) soufadnicemsi
vektoru. Vektor je svymi soufadnicemi (stdle pii dané volbé kartézské
soustavy soufadnic) Gplné uréen. Vektor, jehoZ soufadnicemi jsou &fsla
Uy ..., Uy, oznadfme u; znadime tedy vektor tuénym pismenem a jeho
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soufadnice pFsluSnymi pismeny oby&ejného typu, pfi emz jednotlivé
soufadnice rozliSujeme indexy.

Soufadnice u,, ..., %, vektoru jsou zcela libovolni reilni disla.
‘Vektor dany svymi soufadnicemi je mnohdy tdelné zapsati tak, Ze na-
piSeme po poridku za sebou viecky jeho soufadnice a uzav¥eme je do
okrouhlé zdvorky. Bude tedy

u=(uy,®), v=(v,®) a pod.
Vektor, ktery pfi uréitém umisténi ma poditeéni bod A a koncovy
bod B, oznaéime B — A, tak¥e symbolick4 rovnice

(5.4) ,u = B — A h
znamensa totéz jako m obyéejnych rovnic (5.3).

Je-li dan vektor u a bod A4, mé u pravé jedno umisténi, p¥i kterém
je 4 potateénim bodem. Koncovy bod B tohoto umisténi je din symbo-
lickou rovnici

(5.5) " B=A+u,
které znamens totéZ jako m obydejnych rovnic

by=a;+ ue@.
Obé rovnice (5.4) a (5.5) znamenajf totéz.

K pojmu vektoru jsme dosli v tomto élanku abstrakef zaloZenou na
aritmetické definici (5.2). Za Géelem dikazu invariance je nutné na-
hradit (5.2) geometrickou definici, kters znf takto: Ob8 dvojice

(5.6) A,B; B, A’
maji tyZ stfed. Nebot to znamend, Ze

(@, + b1,) = b, + ay), @,
coZ je zfejms® pouze jip)’r tvar rovnic (5.2).

Abychom si uvédomili, jakou nevyhodu mé geometricks definice
sama o sobd, pfedpoklidejme, Ze obé dvojice 4, B; A’, B’ uréuji tyz
vektor. Podle geometrické definice to znamend, Ze obé dvojice (5.6)
maji ty% stfed. Je-li nyni 4”, B” t¥eti dvojice bodl, potom dvojice
A, B; A", B" urdujf tyz vektor, jestlize dvojice

(5.6') A/B" B A"
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maji tyZ stfed. Zaroveii viak dvojice 4’, B'; A", B” uréuji ty% vektor,
jestlize dvojice /

(5.6") A',B"; B,A"
majf tyZ stfed. Z geometrické definice nenf nikterak zfejmé, Ze rovnost
stfedt dvojic (5.6') m4 za ndsledek rovnost st¥edit dvojic (5.6"). Ze
tomu tak je — za pFedpokladu rovnosti stfed dvojic (5.6) — je oviem
disledkem aritmetické definice.

6.NULOVY VEKTOR, OPACNE VEKTORY, VELIKOST VEKTO-
RU, SCITANT VEKTORU..Oznadime o a nazveme nulovjm vektorem
ten vektor, jehoZ kazda soufadnice je rovna nule (aritmeticka definice).
Ztejmsé pii kazdém umisténi nulového vektoru splyne pocateéni a kon-
covy bod, kde#to pfi Z4dném umisténi nenulového vektoru nesplyne
potateéni a koncovy bod. V tom jest obsaZena geometricks definice
nulového vektoru, kters sama o sobé ma tu nevyhodu, Ze z ni neni
bezprostfedns patrné, Ze jestlize p¥i jednom umistdni vektoru splyne
podateéni a koncovy bod, platf totéZz o kazdém jiném umfsténi.

Je-li u = (u,, ®) libovolny vektor, oznadime — ua nazveme vektorem
opaéngm k vektoru u vektor (— u,, ®). JestliZe u = B — 4, 1t.j. jest-
lize A je podateéni a B koncovy bod uréitého umisténi vektoru u,
z¥ejmé je — u = A — B, t. j. B je potatelni, 4 koncovy bod uréitého
umisténi opaéného vektoru. V tom je obsaZena geometricks definice
pojmu opadného vektoru, kters sama o sobé opét mé tu nevyhodu, Ze
z ‘nf neni patrné, Ze jestlize okolnost v nf uvedens platf p¥i jednom
umistdn{ vektoru u, zlstéva v platnosti p¥ ka?dém umisténi tohoto
vektoru.

Nazveme velikosti vektoru u = (u,, ®) a oznadéime |u| &slo

(6.0) lu] = Ju? +e.
Je-i u=B — A4, jest
(6.1) [B—A|=

t. j. pii ka#dém umisténi je velikost vektoru rovna vzdilenosti pods-
teénfho a koncového bodu. To je geometrickd definice velikosti vektoru
se stejnou nevyhodou jako pii definici nulového a opaéného vektoru.
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Jak z aritmetické, tak i z geometrické definice velikosti vektoru je
patrné, Ze

(6.2) |u]| = 0, jestlize u = o,
(6.3) |u] > 0, jestlize u + o,
(6.4) | —u| = [u].

Jsou-i u = (u, @), v = (v,,®) dva vektory, nazveme soudtem obou
vektort a oznadime u + v vektor (u; + v, ®). Zvolme libovolny bod 4
-a umistéme vektor u tak, aby A byl poditetnim bodem; je-li Bkoncovy
bod tohoto umisténf, jest u =B — 4. Umistéme vektor v tak, aby
B byl poiteénim bodem; je-li C koncovy bod tohoto umisténi, jest
v=C — B. Z toho plyne ihned, Ze u4+ v =C — 4, t. j. vektor
u 4+ v mj takové umist¥ni, p¥i kterém je A poditeénim bodem, C
koncovym bodem. To divi geometrickou definici souétu dvou vektora
se stejnou nevyhodou, kterou majf v8ecky geometrické definice tohoto
Glanku.

Ztejms pro séitani vektort plati komutationt zdkon

(6.5) ud-v=v + u
a asociativnt zdkon

(6.6) U+v)+w=u+t(v+ w)
Diéle je zFejmé, Ze

(6.7) Ut (—u)=(—u)fu=o
a Ze rovnice

(6.8) ut+x=v

s danymi vektory u,v a s neznimym vektorem x ma privé jedno
FeSent
(6.9) xX=v—u=v-+4(—u.

V asociativnim zdkonu (6.6) se vyskytuji t¥i vektory; vedle toho
plati zfejmé& také asociativni zékon

(6.10) A+ @u4v)=(A+u)+v,
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ve kterém se vyskytuje bod 4 a dva vektory u, v. Poznamenejme si
také ziejmy vzorec
(6.11) ; A+ o=A.

Dosud jsme mluvili pouze o souétu dvou vektord; soudet vice nez
dvou vektord mizeme definovat rekurentné vzorcem

(6..12.) uy+...4+u,, =(u + ...|-|— u,)+u,,,.

Rekurentni definice (6.12) je geometrickd definice, jejiZz invariance
je tudf? zfejma. Ze znimych vlastnost{ souétu &isel okamzité ply-
nou obdobné vlastnosti souétu vektori. Je to nejprve obecny
komutativni zdkon, ktery pravi, Ze soudet nékolika vektori je ne-
zavisly na jejich pofadku. Za druhé je to obecny asociativni zikon, ktery
pravi, Ze soudet nékolika vektori muieme vypodisti tak, Zerozdélime
séitance na skupiny, vypoéteme ¢asteéné soudty vektort jednotlivych
skupin a tyto éasteéné soudty seCteme; pii tom miize nékters skupina
obsahovat jediny vektor, ktery jest potom povazovat za piislusny
,,Castetny soudet*:.

7. SKALARNI SOUCIN. V prostoru E,, budtez dany dva vektory

i
(71) u= (u17 .)v v = (vly .)'
Oznadime uv nebo u . v a nazveme jejich skaldrnim soudinem &islo
(7.2) uv = uw, + @.

Tedy skaldrni souéin dvou vektorts mend vektor, nybrz &islo. Invariance
skalarnfho souéinu plyne z geometrické definice, kterou podiéme na
konci tohoto élanku.

Ze zndmych vlastnosti souéinu éisel plynou obdobné vlastnosti ska-
larnfho souéinu. Je to predevsim komutativni zdkon

(7.3) uv = vu,
za druhé to-jsou distributivni zdikony
(7.4) U+t u)vy=uv-udy,
(7.4") u(v + v') = uv 4 uv’, . .

se kterych plyne snadno obecny distributivni zdkon: Mdme-Ii- soucet
nékolika vektort skaldrné zndsobit soudtem nékolika vektorn, mufeme
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to provésti tak, %e kazdy vektor proého soultu skaldrné zndsobime kafdym
vektorem druhého souétu a viecky takto obdrZené skaldrni soubiny selteme.
Ztejmé jest
(7.5) uo = ou = 0,
t. j. skaldrni souéin dvou vektort je roven nule, jakmile aspoti jeden
¢initel je nulovy vektor. Je v8ak dileZité si vEimnout, Ze pro m > 1
skaldrni souéin dvou vektort maze byti roven nule, © kdyZ Zidny dinitel
nent nulovy velitor; na pf. prom = 2, u = (1, 1), v = (1, — 1) jeuv=0.
Z definice (7.2) plyne, Ze
(7.8) uu = |uf?,
t. j. skaldrni soudin vektoru s nim samym je roven druhé mocniné veli-
kosti vektoru.

Jsou-li u, v libovolné dva vektory, mame podle obecného distribu-
tivniho zakona

(u —{-_v)(u +v)=uu-+ uv 4 vu 4 vv
neboli podle (7.3) ‘a (7.6)

(7.7) lu 4 v|> = |u]* + |v]|* + 2uv.
PiSeme-li (7.7) ve tvaru '
(7.7') uv = §(ju + v[? — Ju]* — |v?),

dospivame ke geometrické definici skaldrnfho souéinu, nebot pojem
souétu dvou vektord a pojem velikosti vektoru- jsou invariantnf

pojmy .

8. SOUCIN CISLA A VEKTORU. Budi# @ libovolné realné &fslo.
budiz u = (u,, ®) libovolny vektor. Oznadime au nebo ¢ . ua nazvem«
soutinem &isla a a vektoru u vektor

(8.0) au = (au,, @).

Z této aritmetické definice plynou jednoduché vlastnosti soudinu éfsla
a vektoru:

(8.1) Je-li a =0, je au=o.
(8.2) Je-li u=o, je au =o.
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(8.3) Je-li au = o, je budto @ = 0 nebo u = o.

(8.4) _dellia=1, je au=wu.
(8.5) Jeia=—1, je au= — u,
(8.8) \ a . (bu) = (ab) . u,
prodez _‘b‘ez obavy z nedoroiﬁméni muiZeme psati struéné abu.
(8.7) (@ + b) u = au 4+ bu,
(8.8) a(u+ v) =au + av. |

Z (8.7) a (8.8) plyne obecny distributivni zakon pro souéin ¢isla a vek-
toru: Soudet &isel a soulet vektord maZeme zndsobit tak, e kaZdé dané éislo .
zndsobz’me kazdym danym vektorem a vdecky tyto soubiny seéteme.

Z definice soudinu &isla a vektoru a z deflmce (7.2) skaldrniho souinu
plyne vzorec

(8.9) (au) .v =u. (av) = a . (uv);
obecndji jeso ‘
(8.10) (au) . (bv) == (ab) . (uv).

Z definice souéinu éisla, a vektoru a z definice velikosti vektoru (viz
¢lanek 6) snadno plyne vzorec

(8.11) |au| = |a] . |u].

Zbyva prokizati geometrickou definici invarianci soudinu au. Za
tim Géelem poznamenejme nejprve, Ze jestlize mezi dvéma vektory u, v
plati vztah

(8‘12) v = au,
potom podle (8.9) plati také vztahy
(8.13) uv =aga.uu, vv = a . uv,

jejichZ invariance je ndm jiz zndma. Staéi tedy dokézati, Ze obracens
z platnosti vztah (8.13) plyne platnost vztahu (8.12). Necht tedy
plati (8.13). Potom jest

uv —ag.uu=0,vw—a.uv=20,

tedy také
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(vv—a.uv)—d(uv—a,.uu)=0
neboli
2, (v — au)(v — au) = 0,
takze podle (7.6) je |[v — au| = 0, coZ by podle (6.3) bylo nemo#né,
kdyby neplatilo (8.12).

9. DVE NEROVNOSTI. VETa 9.1. Jsou-li u, v dva vektory, plati ne-
rovnost

(9.1) o+ v < Jul + Iv);
pFi tom v (9.1) plati znament rovnosti tehdy a jenom tehdy, jestlize budto
u = o nebo v = o nebo existuje kladné &islo k tak, Ze v = ku.

DiUkAz. Zvolme libovolnd bod A4 a uréeme body B, C' tak, aby bylo
u=C—-A4, v=B—C, tedy u+ v=B— 4. Potom nerovnost
(9.1) nabude podle (6.1) tvaru

AB < 4AC + BC
a v tomto tvaru jiz byla dokazina v ¢lanku 3, kde jsme také poznali, Ze
znameni rovnosti plati tehdy a jenom tehdy, jestlize budto
A=B=C
nebo
A+ B C=A4A+tB—A4), 0t 1.
V prvém pifpads je u = v = o. Ve druhém piipads je

(9-2) u=tu+v),0t<1l, u+v*o.

Jeli t = 0, potom podle (9.2) je u = o, v + o0 a obriceng pro u = o,
-v % o platf (9.2), pfi ¢emZ ¢t = 0. Je-li £ = 1, potom podle (9.2) je
v = o0, u % 0 a obricensd pro v = o, u + o platf (9.2), pfi demz ¢ = 1.
Je-li 0 < t < 1, potom podle (9.2) je v = ku, kde k = (1 — ¢) : ¢, tedy
k>o0. .

Obricené, je-li v=rhu, £t >0, u % o, pl_ati (9.2), polozime-li ¢ =
=1:(1 4+ k), takze 0 < ¢ < 1.

Vira 9.2. Jsou-li u, v dva vektory, plati'nerovnost

(9.3) uv < Ju] . |v);
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pfi tom v (9.3) plati znament rovnosti tehdy a jenom tehdy, jestlize budto
u = o nebo v = o nebo existuje kladné &islo k tak, Ze v = ku.

DUxAz. Z nerovnosti (9.1) plyne '
(9.4) U+ v Jut+ |v[2+ 2. [u] . |v]|
a obrécens z (9.4) plyne (9.1). Aviak podle (7.7) z (9.4) plyne (9.3)
a obrdcené z (9.3) plyne (9.4). Tedy véta 2 plyne z véty 1.
Dosadime-li —u na misto u do (9.3), dostaneme
(9.5) —uv < |u|. |v].
Ob& nerovnosti (9.3) a (9.5) dohromady pravi, Ze
(9.6) luv] < |u] . |v],

pii dem? rovnost nastane tehdy a jenom tehdy, jestlize budto u = o
nebo v = o nebo existuje realné &islo k tak, Ze v = ku.
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