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Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden,
von

Vojtéch Jarxig, in Gottingen.
1. Einleitung.

Fir ganzes r=5 sei

Q (u) =TZ Qv U Uv

py¥sl
eine positiv definite quadratische Form; fiir 2>>0 sei 4, (z) die Anzahl
der Gitterpunkte im Ellipsoid @ (w)=z, I, (x) das Volumen dieses
Ellipsoids; endlich sei Aq(z)=Iy )4 Pe(z). Die Frage nach der
Grossenordnung von Py (xz) wurde von den Herren Walfisz und
Landau (') fir den Fall rationaler Koeffizienten a,, durch den fol-
genden Satz erledigt:
Sind alle a,, rational (?), so ist

Po0)=0(z" "), Po(0)=2(s*").
Bei der allgemeinsten Form @ (u) ist aber das Problem noch
weit von einer definitiven Losung entfernt. Bis vor kurzem waren
nur folgende Abschiitzungen bekannt (*):

r__r_ =1
Py (z) ZO(:L'_"{ T"‘), Py (m):.Q(x 4 )
In der Tat liegen die Vorhiltnisse bei den ,, irrationalen *‘ Formen
Q (u) wesentlich anders als im ,, rationalen *“ Fall, wie zuerst kiirzlich
vom Herrn Walfisz(*) gezeigt wurde. Er betrachtet nimlich

(1) A.Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math.
Zeits. 19 (1924), 8. 300-307; E. Landau, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen
Ellipsoiden, Math, Zeits. 21 (1924), S. 126-132, und (zweite Abhandlung) Math. Zeits.
24 (1925), 8. 299-310.

(%) Weil e offenbar nur auf die Verhiltnisse der au» ankommt, so gelten diese
Formeln auch, sobald die ayv ganzzahlige Vielfache einer und derselben Zahl sind.

(3) Z. B. E. Landau, Zur analytischen Zahlentheorie der definiten quadrati-
schen Formen, Berliner Akademieberichte, (1915), S. 458-476; E. Landau, Uber
die Angzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen, vierte Abhandlung, Gottinger
Nachrichten (1924), S. 126-132.

(*) A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, dritte
Abhandlung, Math. Zeits, 27 (1927), S. 245-268.
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Formen von der speziellen Gestalt

r-1

Q (w) =Z bur uy Uy + i} (b, rational, >0 irrational, r=10)

M, =1

und beweist fiir diese Formen:

D P@=f(z"").

2) Diese Abschétzung lisst sich—auch bei fest gewihlten bur—
nicht verschérfen, solange wir o nicht weiter einschrinken.

3) Wenn man aber von gewissen Ausnahmewerten von o ab-
sieht, ldsst sich die unter 1) angegebene Abschitzung noch weiter
verschiirfen: fir fast alle (') positiven Werte von o ist

]

r_8% R
Py (x):O(xT * log * x).

In zwei Abhandlungen (?) habe ich mit einer anderen Methode die
Formen

QW) =owui+osuzt . ...+ ur  (e>0)
systematisch untersucht und u. a. folgende Resultate erhalten:
1) Wenn bei r=6 mindestens eine von den r—1 Zahlen -2
{2=j=r) irrational ist, so ist al
Po@=0(s*7);
auch diese Abschitzung lasst sich nicht verschiirfen, solange man die

<4 keiner weiteren Einschriinkung unterwirft (*).
2) Fir fast alle positiven Wertsysteme der cy ist sogar

Pe@)=0(z*")
bei jedem £>0 (*).
Damit ist das Problem noch lange nicht gelost. Zu jeder Form
Q (w) gehort niimlich eine reelle Zahl p=#(Q), so dass
Po(2)=0 (@***), Po(x)=2 (")

bei jedem £>0; die Bestimmung dieses ,, wahren Exponenten ‘‘ g ist
nun das erste Ziel derartiger Untersuchungen. In dieser Richtung

(1) D. bh. alle bis auf eine Menge von Lebesgueschen Mass Null.

(2) V. Jarnik, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, erste
und zweite Abhandlung, Math. Annalen (im Druck).

(%) L. c. (2), zweite Abhandlung.

(*) L. c. (2), erste Abhandlung.

170




Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden

356 VOJTECH JARNIK:

habe ich folgendes bewiesen(®):
Es sei ¢=2 ganz, ;=4 ganz (j=1,2,....,0), r=r1+724+ .. .. +71.
Wir betrachten die Formen von der speziellen Gestalt
Q(w)=8 (ui1+uz+ - . +uh)+Bs (Uit ... Fuly )+ .. ..

+B¢r (’U},q'f-.- "+'UI:.¢‘0-) (BJ>0)'

Dann ist (bei gegebenen o, 7y) fiir fast alle positiven Wertsysteme
der B,

=T .
©#(Q)= 2

Man mdchte aber noch wissen, wie sich diejenigen Formen verhalten,
die der nicht beachteten Nullmenge entsprechen und ob u (Q)
mit den einfachen arithmetischen Eigenschaften der 8; in einem
Zusammenhang steht. Diese Frage soll in der vorliegenden Arbeit
fir den einfachsten Fall ¢=2 beantwortet werden und zwar durch
den folgenden Hauptsatz, dem ich noch eine Definition voran-
schicke.

Definition. Es sei «>0. Wir betrachten die Menge M, aller
reellen Zahlen a, welche folgende Eigenschaft haben: es gibt zu a
eine Folge von Paaren ganzer Zahlen pi, q1; pa, ¢z2; Ps, g3; - - - -, 80 dass

P>+00, g +00, z—”—"“o( 1+)
Die obere Grenze von M, werde mit 8 (e) bezeichnet und moge ,, der
wahre Exponent der Zahl o ‘‘ heissen.

Bemerkungen. Es ist immer 0=28 (0)=o0; fiir rationale « ist
B(a)=0c0. Wenn die Zahl « irrational ist und wenn mit ¢/, ¢, .. ..
die Nenner der Naherungsbriiche des regelmissigen Kettenbruches
von o bezeichnet werden, so ist nach bekannten Sitzen 8 (e) gleich
der unteren Grenze aller reellen Zahlen b, fiir welche ¢’u.1=0 (g."*).

Wir wollen in dieser Note folgenden Satz beweisen:

Hauptsatz. Voraussetzungen: Es sei 7,=4 ganz, r=4 ganz,
n+n=r; >0, ;>0; =8 (%) sei der wahre Exponent der Zahl
2 . es sei '

2]
Q (W=ou (ui+ui+ ... +uf)+og (W +ulaet - .. +2d).

Fiir >0 werde

(1) L. c. (2) 8. 855, erste Abhandlung.
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r

2 2
Ae@= D> 1=—"Z + o (=)
Qm=r Yooz I (_% +1)
Zesetzt.
Behauptungen: Fir jedes >0 ist -
1,
(1) Pon)=0(z* "B "),
LA S
) Po()=0(a* 7).,
1

Bemerkungen. Fiir 8= + oo soll =0 sein. Die Unsym-

: . . . Oz
metrie der Voraussetzungen ist nur scheinbar, da offenbar ,3(———):

(2) “‘

Von den Behauptungen des Hauptsatzes ist bereits folgendes
bekannt: fir alle o;>0, oz>0 ist

P@=0(""), P.@=2(="") (")
Es geniigt also, die Behauptung (1) fir 8<oo, die Behauptung
(2) fiir B>0 zu beweisen. Also geniigt es, folgende zwei Behaup-
tungen zu beweisen:
Behauptung 1. Die Voraussetzungen des Hauptsatzes seien er-
fillt. Es sei 8<o00, 8<y<oo. Dann ist fir jedes £>0

r 1
Py(z)=0 (x—;_l—"’—“‘”) .

Behauptung 2. Die Voraussetzungen des Hauptsatzes seien

erfiillt. Es sei 8>0, 0<8<B. Dann ist
r 1
Py (2)= .Q(x?—l—m) .

Die ganze Schwierigkeit liegt im Beweis der Bebauptung 1. Dem
Beweis dieser Behauptung schicke ich zwei Hilfssitze voraus, von
welchen der erste in einer etwas anderen (und sogar etwas schirferen)
Form bereits vom Herrn H. Behnke (?) bewiesen worden ist.

2. Hilfssitze.

Im Folgenden machen wir von der Bezeichnung Gebrauch: wenn
a reell, so sei R(a) durch die Beziechungen

(1) L. c. (2), S. 355 erste Abhandlung, Satz 5 und der Hauptsatz der zweiten
Abhandlung.

(2) H. Behnke, Zur Theorie der diophantischen Approximationen, Abhand-
lungen a. d. math. Seminar i. Hamburg 3 (1924), S. 261-318, Satz 5.
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a=a'+R(a), ¢’ ganz, 0=R (¢)<1
erklirt. Offenbar ist R (a+b)=R (a)+R (b), wenn R (a)+R (3)<1;
sonst R@+D)=R(a)+ R (b)—1.
Endlich ist R(—a)=1—R (a), wenn & nicht ganz ist.

Hilfssatz 1. Es sei >0, 0.>0; 8=8 (-—:—:3-)<oo (also % irra-
1 =1
tional), L>0, M>0; essei noch 8<y<oo. Dann ist die Anzahlvy

der ganzen Zahlen z, fiir welche

@) 0<z=M, R(z J"—*)<L
. o
gilt, hochstens gleich
1 1+Y

LM 4L M™ (V).

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei L<%, v>0.
Wir setzen noch ~Z%:oc. Es selen 2:<2<2z<....<2, diejenigen

ganzen Zahlen, fﬁrlwelche (3) gilt. Es sind folgnlec zwei Fille
moglich: ,

Z. Fall. Esist R (z1e)<RB(zze)<....<R (2 o) (der Fall v=1
werde auch zu diesem Fall gezdhlt). Dann behaupte ich: alle Zahlen
2 (p=1,2,....,v) sind ganzzahlige Vielfache von 2;. Denn es sei
schon bewiesen, dass zp=wpz1 (wp ganz) fir p=1,2, ....,0c (1=c<v;
fiir v=1 ist nichts zu beweisen). Dann ist

B ((2os1—20) ) < R (2o ) < Ly 0< 2001 —2s<2as1,
also Zgs1—2s=2,, WO 1=7=0; daher z,.,=(wo+w,) 2, wie behauptet.
Weiter behaupte ich: R (z,0)=-2> R (2, &); denn sonst gibe es
2

1
unter den Zahlen

Rew), 2R(ne), 3R(z1¢0),...., >R a)

2
eine, R (2, &), fiir welche zuerst 7R (z; ¢)>1. Dann wiire also 9>1,
nB(z)<1+R(z1 &), also B9z ) <R (21 ), was wegen 0<nz:52,
=M der Voraussetzung widerspricht.

Wegen v>8 ist R (z oa)>lc—+y; weiter ist offenbar 2~=p und 2z,
z
=M. Also

1 21

(1) Mit ¢ bezeichnen wir untdrschiedslos positive Zahlen, die nur von &, o2,
1, 72, v abhiingen; mit ¢ (¢) positive Zahlen, die nur von o, o, 1y, 12, %, € abhiingen.
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L>R(z )= R (no)=- 220 V' .
T T AT gy

1 a4y
woraus v=cL*" M*", wie behauptet.

2. Fall. Der 1. Fall liegt nicht vor; es gibt also unter den
Zahlen 2,2, .. .., 2, zwei Zahlen f, g so, dass 0<f<g=M, R (go)<
R (fa)<L. Dann ist 0<g—f<M, 1-L<1—R(fe)<R ((9—f) o).
Wir wihlen nun eine Folge v, v3, v3, . -- von ganzen positiven Zahlen
so, dass:

1) 0<vpm—v.<M,

2) fir jedes n ist mindestens eine von den beiden Zahlen R(vat),
1—R (vs ) kleiner als L.

Das geschieht auf folgende Weise: wir setzen v,=g—f; wenn v,
bereits definiert ist, definieren wir v,..1 folgendermassen: wenn R (vne)
<L, 80 sei vps1=va+g—f; wenn aber B (vao)>1—L, 80 sei vpu=
v.+f. Aus der Folge v, v, .. .. greifen wir nun eine Teilfolge v/, v,/,

. heraus, so dass 2nM<v,/=(2n+1) M und endlich bilden wir
die Folge

G A I L A o A

v'42z, vtz ..., v, .
(alSO Vmpsr=Vms1+2, Wenn in, k ganz, 1=k=v). Dies ist eine wach-
sende Folge von ganzen Zahlen, und fiir jedes n ist entweder R (v,/'e)
>1—L oder R (v./’o)<2L.

Es sei (fir N>0) S (N) die Anzahl derjenigen Glieder der Folge
(4), die kleiner als N sind. Nach einem bekannten Satz des Herrn
H. Weyl (') tiber die Gleichverteilung der Folge 1+, 2+¢, 3+ ¢, -- - .,
neet, .... ist

S(N)=3LN+o(N);

andererseits ist aber offenber

(N)=—2_N N);
S{N) i +o0 (N)

also ist y=6ML, wie behauptet.

Bemerkung. Der Hilfssatz 1. bleibt offenbar richtig, wenn in
ihm die Bedingung R (zot) <L durch R (zat) >1— L ersetzt wird; denn
es sei G ganz, G>a; dann ist B8(G—o)=8 («) und bei ganzem z>0
ist R (z0)=1—R (2(G@—a)). Die Anwendung des Hilfssatzes 1 auf die

(1) H. Weyl, Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins, Math. Annalen
77 (1916), 8. 318-352.
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Zahl Q—o statt o ergibt also die Behauptung.

Hilfssatz 2. Es sei o0,>0, 2>0; 8= ﬁ( )<oo es sei B<y
o

<oo. Weiter sei D>0, 2>1; I, mi, ms, n2 seien ganze nichtnegative
Zahlen, t™m=Yz, 2”=Vz. Endlich sei £>0. Dann ist die Anzahl
der Systeme A, ki, hs, k2 von ganzen Zahlen, welche den Ungleichungen

_D
kv on ka2 o 2"y x

M=fy <Mt oMk, Ot
geniigen, hochstens gleich ()

, 2'=h<2,

&)

1
d (8) 2(L+mg) c(2l+mz+m1-ng x-l?+2( +m2) .Hml n2) 1‘1 z 2—(7:-; .
Beweis. Aus den Ungleichunoren 5) folgt
(6) nk <d
142 . 2”2V

es ist also entweder R (h1 z—) <d m__ oder R (hch —-) >1-—

m (221 2"y ¢
d 2"2’ Vl_. Nach dem Hilfssatz 1 und der dabei gemachten Bemerkung
z

kommen also—wegen hk;<4+2"*™—fiir das Produkt hik: hochstens

(l+m=)-ﬂ+ 1 -"g !

1
d 2l+mz+m1-n,x 2 +d 2 Y+2 Y42 2 T2(y+3)

Werte in Betracht. Wegen (6) und wegen d

Y <d (denn 2™

=Yz) entsprechen jedem Wert von hik. hochstens d Werte von hakr,
und es ist auch Ak, <d2*™. Wenn endlich Ak; und Ak, gegeben
sind, so bestehen héchstens d (g) 2¢+m» ¢ Maoglichkeiten fir die Wahl
von hl, ha, k1, ks, da die Anzahl der Teiler einer ganzen Zahl X gleich

o (X ’) ist. Damit ist aber der Hilfssatz bewiesen.

3. Beweis der Behaugptung 1.

1y T2, T, Oy Oz, B, Q (u), Ag(2z) mdgen die im Hauptsatz erklirte
Bedeutung haben. Es sei 8<oo, 8<y<oo. Wir setzen

0(s)=Zc'"‘" fir R (s)>0;

Mo =00

die Dirichletsche Reihe

(1) Mit d bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen, die nur von o, oz, 11,
7,279, D abhiingen; mit d (¢) positive Zahlen, die nur von oy, oz, 74, 73, 9, D, € abhiingen.

175




Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden

UBER GITTERPUNKTE IN MEHRDIMENSIONALEN ELLIPSOIDEN, 361

0"t (cu8) 07" (cs) = D ane M (0=M< < - ..)

n=1

ist fir N (s)>0 absolut konvergent und fir z>0 ist Z an=Ae(x);
Xn§x

daraus folgt
f Ao (y) dy= Z (—2An) @n.
0

Xn§x
Nach der bekannten Formel

1 a+ioo e’l‘:
[T L ds=Max (0, T) (>0, T reell)

2w —{oo 8
ist also fiur z>0
a+ioe
f Ao () dy——~ f A e"—f;s- (a>0),
a—{oo m=l

da der Integrand offenbar gliedweise integriert werden darf. Fir
z>1 ist also

f Aq(y)d?/—-——j . 9"(0619)6’”(0525) c“(e = 1)_‘j_f_

Wir werden beweisen: fur ]edes >0 ist

Lt
(M) -2177, T 0 (ous) 077 (ots) €™ (e —1) ds
~{oo
o
=y T2’ +0(z “’7.5").

Vocl'a”P( )

Damit wird die Behauptung 1. bewiesen sein; denn—da Aq (z)
eine nicht abnehmende Funktion von 2z ist—wird daraus folgen

S % ?z; LI I
8) Aq(x)éxf Aoly) dy=—T2" colgia).
Yoi! zP(§+1)
. T LN,
©) Aq (z)=2 IAQ(?/) dy: Tz +O(z’ -3 );
ey Vui'ai’l’(~;—+1)

(8) und (9) geben aber genau die Behauptung 1.
Beweis von (7). Wir setzen nun dauernd 4=Max (2—'"', 2m
[27% Oz
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-

und berechnen zun:ichst

1 1’2 zs d
Jl(a,)——-—f et Vo (o) 6 (o) = (5= 1)-8—21.

Nach einer bek«mnteu Transformationsforimel ist (1)
2

0 ey =)/ (149, 0, wo ¥y =2 3¢ ™ w5 (j=1,2

"e—-1

. 1 . .
wir setzen s=-—+41#1; dann ist
>

91(—1—>— ”>c fir x>c, |t|S~——. Also
3 1+4+2% Yz

el L cx
|v\l’! (S)I _5_26_ o ‘1"'“32‘2)26_ ocf (m?-1) < - L+adtz
Mm=1
Demnach ist (?) fir z2>¢

- A z(—l—-l-u)

r? i ¢ * +1 ”—-+tﬂ __
Ji(z = A — 142212

(@)= 2 2o Yoito? . (C 1) (1+pce )dt.

ES

L (l + ’it)
Yo 2

Es ist fiir x>¢ erstens

I:t——-—+u ( st:t t) 1
cos — — )=
(10) " zsm?L l
oot ot
zweitens
1
(11) lei{"’ “)—1|=#c.
Nun ist

Al s i)

Vi|le ® 'e—l'i-z?tﬂ(uc |t|)
e e (e L 1t g
> = I x

+2

Kl
(G+i)
z |

. AVi er r Avg _ o
—-1 e T 142 e 1+12
=0z* St 0z* _—_sz.
o (1+)* o 1+

(1) Alle Quadratwurzeln sind mit positivem Realteil zu nehmen.
(2) Mit p bezeichnen wir unterschiedslos Funktionen von irgendwelchen Ver-
énderlichen, fiir welche | p|=<1.
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Das Maximum des Integranden im ersten Integral rechts fir
®® _ und ist gleich O } ; daher
r — 1

— 31 4

e &

t>0 liegt fiir 2>¢ bei ’+1=

3

ist das erste Glied rechts O(x_‘_-’); ebenso findet man, dass das

zweite Glied rechts gleich O(xT—l) ist.
Weiter ist
A z(—l—q-u)
Yz e % 11
e (eix (- +1c)_1) dtl =

T2
o (L)
x

=O .l.fm drt :O(x%—l),
TJ A —al
vz t?

\ L)

Endlich ist

ﬂ:(%-{-it) 1

f T ()

T
_ (—1-+u)
Zz

1
%"Hw ( zi;) * 1 %+iw 28
1 € e d
=71 LAY ds — 7 1 T4z s
? ’;—icc s 2 :_{‘,‘, s 2

z I
=P(er+2)((x:t—1x—) —z* 1)::1:11(’27;:-1)3:’ 1+0($2 )
Also ist
Ji (@)= = miat + O(x%—s)-

Vefair (£+1)
Um (7) zu beweisen, geniigt es also—da der Integrand fiir kon-

jugiert komplexe Werte von s konjugiert komplexe Werte annimmt
—zu zeigen: fir jedes £>0 ist

(12) f_: |67 (cus) 677 (crss) | Min (1, i—)—‘f}-

S0 (=L ha)
z
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RU
(man beachte, dass nach (10), (11) gilt \ei’ —1| <¢ Min (1, —t—>
z
fir unsere ¢).
Beweis von (12). Wir legen nun, bei gegebenem z>1, auf das

Intervall —co<t<oo alle Fareybriiche —};c— mit h—E—O, 0<k=Y 2z, (h,%

h+h
=1 und konstruieren noch ihre Medianten, d. h. alle Zahlen lc-:-k ,

“o% _]Z:— zwei beuachbarte von unseren Fareybriichen sind.

Es sei B, das linksseitig abgeschlossene, rechtsseilig offene
Intervall, dessen Endpunkte zwei benachbarte Medianten sind und

welches den Punkt % enthilt. Bekanntlich ist

13 =( £ Lt
(13) Ia Wz & lcY:c)

Es gilt nun bekanntlich folgendes('): wenn (}%) eine Modulsub-

stitution ist mit n>0, L =2% I:l (also n=Fk oder n=- ;c), so ist
n

14 6 (as)= g (=i Lea=mm) (1, 9),
‘/k (a18—27ri T) o8 —pme

wo entweder 4 (s)= Z e~™" oder g (s)= Z (—1)™e~™* oder

M= —00 M= =00
i'n—‘l 2
0 (&)= Z e '. Wenn nun s= —i— +¢7 und wenn ¢ im Intervall (?)
2 B,, . liegt, so ist
(=7} .
R (__ . loys— 'mm,) 7ol >c;
noys— pmri

of o5 ( _2'rrh)2
xn(x, +{ oyt P )

—, n=k. Daher ist fiir s:i+ti, t in
z z

denn es ist|ot — 27 % <

2m B, nach (14)

oy

|8 (e8)| < -,
’ VEY L+ (*—i—",’%)

(1) A. Krazer, Lehrbuch der Thet:funktionen, B. G. Teubner, Leipzig 1903;
8. 183-185.

(2) Wenn I=<a,, a;) ein Intervall ist und a,>0, so bedeute a,I das Intervall
<a, ag, @2 Gg].
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also
(15)  16(es)| <7 Min (v?, ‘-/17_12T—£> (Min(a, %):a).

Zu jedem ¢ unseres Integrationsintervalls <}7‘i, oo) gibt esnun
z

eindeutig vier ganze Zablen hi, ki, hs, k2, so dass ¢ im Durchschnitt
der beiden Intervalle 2%B,, 1, 2% By, 1, liegt. Weil By, ; im Intervall

oG Oz

<———,1_-, -1;) liegt und A=Max (&r-, E) ist, so ist notwendig
Yz V= o o

>0, h:>0. Wenn nun { im Durchschnitt der beiden Intervalle

~2£>B,L,, kl,EEBh,, x liegt, so gibt es wegen (13) genau ein Paar von

(7] (7]

ganzen nichtnegativen Zahlen ni, n;, so dass

1 ey 1
e Yo |2 Bl 2"kYz’
(16) 1 ™ 1 1
____._1_‘__ Ce __h.’; s;__
2 kYo |20 ks| 2%kaVz
ausser wenn t=—2—75—7-“— oder t—_-—gz—hi.
(24} kl Olg ]Gz

Wir definieren nun abzihlbar viele Punktmengen M (1, hz; ki,
Fz; ma, n2)==WM (h; k; n) folgendermassen: wenn u, ha, ki, kz, m1, n2 ganze
Zahlen sind mit k>0, 0<ky=Yz, (b, ky)=1, n;=0(j=1, 2), so sei
MM (h; k; n) die Menge derjenigen ¢, die im Durchschnitt der Inter-
valle —“')E’th -~ ;"—EEB,,,, X2 <ﬁ’ oo) liegen und die Ungleichungen
(16) erfiillen. DiezPunktmengen M (h; k; n) sind paarweise punkt-
fremd und tberdecken das ganze Intervall <i/—A=, oo) mit Ausnahme

z
2
von abziihlbar vielen Punkten =27 unq ¢=27 ho
. . ok oy ks
Um die Gleichung (12) zu beweisen, gentiigt es also zu zeigen:

fiir jedes >0 ist
an > f |67 ene) € (o) | Min (1, L) 8

Iy, Ky, 7y, t

g\ kzyng D (h; k;n)
S S
—o(z= ) <s=—1—+ti).
x

Aus Symmetriegriinden dirfen und wollen wir uns dabei auf die
M (1; k; n) mit 2%, =2 [, beschriinken. Wir fithren nun eine Klass-
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eneinteilung von diesen Mengen M (% ; k; n) ein. Es seien I, mi, ma,
n1, ne ganze nichtnegative Zahlen. Wir wollen sagen, dass die Menge
M (h, ha; ki, kz; na, ) =W (h; k; n) zur Klasse [I; my, ma; na, nel=
[I; m; n] gehort, wenn 2'=h; <2, 2M =k, <2™*, M=, <2™),

Jede Menge M (h; k; n) gehort genau einer Klasse [I; m; »] an.
Dabei diirfen wir uns noch auf die [[; m; n] mit 2™=YVz, 2™=Vz
beschrinken. Wenn eine Menge M (h; k; n) der Klasse [I; m; n]
nicht leer sein soll, muss nach (16) (wegen 2™k, =2"k,) sein

(18) ¢

kY
Nach dem Hilfssatz 2 ist also die Anzahl der nicht leeren Mengen
M (h; k; n) der Klasse [I; m; n] fur jedes £>0 hochstens gleich

kl (25} ]Cz [22]

! Y41 my—my 1
(19) ¢ (e) 20+m e (2Z+m2+m""2 z 4 QMM e Tyar e )
Weiter folgt aus (18)
oy —&‘< k< A——
hlkz [ 2112[02]“ Yz Qmz+mz-+l—my v z

Nach der Definition von B ist wegen y>g8

gnz+me+l-m v‘x‘“<c (hlkz)zﬂ < Q! @M gm (2+7)’
oder
mp—my 1
2 >2 M2 1Y LM,
wenn diese Ungleichung nicht erfillt ist, enthilt also die Klasse
[1; m; »] keine nichtleere Punktmenge M (.; k; n).

Wir vereinigen noch die Klassen [I; m; »] in drei Oberklassen
{0}, {1}, {2} folgendermassen: wenn 2***™ <y z, so gehore die Klasse
[l; m; »] zur Oberklasse {0}; wenn omtm =1 >9mn oo gehire
die Klasse [I; m; n] zur Oberklasse {1} ; wenn 2m*" =Yz, so gehore
die Klasse [I; m; n] zur Oberklasse {2}. Um (17) zu beweisen, geniigt
es also, zu zeigen: far 7=0,1,2 und fir jedes £¢>0 ist

) > f |6 (ous) 67 (o5) | Min (l l)itt—

o Y M (ks ks m) t oz
T a1
=O(:r.’ ”"+e) (s=l+ti);
X

dabei soll die Summation iiber alle nichtleeren M (h; k; n) mit 2™k
=2"}:;, der Oberklasse {7} erstreckt werden.
Wir bemerken noch: Es sei M (; k; n) eine nichtleere Punkt-
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menge der Klasse [l; m; n]. Dann ist erstens ihr Mass nach (16)
kleiner als —% . Zweitens ist, wenn t in M (h; k; n) liegt, nach (15)

zml-i-: 1 v

le(ajs)l<i—§c_fMin(V?, V‘z'"l*"l—f/_:c_) (j=1,2);

= v_. also
hyz
2 "M < e2"™ fir z>¢. Die Anzahl der nichtleeren M (h; k;n)

der Klasse [I; m; n] haben wir endlich durch (19) nach oben abge-
schitzt. Diese vier Ergebnisse werden wir bei der Abschitzung der
linken Seite in (20) reichlich benutzen.

Es sei nun ein ¢>0 gegeben; obne Beschrinkung der Allgemein-

heit sei e<Min (—L_, —”_). Wir botrachten den Ausdruck in
v+2 v+1
(20) fir jede der drei Oberklassen gesondert.

1. Die Oberklasse {0}. Der Ausdruck links in (20) ist hochstens
gleich (fir z>c¢)

¢ (8) Z "‘“‘}——— ¢ 2 ~_Min (2—1- %) . 2"1 ?‘H" 1 2 Y . Q@ima) &

drittens ist, wenn ¢ in M (h; k; n) liegt,

b
e ey g N
ny, 12
1 my—ng 1
—-— 1 = -
% (2l+m2+m1-mx 2 +2<"'m’) v+z+ T, :(v+2))_
Dabei ist iiber die nichtnegativen ganzen 1Zahlen 1, mu, msz, m1, nz mit
ng—my
p— pR— —-ma+ T . .
omim gy g omrmc Yy, 20>c2 ¥+ 22D 7 summieren.  Wir

behandeln die beiden Summanden in der Klammer gesondert.
Es ist erstens

r 73 T2
I termyiny (ho1)amg qaeyeng (B2-1) . fom g
¢ 2 * * 7 Min =

z

1 ? .
t, my, ma, 2 z
n, n2
. [8a) r2
? my (1+8)+n —~—x)+ma (1+€)+ng (~—1)
—_—2 1 1\ 2
scl(e)ae ¢ Z 2 z
my, M2,
n, n2
r ~—-—l - —-1
~—— =248 v 2 1 v x
=ec (8) z 4 2' 2m, (1+¢)( m1> 2ma ( +e)( 2m’
my, m2 2

r__z_ 1 e

Togeze - +
=cle)z?® =c(e)z® ™

Zweitens ist (ich schreibe einfach 1 statt Min (—22—‘-‘, l))
z z
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r_8__1 1
rt ? 2D 2K(¢ ‘—”,\)-P 3+3 Lom (2 -1,+m(z+ )* ,( ’”
l, ny, mg
wy, n2
SN S R S (U
Sc(e)zp * 2 D3040 y42
n Y+1 1
x Z' 2 .,.,,, 741 ( 7z —2))am ( " ~1)+mg (24 vaa” vid —e)
mi, (r2 1 1
R MR ra ey v+z))
r_ 3__ 1 e 1-g , — T1_ r2_1-¢
sc(e)z* RN R Y Z‘ o™ YT (y 2 ) 2 (y x ) 3 Y1
my, wmg 2m AR

»
+8

1

=c (e) x—z--z-.;:{ .

2. Die Oberklasse {1;. Der Ausdruck links in (20) ist héchstens
gleich (fir z>¢)

n

1 om_ gm 1 22 L .
¢ (e ——————'——Mln( _), _xtQ %, gUimpe
) > ; z

Ty + R ] l !
1, my, mg 2 1 lv z 2 2 my 1'21
Ny, ng

_’l_ Atmg) Y+l m,—ng 1
X (2£+m+m—nex 2 +2 yez v+2 x 2(1+2)).

Dabei ist iiber die ganzen nichtnegativen Zahlen 1, ml, Mz, M1, Nz Mit

N2—-hy

ma+
gmimz=y gy omsyy, Mtmgy gy 90>e2 0 1 a,’”*”zu summieren.
Wir behandeln die beiden Summanden in der Klammer gesondert.
Es ist erstens

+ 22 te—my (1)-mamgareyeng (72o1) om
z? 4 Min ( 1)
I, my, ma,
ny, ng
—.|.~— -2+8 —m;( 2 1 z) -ny+my (l+£>+"2* -1)
=c(e)z? E 2
my, my,
ny, n2
72 24e —my {1 z) 9m T 1";—1
sc(e)z* * Z g 2 2 onzase W___“’)
vy, 2 Yz 2™
r r 1
=342 i et 3 4
=c(e)z? sc(e)ax® M
. . 1 ‘)7'!1 1
Zweitens ist (ich schreibe einfach — statt Min
x
T2 8 __ 1 - {rn__1 3 2 1
z? T PR T (e ) "1 T )‘”‘“"’("’ y+2 "”"("z 1+z
1, my, m2,
m, ng
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"1_,_ .’i___._!._,,__l_( gmt)
=c(e)z? ¢ * 1o Taw y+2
. 1
y Z 2—m, (.’;-—ﬁz—-r—y—l_‘_—l—( e-ﬁ))—nﬁmg( t+~:—:~}2—+ L Yeng (jzg_ﬁ
1 1
- (o)
rg 1-g
'rl T2 3 1 [ _ K _, e
=c (e)z TP T T rgen i e Z‘ 9 m (% 2 7+1 (V ::2> z vl
my, Mg V x 2
r 1
2———1-+8
sc@)z*

3. Die Oberklasse 21. Der Ausdruck links in (20) ist hochstens
gleich (fir z>¢)

L 2™ s <2"" 1 > et Lema)
c & “_ _Minl(2—, =) —% . oUme
( ) Z 2m1+n;}/ Zl 21 ’ g T.zl +mg ‘72'2

1, my, ma, X
ny, "2 )4
1 y+1 my—rg 1
iy Qemg) o+ 5 =
l+m - 2 +2 2. P
% (2 2+mMy =12 g + 2 Y LAY 2 (Y+2)

Dabei ist tiber die ganzen nichtnegativen Zahlen [, mi, mz, 1, 2 mit
ng=my
mpa 2L
gmEmzy T oM<y g, gmmr=y gy oMY 2>e2 0 YD gy
summieren. Wir behandeln die beiden Summanden in der Klammer
gesondert.
Es ist erstens

r ; 1 re ..
=1 le-my (' ——1)-n1-1n2(7- —!-e)—m . 2"”1
z? E 2 2 z Min (—L , —14)
2 x

I, my, m 2,
ny, N2
r " \ 2]
_— —my (2 1og)mny-mg (R -1-2)=ns
=c(e) z? Z 2 z 3
my, ma,
ny, N2
o rg
——2+g —my (—-——1-8) 2"’1 —-mg (———-l-z) 2"12
=c(e) 2? 2 2 29 z =
my, me Vx Vo
r r 1
L _seze Lego——ne
=c(e) z* Sc(s)w‘ LAL
. . 2m 1
Zweitens ist (1ch schreibe elnchh — statt Mm( =) —))
z 2 T
r_o3 1 - o R T2 'y+1__m
2 T T2 (v 21(3— y+2)"""(z y+z) ™ m"’(z v+2 ) v+
P
i, my, my,
ny, ng
1 : P) 11-4)*1_'17(8— 11+z)
=c(e)a? R (¥+1
" 1 1 re  Y+1 _ 1
X o <7'"ﬁz’*7§( 'y+2))' m-ma (5 2 " yez FE 1+2)
1 1
4 -m(gr ()
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roA__1 . e g (T 2 o () =t
=c (8) x’ 2 2(v+L 2<1+1) Z 9 2 7+1 ( )
my, mg

4 1
——te——4e
=c (8) 2?2 Y+1

Damit ist aber fir alle drei Oberklassen die Gleichung (20)—
also auch die Behauptung 1.—bewiesen.

4. Beweis der Behauptung 2.

T1y Ta, 7T, O, 02, B, Q (), Ao (), Po(z) mogen die im Hauptsatz
erklirte Bedeutung haben. Es sei 8>0,0<8<B. Wir wihlen eine
Zahl &' mit 8<¥'<B. Es gibt also eine Folge von Paaren ganzer
positiver Zahlen pi ¢1; P2, g2; -« - - ; Pny @ - - - - Mt
DPn __.2‘!_'< 1

o

248"

qn

Pr>+00, gu—>+400,

gn
‘Wir setzen

Qn (W=o0n Ui+ui+ .. .. +ud)+on L2 (Ut ubaat .. .. +0d).

Fir jedes ganzzahlige System von wi,us, ....,ur d.h. in jedem
Gitterpunkt nimmt diese Form einen Wert o; — an, wo m ganz ist.
Weiter ist (') "

1@ ()~ Q) | =3 @t - +u¥,)§3§ W

248’
"

Wir definieren nun zu jedem n=1,2,....eine ganze Zahl M,
durch die Ungleichungen M, sq’*"<M,.+1; wenn

.ﬂf[n + —3‘ .Mn + 'g‘

(251 = Q (u') -S—O('l ’
gn gn
so ist
M,.+% Mn+% _
o (1— 3 SQ,;('U,)<OC; (1+ c+ :)3
gn ga® » g
also

o Mn<Qn(u)<d|Mﬂ+1
gn qn

(1) Mit © bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen, die nur von o, &z, 1,
r1,8,8" und von der Folge p,, ¢:; P, ¢1;. . . .abhiingen.
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g
§c(s)x’ ey

(22

(e L
Y42 oyl YT vz

3 1 e

”
e
4 4 2 2 1) 2 19

éc (8) x (Y+1) 2(Y+

my, mg

1
—2e—— g
=c (:c) A

3. Die Oberklasse {2},
gleich (fir z>¢)

1 2m| 27711
¢ (8) Z OMmy+nyy . zl n 2L ’
1, my, mz, 2 V
ny, ng
——L (T+myg) Y+l
% (2l+m2+m1—nzx 2 _|_2 2 Y+2

))-—n;-ﬁ-mz( e+

m (-

Y+1 1 ) (I'i 1
yrz ez B TG
1 1
e (e- v+3 )
1 T2 _ l—c
v+17 4 (V X ) EETE
Vo 2me

Der Ausdrack links in (20) ist héchstens

1

2
. z (l+ma) &
>/;<> m. "rl '7.2 2
o ‘) 1 2 +me 2

2
m=-nz 1
2,2 (Y+2
YHZ g 2(YH ))

Dabei ist tiber die ganzen nichtnegativen Zahlen [, mi, ms, n, N2 mit
ma+
2(‘y+1) zu

ng—my
gy om=Ygy, =Yg, 2m=Va, 2>2 . &
summieren. Wir behandeln die beiden Summanden in der Klammer
gesondert.
Es ist erstens

1y gl o1y

X
1, my, M2,
ny, ﬂz
- —2+e —ml(— -1- a\-—m-mz(—-l a)-ng
=c(e) z? Z 2 z
my, ma,
7, N2
” 71 re
=c (8) x_—2—2+e -y (7-1—4)2‘::1 —-m2 ( 2 -l—e) 212
i Yz Yz
r r
— —3+2¢ — =2—T——+8
=c () 2* =c(e)z? " .
. . 1 2m 1
Zweitens ist (1ch schreibe einfach — statt Min T
x x
” 3 ] 1 _ e ¥+1 e ) ng
x~2——7_2(y+2) 21( - 1+2)—ml (7_ Y+2 )-"1 mz(l y+2 > Y+
t, my, me,
m, n2
S S N S
¢ (8) p? 2 2D IOeD Y42
o1 1 g Y+l
% Z 2-—1)11 (’?—W+?:l‘( _y+2))—n1 mz( 2 7+2—8+E— —y+2)
e -m(y 7+2 'y+1 (e- v+2 =)
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r 8 1 [ ry l-g
———— e —— -my (-—«- ) om -m, ———1 g 1+1
=c (8) P 2 2 2(Y+1) 2(Y+1) Z 2 2 7+l )( 2 )

my, mg
”

1
e
=c (8)2:2 Y+1

Damit ist aber fir alle drei Oberklassen die Gleichung (20)—
also auch die Behauptung 1 —bewiesen.

+e

4. Beweis der Behauptung 2.

71y T2, 7y O, 02, B, Q (w), Ao (2), Po(z) mogen die im Hauptsatz
erklirte Bedeutung haben. Es sei 8>0,0<8<B. Wir wihlen eine
Zahl &' mit 83<8'<B. Es gibt also eine Folge von Paaren ganzer
positiver Zahlen py ¢1; P2, g2; -+ - - ; Pny @n; - - - Mt

1
> +00, qurtoo, | Pr_ %
P Bt gn o l gt

Wir setzen
Qn (W)=0y Wi+ud+ .. .. +ud)+on L2 (Ut ubeat .. .. +ud).

Fiar jedes ganzzahlige System von wi, s, -...,ur, d.h. in jedem
Gitterpunkt nimmt diese Form einen Wert oy — an, wo m ganz ist.
Weiter ist (')

| Qs w)—Q ()| = a...a' (Uhart -« .. Fu)= cQzE:l:) .

"

‘Wir definieren nun zu Jedem n=1,2,....eine ganze Zahl M,
durch die Ungleichungen M,=q¢%*<M,+1; wenn

M,.+—é— Mn+—§-
o =Q W= —,
qn qn
so ist ’
M,.+-;; . M..+% _
Oa (1_ »Y Qﬂ ('lb)<05| (1+ c+ a):
n ga*? qn gu*?
also
qn qn

(1) Mit © bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen, die nur von e, o, 71,
73, 8,8" und von der Folge p,, ¢:; P2, ;. . . .abhiingen.
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fiir n>¢. Daher liegen fiir n>% im Gebiet

M,+L M.+2

_S_Q (u).—s—ul

n an

keine Gitterpunkte; also ist

M.+ % M.+ —§~
Ao\ o =Ao\ .
qn dn

Andererseits ist aber

51

r r

z z
2 < M,.+-§—> ( M,.+§>
™
o —\a
Vaior T (£+1) g gn

2

daher ist mindestens eine der beiden Zahlen

Mn _;‘ Mn + E’
Po\ oy Po\ oy 8
q” qdn

fy i
) y Womit wegen =" —+o00 die Behauptung
qn

)

grosser al E(M"
dn

2 bewiesen ist.
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