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Kapitola 1

PREHLED NEKTERYCH VET Z ,,DIFERENCIALNIHO POCTU I«
A DOPLNKY K NIM

Studium této knihy pfedpoklada znalost latky obsaZené v mé knize Diferenciélnf
pocet I (1946, 4. vyd. 1955, 5. vyd. 1963).!)

Tuto knihu budu citovat znakem DI, napf. ,,DI, v&ta 112* nebo ,,cvifeni 5
z kap. II, § 3 v DI* apod. Rozdily mezi jednotlivymi vydanimi jsou celkem malé,
takZe nevadi, jestliZe &tenaf této knihy studoval Diferencidlni poget I z n&kterého
star§iho vydani. Av3ak ve formétu je rozdil: prvni &tyfi vydani knihy DI vysla
v mensim formatu neZ paté vydani. Proto tam, kde cituji strénky z DI, uvadim je
napfed podle patého a potom podle &tvrtého vydani. Napf.: ,,Viz DI, posledni odst.
na str. 173, v 4. vyd. druhy odst. na str. 215*. Prvni Gdaj se tedy tyka 5. vydani.
V prvnim aZ tfetim vydani DI se tyto stridnkové tidaje neli¥i mnoho od 4. vydani.
Pro snazsi orientaci &tenéfe je v této knize i v 4. a 5. vydan{ knihy DI pfipojen vzadu
soupis &islovanych vét a definic s uddnim strinek.

V této kapitole uvadim n&které véty z DI a pfipojuji k nim n&které dopliiky,
které pro latku probiranou v DI nemély vyznamu, které viak nyni budeme potfebo-
vat. Koho by tato uvodni kapitola nudila, miZe ji prozatim pfesko&it a miiZe se
k ni vratit teprve tehdy, aZ bude n&ktery jeji vysledek potfebovat. NeZ viak za&nete
&ist, pfetéte si pfedmluvu; najdete tam névod ke studiu této knihy.

§ 1. Vita o supremu a infimu (DI, véta 39 a 40). Zopakujme, popf. zavedme n&které
pojmy a n&kterd oznalenf tykajici se mnoZin (viz té% DI, kap. I, str. 20—22, v 4. vyd.
str. 8—10). Znak x € M znali, ¥e x je prvkem mnoZiny M;?) napf. je %e ,2),
ale neni 3 € (1, 2).%) Jestlie kaZdy prvek mno¥iny M, je prvkem mnoZiny M,,
fikdme, Ze mnoZina M, je E4sti mnoZiny M,, a piSeme M, = M,. Nap¥. jest (0, 1) =
= 0,1, (1,3) = (-2,3), <1,2) = (0,3) (ale neni <0,1) = (0,1)). Jsou-li M,,
M,, ..., M, libovolné mnoZiny, znatime znakem M, U M, u ... U M, mnoZinu,
k nfZ patfi prav&€ ony prvky, jeZ patfi aspoi k jedné z mnoZin M,, M,, ..., M,.
MnoZin&€ M, U M, U ... U M, fikdme sjednoceni (nebo sou&et) mnoZin M,,

1) Tuto znalost jest oviem moZno ziskat i z jinych uebnic diferencidlniho po&tu.
2) Rikédme také, Ze x patt k M, nebo Ze x lei v M.

3) Intervaly <a, b, (a, b) atd. jsou dileZité specilni mnoZiny redlnych &isel; jejich definici .a
oznadeni viz v DI, str. 146— 147, v 4. vyd. str. 160—161.
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M,, ..., M, (nema oviem obecn& nic spoleiného se soudtem C¢&isel). Zfejm& toto
sjednoceni nezavisi na pofadi ,,s¢tancd*. Napf. €0, 1) U (1,2) = (0,2), (-1,2) v
U<l 4) =(-1,4), (2,5)U(3,4) =<2,5) (v prvnim pfikladé nemaji oba
,,sCitanci spoleénych prvki, v druhych dvou pripadech maji; ve tfetim pfikladé
je dokonce druhy sgitanec &asti prvniho).

Podotykdm: V této knize se budeme zabyvat hlavné realnymi Cisly; proto
slovo ,,¢islo* bude vidy znamenat realné Cislo, pokud nebude jinak poznamenano.
Slova ,,éiselnd mnoZina* budou znamenat mnoZinu realnych ¢&isel, tj. mnoZinu,
jejiz vSechny prvky jsou realna cisla.

BudiZ nyni N néjaka Ciselna mnoZina. Existuje-li Cislo K tak, Ze viechna ¢isla x
mnoZiny N splfiuji nerovnost x < K, nazyvame mnoZinu N shora omezenou.*)
Je-li N neprdzdnd shora omezend mnoZina, existuje podle véty 39 v DI (str. 56,
v 4. vyd. str. 53) jedno a jen jedno ¢&islo G majici tyto dvé vlastnosti:

I. Zddné ¢islo z N neni vétsi neZ G.
II. Je-li G’ libovolné cislo mensi nez G, existuje v N aspori jedno Cislo, jeZ je
vé1si neZ G'.

Toto Cislo G se nazyva supremum mnoZiny N a znalime je znakem sup N.
Véta pravé vyslovena (vytisténa kursivou, tj. leZatg) je tzv. véta o supremu. V DI
najdete jes§té jednu formulaci této véty. ,

Obdobné: Existuje-li ¢islo K tak, Ze viechna ¢&isla x € N spliiuji ncrovnost
x = K, fikame, Ze N je zdola omezena. (Také zde bychom misto x = K mohli
psat x > K, viz *).) Je-li N neprdzdnd a zdola omezend, existuje podle véty 40
v DI (str. 57, v 4. vyd. str. 54—55) jedno a jen jedno cislo g majici tyto dvé vlast-
nosti:

1. Zddné ¢islo z N neni mensi nez? g.
II. Je-li g’ libovolné éislo vétsi neZ g, existuje v N aspofi jedno Cislo, jeZ je
mens$i ne: g'.

Toto ¢islo g se nazyva infimum mnoziny N a zna¢ime je znakem inf N. Véta
pravé vyslovena (vytidt&na kursivou) je tzv. véta o infimu.

Je-li N shora i zdola omezena, fikame kratce, Ze N jest omezena. Je-li tedy N
neprazdna a omezena, existuji obé &isla sup N, inf N a zfejmé jest inf N < sup N.

Komu nejsou uvedené pojmy zcela béZné, nechf si pfecte v DI text od str. 54,
f. 11 zdola do str. 57, f. 7 zdola (v 4. vyd. od str. 51, f. 15 zdola do str. 55, t. 12

zdola) a dale snadny § 10 v kapitole I. Dopliime \ivahy onoho § 10 touto poznamkou:

4) Znameni = muZeme v této definici nahradit znamenim <, tj. mGzeme Fici: Mnozina N je
shora omezena tehdy a jen tehdy, existuje-li Cislo L tak, Ze pro vSechna &isla x mnoziny N je
x < L. Dukaz: Jestlize pro viechna x mnoziny N je x << L, je tim spiSe x = L, a lze vzit
K = L. Jestlize naopak pro vSechna x mnoziny N je x < K, stali polozit ticba L == K + 1,
naceZ pro viechna x € N ({ti: pro viechna x mnoziny N) je x < L. Tento pfechod od vztahu
= ke vztahu < (a naopak) je téméf samoziejmy, a budu ho v dalim Casto bez dalsi pfipo-
minky uZivat. (Obdobné pro = a >.)



§2 15

Pozniamka 1. Budte m, M dvé& neprazdné mnoZiny &iselné, nechf kaZdé &islo
mnoZiny m je nejvyse rovno kazdému &islu mnoZiny IM; tj. necht pro kazdé xem
a kazdé y € M plati nerovnost x < y. Potom je supm < inf M.

Duikaz. Zvolim-li néjaké ¢&islo y, € M, je x < yo pro viechna x e m, takZe
m je shora omezena; tedy existuje &islo s = sup m. Zvolim-li obdobn& né&jaké &islo
Xo€m, je ¥y = x, pro viechna y e M, takze M je zdola omezena, tak¥e existuje
dislo S = inf M. Mame ukazat, Ze s < S. Kdyby bylo s > S, existovalo by &islo ¢
tak, Ze S < t < s. Podle véty o infimu (vlastnost II) by tedy existovalo v ¢&islo y,
mensi neZ t, a podle v&ty o supremu (vlastnost II) by existovalo v m &islo x, v&tsi
nez t; tedy by bylo x, > y,, ale to neni mozné, jeZto x, e m, y, € M, a odtud podle
pfedpokladu plyne x, < y,. NemizZe tedy byt s > S, a tedy je s < S.

§ 2. Funkce omezené. Pfenesme nyni pojmy a véty, jeZ jsme pravé uvedli, na funkce.
Slovo ,,funkce* bude v této knize, pokud nebude jinak poznamenano, znamenat
funkci ve smyslu definice 14 z DI, str. 148, v 4. vyd. str. 162, tj. tak zvanou (koncé-
nou) realnou funkci jedné realné proménné.

BudiZ M né&jaka ciselna mnoZina a budiZ f funkce definovand v mnoZiné M
(nevadi, je-li funkce f definovana téz v nékterych bodech, jeZ neleZi v M). MnoZinu
viech €isel f(x) pro viechna x € M ozna&me na chvili znakem N;*) fikame (viz DI,
zacatek § 1 v kap. VII, str. 197, v 4. vyd. str. 222 a zacatek § 2 v kap. IX, str. 234,
v 4. vyd. str. 267—268), Ze funkce f zobrazuje mnoZinu M na mnoZinu N. Je-li
mnoZina N shora omezen4, tj. existuje-li &islo K tak, Ze¢ pro vSechna xeM je
f(x) £ K, fikame, Ze funkce f je shora omezena v M; je-li mnoZina N zdola omezen4,
tj. existuje-li &islo K tak, Ze pro viechna xe M je f(x) 2 K, fikame, Ze funkce f
je zdola omezena v M.®) Uvédomime-li si, jak jsme definovali mnoZinu N (je to
mnoZina viech hodnot f(x) pro viechna x € M) a uZijeme-li v&t o supremu a infimu
(viz § 1), vidime, Ze plati tyto véty:

Véta 1. Funkce f budiZ shora omezend v neprdzdné éiselné mnozZiné M. Potom
existuje jedno a jen jedno éislo G majici tyto dvé vlastnosti:

I. Pro viechna xe M je f(x) < G.

II. Je-li G’ libovolné ¢islo menst neZ G, existuje v mno%iné M aspori jedno
éislo x4 tak, Ze je f(xo) > G'.

Toto ¢islo G?) znadime znakem sup f(x) a Fikdme mu supremum funkce f

xeM
v mnofiné M.
5) Mnozina N je tedy definovéna takto: &islo y patfi k N tehdy a jen tehdy, jestliZe existuje &islo
x € M tak, Ze je f(x) = y.
%) Misto f(x) < K, f(x) = K bychom zde oviem mohli psit f(x) < K, f(x) > K, viz pozn. %).

7y Jeto ziejmé& supremum mnoZiny N.



Véta 2. Funkce f budi? zdola omezend v neprdzdné éiselné mno%iné M. Potom
existuje jedno a jen jedno Cislo g majici tyto dvé vlastnosti:

I. Pro viechna x e M jest f(x) = g.

II. Je-li g’ libovolné &islo vétsi ne¥ g, existuje aspori jedno éislo xo € M tak,
e je f(xo) < g’

Toto éislo g®) znacime znakem inf f(x) a Fikdime mu infimum funkce f v mno-

xeM
%iné M.
Je-li funkce f shora i zdola omezena v neprdzdné mnoZin& M, fikAme kratce,

Ze jest omezena v M. Potom je zfejmé& inf f(x) < sup f(x).
xeM xeM
Pfipojme nyni k vétam 1, 2 nékolik jednoduchych poznamek, jichZ budeme

v dal§im &asto uZivat. Nékteré z nich jsou velmi pfibuzné vétam z kap. 1, § 10 v DI.

Poznamka 1. JestliZe mezi hodnotami, kterych nabyva funkce f v mnoZiné M,
je jedna ze vSech nejvétsi, tj. existuje-li c e M takové, Ze pro vicchna xe M jest
f(x) £ f(¢)r-je f(c) = sup f(x).%) Nebot &islo f(c) ma tyto dvé vlastnosti z véty 1:

xeM

Predng je f(x) < f(c) pro kaZdé x € M. Za druhé: je-li G’ libovolné &islo mensi
neZ f(c), existuje &islo x, € M — napf. x, = ¢ — takové, Ze f(x,) > G'.
Podobné: Existuje-li d € M tak, Ze pro viechna x € M je f(x) = f(d) (tj. je-li
f(d) nejmensi ze viech hodnot, kterych funkce f nabyva v M), je f(d) = inf f(x).
xeM

Poznamka 2. Funkce f je omezena (to znadi, jak vime: shora i zdola omezen4)
v M tehdy a jen tehdy, existuje-li &slo K tak, %e pro viechna x € M je |f| (x)l < K.

Dukaz. 1. JestliZe pro viechna xe M je If(x)l S K, jest — K < f(x) S K,
a funkce f jest omezena v M.

2. JestliZe za druhé f jest omezena v M, existuji &isla L, L, tak_, Ze pro viechna
xeM je L, £ f(x) < L,. Polozime-li K = Max (L,, — L,), je L, = K, - L, S K,
L, 2 — K, a tedy pro viechna x € M jest — K < f(x) < K, tj. |f(x)| <Kk.

Také v této pozn. 2 bychom misto | f(x)| £ K mohli psat | f(x)| < K.

Pozniamka 3.1°) Necht pro viechna x € M (M neprizdna) je f(x) < K; potom
f je shora omezend v M a jest

sup f(x) < K.

xeM
Dikaz. f je zfejmé& shora omezena v M. PoloZme sup f(x) = G. Kdyby bylo
xeM
K < G, existovalo by podle véty 1 &islo x, € M tak, Ze f(x,) > K; ale to je ve sporu

s pfedpokladem, tedy neni K < G, tedy je G < K.

8) Jeto zfejmé& infimum mnoZiny N.

9) Takové &islo ¢ jist& existuje podle véty 128 v DI, str. 236, v 4. vyd. str. 269, jestlize mnoZina M
je uzavieny interval a jestlize nadto funkce f je spojitad v M.

lo) Tato velmi jednoduch4a pozndmka nidm bude velmi uZiteZna.
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Obdobné: Jestlize pro viechna x € M (M neprazdnd) je f(x) = K, je f zdola
omezena v M a jest ‘
inf f(x) = K .
xeM

Poznamka 4. Jestlize pro viechna x e M (M neprizdnd) je [ f(x)l <K, je
linf £(x)| < K, |supf(x)| < K.
xeM xeM

Dikaz. Pro viechna x e M jest — K < f(x) < K; podle poznamky 3 je tedy

—K Sinff(x) <supf(x) =K.
x<M xeM

PoznamkaS. Budiifomezené.v neprazdné mnoZiné M; budiZ ¢ + 0. PoloZme
G =sup f(x), g =inff(x), G, =supcf(x), g, =infcf(x)."")
xeM xeM xeM xeM

Potom plati: Je-li ¢ > 0, je G, = ¢G, g, = cg; je-lic <0, je G, = ¢g, g, = ¢G.

Dukaz. BudiZ pfedn& ¢ > 0. Pro kaZdé x e M je f(x) < G, tedy ¢ f(x) < ¢G,
takZe podle poznamky 3 je G, < cG. Pro kaZdé x e M je c f(x) < G,, tedy f(x) <
=< G, : ¢, tak¥e podle poznamky 3 je G < G,:¢c, G, = ¢G. Tedy je G, = ¢G.
Podobné pro g,.

Budi? za druhé ¢ < 0. Pro kaZdé x € M je f(x) = g, tedy (pamatujte stale, Ze
¢ < 0)cf(x) < cg, takZe podle poznimky 3 je G, < cg. ProkaZdé xe M je c f(x) <
< G,, tedy f(x) 2 G, : ¢, takZe podle poznimky 3 je g 2 G, : ¢, cg < G,. Tedy
je G, = cg. Podobné& pro g,.

Poznimka 6. BudiZ f omezend v M, budiZ M, neprdzdna &ast mnoZiny M.
Potom jest f omezend v M, a jest
(1) sup f(x) < sup f(x), inff(x) = inf f(x).
«M xeMy xeM

xeMy x

Dikaz. Polome G = sup f(x), g = inf f(x). Potom nerovnosti f(x) < G,
xeM xeM

f(x) 2 g plati pro kaZdé x e M a tedy specidin& pro kazdé x € M,. Podle pozn. 3
je tedy sup f(x) < G, inf f(x) 2 g, coZ jsou nerovnosti (1).

xeM, xeMy

Poznamka 7. Budte M,, M,, ..., M, neprizdné mnoZiny &iselné. Funkce f
budiZ omezena v kaZdé z mnoZin M,, ..., M,. Potom jest f také omezena v mno-
%iné M, U M, u... U M,. Klademe-li
G, =supf(x), g;=inff(x), G= sup f(x), g = inf  f(x),

xeM, xeMy xeMy u...u M xeMy u...v My

jest
G = Max(G,, G3,...,G), g =Min(gy,95,....4))-

11y Funkce ¢ f(x) jest omezend v M, coZ se ukd¥e bihem dikazu.

2 — Jarnik: Integrélal poZet I.
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Dikaz. KaZzdy bod xe M, u... U M, leZi v nékteré z mnoZin M,, ..., M,,
a tedy je f(x) < Max(Gy, ..., G). Podle pozn. 3 je tedy f shora omezena v M, U ...
...UM, a jest G £ Max(G,, ..., G,). Za druhé: Pro kazdé j (j = 1,2,..., k) je
M; < M, u... U M, atedy podle poznimky 6 je G, < G, tak¥e Max (G, ..., Gy) =
< G. Tedy G = Max(Gy, ..., G;). Pro g je dilkaz obdobny.

Piiklad 1. Je-lixg < x; < x; < ... < X,_y < X, a je-li f omezena v kaZdém
z intervald {xq, x;), (X1, X3, ..., {Xa=1, X,), je funkce f také omezena v intervalu
(xO' xu)-

Poznamka 8. Je-li funkce f omezend v M a lisi-li se funkce g od funkce f
pouze v kone€ném poétu bodi mnoZiny M, je téZ g omezena v M.

Dikaz. Uzijeme poznamky 2. Podle ni existuje &islo K tak, ¥e pro viechna
x €M je |f(x)] £ K. Budte x4, x3, ..., X, ony body mnoziny M, pro né% je f(x) +
# g(x). PoloZme
Ky = Max (K, |9(x,)|, g(x2)]. - |o(x,)) 5
potom je ztejmé |g(x)| £ K, pro viechna x € M, takZe podle pozn. 2 je g omezena
v M. .

Poznamka 9. Necht funkce f(x), g(x) jsou omezené v M. Potom také funkce

/) 1(x) + 9(x), f(x) = 9(x), f(x)-9(x)
jsou omezené v’ M. :

Dikaz. Zase uZijeme poznamky 2. Existuji &isla K, Ltakova, %e pro viechna
xeM je |f(x)| £ K, |g(x)| < L. Tedy je té% pro viechna x e M

@ =@ sk 1) £ 9] < @) + o) s K + L,
1£(x) g(x)| = |f(%)| - |o(x)] < KL.

.§ 3. Spojitost, hlavn& spojitost sloZenych funkci. V DI jsme definovali spojitost
funkce v bod& a rovn&Z spojitost v bod& zprava a zleva (viz DI, definice 17, 18,
str. 158, 164, v 4. vyd. str. 176, 183). RovnéZ jsme definovali spojitost funkce v inter-
valu (viz DI, definice 23, str. 185, v 4. vyd. str. 208): BudiZ J interval (libovolného
druhu); potom fikame, Ze funkce f je spojita v J, jestliZe plati toto:

1) Funkee f je spojitd v kaZdém vnitfnim bodg intervalu J.

2) JestliZe po&ateni bod intervalu J patfi k intervalu J, je funkce f v tomto
bodé spojita zprava.

3) JestliZe koncovy bod intervalu J patii k intervalu J, je funkce f v tomto
bod& spojita zleva.

Tuto definici lze téZ vyslovit takto (viz DI, kap. V, § 8, pfedposledni odstavec):

Funkce f je spojita v intervalu J, jestliZe je pfedné& spojita zprava v kazdém bod&
inter 'alu J, jenZ neni jeho koncovym bodem, a za druhé spojita zleva v kaZdém
bodg intervalu J, jenZ neni jeho po&ate¢nim bodem.
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Také jsme poznamenali (viz DI, kap. V, § 8 na konci), Ze okolnost, zda funkce f
je spojita v J, nezavisi na tom, zda a jak je funkce f definovdna v bodech leZicich
mimo tento interval, tj.: Je-li f spojita v J a je-li f(x) = g(x) pro viechna x € J,
je té2 funkce g spojita v J.

O spojitosti sloZenych funkci jsme dokazali tuto vétu (DI, véta 98, str. 163, v 4.
vyd. str. 181):

Véta 3. Nechr funkce ¢(t) je spojitd v bodé ¢ a necht funkce f(x) je spojitd
v bodé ¢(c). Potom funkce f(¢(t)) je spojitd v bodé c.
DokaZeme nyni dvé véty o spojitosti sloZzenych funkci v intervalu.

Véta 4. Funkce ¢(t) budiZ spojitd v otevieném intervalu'?) (a, B); funkce f(x)
budiz spojitd v otevFeném intervalu (a, b). Pro kaZdé t intervalu («, ) necht hodnota
o(1) lezi v intervalu (a, b). Potom funkce f(¢(t)) je spojitd v intervalu (a, B).

Dikaz. BudiZ t, libovolny bod intervalu (a, B); tedy je ¢(t) spojita v bod& t,
a hodnota ¢(t,) lezi podle pfedpokladu v (a, b), takZe funkce f(x) je spojitd v bod&
o(t,). Podle véty 3 je tedy funkce f(¢(r)) spojita v bodé t,. JeZto t, byl libovolny bod
intervalu (, B), je f(¢()) spojita v intervalu («, ). Obdobnou vétu dokaZeme pro
uzavfiené intervaly:

Véta 5. Funkce @(t) budiz spojitd v uzavFeném intervalu (a, B); funkce f(x)
budi? spojitd v uzavieném intervalu {a, b). Pro kaZdé t intervalu {a, B> necht
hodnota ¢(t) leZi v intervalu {a, b). Potom funkce f(¢(t)) je spojitd v intervalu
(&, B).

Diikaz. Definujme funkci ¥(f) v intervalu (—oo, + ) takto: Proa <t < g
budiz ¥(t) = (1), pro t < a budiz Y(f) = ¢(x), pro t > B budiz Y(t) = ¢(p).
Funkce y(t) je zfejmé spojita v intervalu (— oo, + o).'?

Obdobné definujeme funkci g(x) v intervalu (— oo, + ) takto: Proa < x < b
budiz g(x) = f(x), pro x < a budi g(x) = f(a), pro x > b budiz 9(x) = f(b)
Funkce g(x) je rovn&Z spojita v intervalu (— oo, + ).

Podle véty 4 (v niZ za interval (a, ) i za interval (a, b) je tfeba vzit interval
(=, +)) je tedy funkce g(y(r)) spojita v intervalu (— oo, + o) a tedy téx
v uzavieném intervalu (a, B) (viz DL kap. V, § 8, pfedposledni odstavec). Ale pro

a <t < Bjeg(¥(r)) = f(e(1),'*) a tedy funkce f ((p(t)) je spojitad v uzavieném in-
tervalu (a, B).

12y Omezeném nebo neomezeném.

13) Jestoproa <t < B jew(t)= (1), je funkce y spojitd zprava v bod& «; jeto pro ¢ < « je funkce
(1) rovna konstanté ¢(a), je funkce y spojitd zleva v bod& «. Tedy je funkce % spojitd v bod& a.
Obdobné& v bode B; ostatni hodnoty ¢ nedinf obtii.

14) Duikaz: Budiza < ¢ < B. Potom je w(f) = ¢(r) a tedy g(p(1)) = g(p(r)). Dile jea < p(t) < b
a tedy g(g(1)) = f(p(1)) (nebof pro a < x =< b je g(x) = f(x)). Tedy g((r)) = f(P(?)).

z.
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§ 4. Limity monoténnich funkci. V DI, véta 63, 64 (str. 95, 96, v 4. vyd. str. 102, 103),
jsme dokazali zakladni véty o existenci limit monoténnich posloupnosti. Podobné
véty plati o limitach monoténnich funkci. Vyslovme a dokaZzme je. BudiZ pfedné
S(x) neklesajici v omezeném otevieném intervalu (a, b). Neni-li f shora omezend
v (a, b), je l|m f(x) = +oo0. (Dikaz: budiz K libovolné &islo; existuje tedy x, €

€(a, b) tak, ie f(x) > K; pro kazdé x vyhovujici podminkdm x, < x < b'%) je
tedy f(x) > K.) Je-li vsak f shora omezend v (a, b), je lim f(x) = sup f(x). (Dikaz:
x—b—

x«(a,b)

Polozme G = sup f(x). BudiZ ¢ > 0. Potom existuje x, €(a, b) tak, Ze f(x,) >
xe(a,b)

> G — & Pro xo < x < b'®) je tedy G — ¢ < f(x) £ G.) Dale: Neni-li f zdola
omezend v (a, b), je lim f(x) = —oo. (Dikaz: K libovolnému &islu K existuje x, €

x-<a+

€(a, b) tak, ze f(xo) < K; pro a < x < x,'®) je tedy f(x) < K.) Je-li viak f zdola
omezend v (a, b), je lim f(x) = inf f(x). (Dikaz: Polome inf f(x) = g. Budiz
x—a+ xe(a,b) xe(a,b)
¢ > 0. Potom existuje x, €(a, b) tak, Ze f(x,) < g + & pro a < x < x,'°) je
tedy g < f(x) < g + €). Podobna véta s podobnym dikazem plati pro funkce
nerostouci v (a, b) (pouze se vyméni slova shora a zdola a znaky sup a inf, + o
a — o). Celkem jsme tedy zjistili: Pro kaZdou funkci f, kterd je monoténni v (a, b),
existuji limity (vlastni nebo nevlastni) lim f(x), lim f(x). Mimoto jsme jest&
x-b—

x-sa+
podrobnéji zjistili, jak tyto limity v jednotlivych p¥ipadech vypadaji; zvla§t& jsme
nasli, kdy vyjde limita vlastni, kdy +o a kdy — oo. Podobna véta plati i tehdy,
pisi-li + oo misto b nebo — oo misto a. Napt.: Je-li f(x) nerostouci a shora omezen4
v (— o, b), existuje vlastni limita lim f(x) = sup f(x). Dikazy si &tenaf jist&

xX= = xe(=o,b)
doplni sdm.

§ 5. Derivace, hlavng derivace sloZenych funkci. Derivaci funkce f v bod€ x zna&ime
S'(x), derivaci zprava f’(x), derivaci zleva f”(x). Tyto derivace mohou byt vlastni
nebo nevlastni (viz DI, kap: VIIL, § 1, poznimka 4, str. 211 —212, v 4. vyd. str. 239 a¥
240, kde jsou uvedena i jind oznaZeni). PFipominam tuto dileZitou v&tu (DI, véta
133, str. 242, v 4. vyd. str. 276):

Véta 6 (véta o pfirdstku funkce). Budif f funkce spojitd v uzavieném inter-
valu {a, b), je md derivaci (vlastni nebo nevlastni) v kaZdém vnitFnim bodé tohoto
intervalu. Potom existuje éislo & tak, Ze jest

a<&<b, f(b)-f(a)=(b-a)f(e).

Z této véty plynou snadno tyto disledky (které jsme ostatn& také jiz odvodili
v DI, v&ta 135 (posledni pfipad) a véta 136, str. 247 —248, v 4. vyd. str. 283 —284):

ls) Cislo xo m4 tvar b — 6, kde & je kladné, nebot x5 < b.
16) Cislo xo mé tvar a + &, kde 3 je kladné, nebof x, > a.
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Véta 7. BudiZ f funkce spojitd v intervalu J,'") kterd md derivaci rovnou nule
v kaZdém vnitinim bodé intervalu J. Potom je funkce f konstantni v J.

Dikaz. Budte x,, x, libovolné dva navzijem rizné body intervalu J; doké-
zeme, Ze je f(x,) = f(x;). K ditkazu zvolme pfedeviim olislovéni bodd x,, x,
tak, e x, < x,. Potom interval {x,, x,) je &sti intervalu J a ka¥dy vnitfn{ bod
intervalu <x,, x,) je vnitinim bodem intervalu J. Tedy je f spojitd v {x;, x,) (viz
DI kap. V, § 8, pfedposledni odstavec) a ma derivaci — a to derivaci rovnou nule —
v kaZdém vnitfnim bodé€ intervalu {x,, x,). Podle v&ty 6 existuje tedy &islo ¢ tak, Ze
jest f(x2) — f(xy) = (x2 — x;) f'(¢) a soudasn& x, < & < x,, tedy f'(§) = 0 a tedy
f(x1) = f(x2)-

Zvolme nyni libovolné &islo ¢ intervalu J. Podle toho, co bylo pravé dokazano,
je f(x) = f(c) pro viechna x € J (pro x = c je to zfejmé). Viechny hodnoty funkce f
v intervalu J jsou tedy rovny jednomu a tému# &islu f(c).

Véta 8. Budte f, g dvé funkce spojité v intervalu J, jeZ maji v kaZdém vnitinim
.bodé intervalu J tou? vlastni derivaci f'(x) = g’(x). Potom jejich rozdil je kon-
stantni v J, tj. existuje ¢islo C tak, %e pro viechna x € J je g(x) = f(x) + C.

Dikaz. Funkce g(x) — f(x) je podle v&ty 7 konstantni v J.

Podotykam: V této knize budeme mluvit jiZ jen o vlastni derivaci. Proto slovem
derivace budeme v dal$im rozumét vZdy vlastni derivaci.

Viimnéme si jest& derivace sloZenych funkci. V DI (v&ta 126, str. 217, v 4. vyd.
str. 247) jsme dokézali toto:

Véta 9. Necht funkce ¢(t) md derivaci ¢'(t) v jistém bodé t;'®) nechf funkce f(x)
md derivaci f'(x) v pFislusném bodé x = ¢(1); potom funkce F(1) = f(¢(t)) md
v onom bodé t derivaci f'(¢(1)) . ¢'(2).

Z véty 9 snadno plyne tato

Véta 10. Necht funkce (1) md derivaci v intervalu (a, B);'°) necht funkce
S(x) md derivaci v intervalu (a, b); necht pro kaZdé t intervalu (a, B) hodnota
JSunkce @(t) leZi v intervalu (a, b). Potom funkce f(¢(t)) md v intervalu (2, B) derivaci

I (1)) (7).

Dikaz. Je-lit jakakoliv hodnota intervalu (, B), existuje derivace ¢'(t) a hod-
nota x = ¢(t) leZi.v intervalu (a, b), takZe funkce f(x) ma derivaci v bod& x = ¢(z).
Z véty 9 tedy plyne, Ze existuje v bod& t derivace funkce f((t)), je2 se rovna &islu

f((9) ¢°(2)-

17) 7 miZe byt interval jakéhokoliv druhu.
18) Ted u2 stile minim oviem vlastni derivaci.

19) To oviem znamens, e funkce ¢(r) ma derivaci v kazdém bod¢ intervalu (&, f); podobné&
v analogickych ptipadech. Intervaly (x, f), (@, b) mohou byt oviem i neomezené.
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Pro uzaviené intervaly plati obdobna

Véta 11. Funkce ¢(t) nechf md derivaci ¢'(t) v uzavieném intervalu {a, B);
pFitom slovem ,,derivace* a znakem ¢'(t) rozumim v bodé t = « derivaci zprava
a v bodé t = B derivaci zleva. Funkce f(x) necht md derivaci f'(x) v uzavieném
intervalu {a, b); pFitom opét slovem ,,derivace* a znakem f'(x) rozumim v bodé
x = a derivaci zprava a o bodé x = b derivaci zleva. Pro ka%dé t intervalu {a, B)
nechf je a < ¢(t) S b. Potom funkce F(t) = f(¢(t)) md v intervalu (a, B) derivaci
F'(t) = f'(o()) ¢'(1); pFitom opét slovem ,,derivace* a znakem F'(t) rozumim pro

= « derivaci zprava a pro t = B derivaci zleva.?°)

Duikaz. Definujme funkce y(t), g(f) v intervalu (— oo, + o) takto:

Pro « < t < B budiz y(t) = ¢(f); pro t < a budiz (1) = ¢(a) + (1 — a) @'(a):
pro t > B budiz ¥(1) = ¢(B) + (t — B) ¢'(B).

Proa < x < bbudizg(x) = f(x); prox < abudizg(x) = f(a) + (x — a)f'(a):
pro x > b budiz g(x) = f(b) + (x — b) f'(b).

PoloZme jesté G(f) = g(y(r)); je-li « St < B, je Y(1) = o(r) a soutasné a <
< @(1) £ b, tedy g(o(1) = f(o(1)), takze jest

6(r) = g(¥(1)) = g(o(1)) = f(o(1)) = F(1) .

V intervalu {a, B) je tedy G(f) = F(f). Podafi-li se nim tedy dokazat, Ze v inter-
valu (a, B) plati rovnice»

e G'(1) = f(e(1) 9'(1) ,

bude tim v&ta doké4zana; nebot potom bude F'(f) = G'(f)proa <t < faprot =«
bude derivace zprava funkce F(f) rovna &islu G, («) = G'(a) = f'(¢(a)) ¢'(x) a obdob-
né pro t = B bude derivace zleva funkce F(t) rovna &islu G”-(B) = G'(B) = f'(¢(B)) -
- 9'(B)-

Tvrdim nyni, Ze funkce y(t) ma derivaci v intervalu (— o, + o) a Ze v intervalu -
a, BY je ¥'(t) = ¢'(t). Vskutku pro t < « existuje y'(f) = ¢'(a) a pro t > B existuje
¥'(1) = ¢'(B), pro @ < t < B je pak zfejm& yY'(f) = ¢'(t). Zbyva vy3etfit hodnoty
t=a,t=p.Jestoproa St < Bje yY(t) = o(t), je ¥'u(a) = ¢'(2); jetopro t L a
je ¥() = ola) + (t — 2) @'(a), je ¥_(a) = ¢'(x), tedy vskutku y¥'(a) = ¢'();
obdobng se dokaZe, Ze je ¥'(B) = @'(B). Tedy vskutku Y'(f) existuje v intervalu
(-, +o) a v intervalu {«, B) plati rovnice ¥'(f) = ¢'(t). Obdobn& se ukaZe:
g’(x) existuje v intervalu (—o0, +) a v intervalu {a, b) plati rovnice g'(x) =

29) Pro zkricen pili tedy ¢'(s), #'(B), £(a), £'(b), F'(s), F'(B) misto ¢'4(a), 9"-(B), £ (a), f-(b),
F'4(x), F_(B). U ostatnich funkcf 9(t), g(x), G(t), které se vyskytnou v dikazu, toto zkrdceni
nezavidim, tak¥e napf. y’(x) bude znamenat derivaci funkce y(¢) v bod& & a nikoliv derivaci
zprava.
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= f'(x). Jexto ¥'(t) i g(x) existuji v intervalu (—co, + o), mame podle véty 10
tento vysledek: pro kaZdé ¢t je

) G'(1) = g'(¥(1) ¥'(r) -

Je-li viak a St S B, je ¥(t) = (1), ¥'(5) = @'(t) a dile je a < @(t) < b, takze
9'(¢(?)) = f'(¢(?)); z rovnice (3) plyne tedy

G'(1) = g'(¢(1) 9'(1) = f(@(1)) (1) ,

&imz rovnice (2) v intervalu {a, B) je dok4zana.
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