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KAPITOLA XII.

ELEMENTARNI FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

Timto ndzvem budeme oznadovati funkce e* (obecnéji a*), sin z,
cos z, tg 2, cotg z, Ig 2, arcsin z, arccos z, arctg 2z, arccotg z, z°. Dosud
jsme je definovali (v DI) pouze pro redlné hodnoty z, a (a dokonce jsme
na pi. lgz definovali pouze pro z > 0, arcsin z pouze pro [z| < 1);
nyni rozsifime tyto definice i na komplexni hodnoty z, a. N&které véci
byly probrany jiz v DI, kap. XV; zopakuji je vSak, abych nerusil
souvislost. Realnou a imaginarni &ast ¢&isla z budeme nékdy znaditi
Rz, J=.

§ 1. Funkce e?, sin 2, cos z, tgz, cotgz. Definujme funkce e, sin 2,
cos z pro kazdé komplexni z fadami

0

2" (— 1)r22n+1 - (= 1)m 22n
1 e* = , 8inz = , CO8 2 = —_—
W =20 2 2,
Mocninné fady vpravo maji polomér konvergence -+ co; pro reilna z
jsou pak nae definice v souhlasu s definicemi, podanymi v DI. Z véty
223 plyne, Ze pro kazdé komplexni z existuji derivace (podle komplex-
ni proménné z, t. j. ve smyslu definice 41)

de* <& 2nd — e, dsmz z (==
@ ® TAm= T 0 @n) 8%,
E%L.(—Wﬂ‘_ sin 2
& & @en—1r T RE
Z (1) plyne pro kazdé z
. iz 22 28 iz? 28
R - R R T B

= cosz + isinz.

PiSeme-li sem jesté¢ — z misto z (a uZijeme toho, Ze z (1) plyne
cos (— z) = cos 2, sin (— 2z) = — sin z), obdrZime dileZité rovnice

(3) e?=cosz}isinz, e ?=cosz —isinz,
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a odtud seétenim a odedtenim

) 1
(4) cosz = §(e* 4 e™#), sinz = o (e — e72),
coz plati pro kazdé z.

.y 1s . - < 2k o < zP
Vynasobim-li absolutné konvergentnirady e = kgo et = "20 il
obdrzim zobecnénou (dvojnou) fadu absolutné konvergentni; ddm-li
v ni dohromady ony é&leny 2%z7'(k!m!)~1, pro které &islo m + k mé

touz hodnotu, obdrzim

@ n z"z"-" 5] 1 n ( )
ese’r = Pt St SN _ zkzn-k —
nzo kgu k'(n - k)' nZo n! Z 2
i (2 'zz) eniti
n=0 n!
Tedy jest
(5) oFiett — oFth.

Jeito e = 1, plyne odtud e?. e~z = e’ = 1, tedy pfedné e* % 0 pro
kazdé z a za druhé e* = —z . Z (5) plynou uzitim rovnic (3), (4) ob-
dobné vztahy pro funkce cos, sin:

(6) 08 (2 + z3) = F(e¥™) 4 o7ierten) =
= }(e!. e o7 eln) =
= } (cos z; + isin z;)(cos 2, + isin z,) + }(cos z; —isinz,).
. (cos 2z, — 1sin 2z,) = cos 2z, cos 2z, — sin 2, sin 2
2 1 2 1 2

a obdobné sin (z, + 2z,) = sin z, cos 2z, + sin z; cos z,. Dosadime-li do
(6) 2, = 2z, 2, = — z, obdrZime (jeZto cos 0 = 1) rovnici 1 = cos?z 4+
+ sin? z. Z rovnic (3), (4) je patrny tzky vztah mezi funkcf exponenci-
alni a funkcemi goniometrickymi, jestlize phpoustime libovolné kom-
plexni hodnoty proménné.
Z (5), (3) plyne
e” i = e%!V = e*(cos y 4 isin y);

tato rovnice plati pro libovolna komplexni z, y; zvlasté dileZitd je
pro redlné x, y, dovolujic vyjadfiti hodnotu e pro libovolné kom-
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plexni z = x 4 iy (2, y redlnd) hodnotami funkei e?, cos ¥, sin y pro
realni z, y.
Dale definujeme také pro komplexni hodnoty 2z

sin 2 cos z .
(7) tgz= pr (pokud cos z + 0), cotgz = e (pokud sinz % 0),
t. j. [podle (4)]
—le2iz_1 _'eziz_*_l
(8) th—Tm, coth—lemT__——l.
Z (2) pak plyne uZitim pravidla o derivaci podilu
dtgz cos’z 4-sin*z 1
dz cos? z = Gosiz (pokudcosz 0
a obdobné
d cotg z .
= = smis (pokud sin 2 % 0) .

Budiz z == # + iy (z, y readlnd). Podle (3) jest |e?| = ]/cos2 Y + 8in%y =
= 1; podle (5) je tedy |e?| = |e%|. |e"| = e=. Odtud plyne: Rovnice
e* = 1 platt tehdy a jen tehdy, je-li z = 2kni (k celé). Je-li totiz z =
= z + iy (x, y redlnd), je ptednd |e:| = e*; m4-li tedy bytie* = 1, musi
bytie = 1, t.j.z = 0, nadeZ rovnicee* = 1, t.j. e = 1,t.j.cos y +
+ isiny = 1 plati tehdy a jen tehdy, je-licosy = 1,siny = 0,t. j.y =
= 2km, z = 2kni (k celé). Odtud dale plyne: Rownice e™ = e* plati
tehdy a jen tehdy, je-lt 2, = z, + 2kmi (k celé). Dikaz: Rovnice e* = e
znamena totéZ co e " =1, t. j. totéZ co z, — 2z, = 2kxi (k celé).
Funkce e* méd tedy periodu 2ni,!) takZe funkce sin 2, cos z maji podle
(4) periodu 27 (jeito e*'¢+?™ = e*1?) a funkce tg 2, cotg z maji podle
(8) periodu = (jeito e*¢+™ — %?),

Cvideni
1. 2™l =1, o™i = — 1, Tl — i, e"t’“ = — i,
— — —
3 i 3 3
o§"i=_§+ikz—, e%"‘=_%—ivT, °%’“=*“V7'

1) Rikéme, ¥e funkce f(z) mé periodu p, plati-Ii toto: Je-li (pro ndjaké z) de-
finovéno jedno z &isel f(2), f(z + p), jsou definovéna obg& a jest f(z) = f(z + P)-

553



TR N L S S e
2 V2 V2

11_—1"i _‘._l—i

i T e T

2. UkaZte: Rovnice cos z, = €os z, plati tehdy a jen tehdy, je-li z; = 4- 2z, +
+ 2krn.2) (Navod: Jde o to, kdy plati rovnice et + e—i% = els 4 e-i2; tu
muZeme Fesiti jako kvadratickou rovnici pro eis; vyjde el?s = el% nebo elzs =
= e~121 a odtud snadno vysledek.) Jediné hodnoty, pro nd% cosz = 0, jsou
tudif z = (k + %) n.2)

3. Ukaite obdobn&: Rovnice sinz, = sinz, plati tehdy a jen tehdy, je-li

budto z; = 2, + 2kn nebo z, = — 2, + (2k + 1) n.2) Jediné hodnoty, pro né%
sin z = 0, jsou tudiZ hodnoty z = kn.?)

4. UkaZte obdobns: Rovnice tgz, = tgz; (nemé-li z, tvar (k 4 }) =) platf
tehdy a jen tehdy, je-li z, = 2; + kn.?)

5. Z rovnic pro cos (z; + 2,), 8in (2, + z;) ukaite, %e sin (}n — 2) = cosz,
co8 (2 + ®) = — cosz, sin (2 + nt) = — sinz.

6. UZijete-li cvié. 5, muZete vysledek cvié. 3 ihned odvoditi z vysledku
cvié. 2 nebo naopak.
tg 2z, + tgz,
1 —tgz tgz,
z obdobnych vzorel pro cos (z; + 2,), sin (z, + 2,), jednak z (8) a z rovnice (5).
Pro ktera z,, 2, neplati tento vzorec?

7. Odvodte vzorec tg (z; + 23) = dvojim zpusobem: jednak

Z —z Z __ a—2
8. Definujte i pro komplexni z funkce cosh z = C e , sinhz = ?_2_0_ .
sinh z
tghz = vl Kdy neni tghz definovdno? (T. zv. hyperbolické funkce; pro
cosh z

redlnd z viz DI, cvieni na konci kap. VI).
9. Uka¥te, %e cosh z = cos (iz), sinh z = isin (— iz), tghz = i tg (— iz).
10. PiSme z = z + iy (z, y redlnd). Potom je (rozklad na reilnou a imagi-
narni &4st)
2cosz = (¥ 4 e~ VY)cosz + i(e”¥ — e¥)sinzx,
2s8inz = (67¥ 4 e¥) sinx + i(e¥ — e~¥)cosx,
2 sin 2z + i(e? — e—%)
tgz =
2 cos 2z + e 4 e—2

Odtud je patrno, jak se chovaji tyto funkee, je.li |y| velmi velké. Je-liz, = =, +
+ iy, (n = 1, 2, ...) n&jaké posloupnost takova, Ze lim |y,| = + o, je

n—o

) k celé.
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cos 2, . sin 2, 1 X .
| y"l"l = lim | d =—, limsgny,.tgz, =1i.

im i -
n—w ©Yx 2 n->o

n—w el

Priblizng fedeno: je-li |y| velmi velké, je té% |cos z| a |sin z| velmi velky, a to asi
tak jako %el‘”; naproti tomu je tg z ptiblizn® rovna &slu + i (hofejii znameni,
je-li y > 0, dolejsi, je-li y < 0).

11. Z DI znite prib&h funkei sin z, tg z na ,,redlné ose*‘. V8imndme si jich
trochu na libovolné jiné pfimce rovnobézné s redlnou osou. Budi% tedy déno
redlné b > 0. VySetiujme prostou hodnotu funkef sinz, tgz — i na pfimce
3z = b, t. j. vySettujme funkce (redlné prom&nné z) |sin (z + ib)|, |tg (x + ib) —
— i|. UkaZte, %e prvni z t&chto funkef mé v intexvalu (— oo, 4+ o) nejvétsi
hodnotu }(e® + e~?), a to v bodech z = (k + }) =, a nejmen&i hodnotu }(e® —
— o7 ?), a to v bodech z = kx. Druhé z nich mé v intervalu (— o, + ) nej-
vétsi hodnotu

. . 2
ot — 1 (proz = (k + }) =), nejmensi T (proz = km).

Vysledky pro b < 0 se dostanou z rovnic sin (— 2) = — sinz, tg(— z) =
= — tg 2. Vysledky pro cos z plynou z rovnice cos z = sin (}r — 2).

§ 2. Amplituda a logaritmus komplexniho &isla. Jiz v DI, kap.
XV, § 3 jsme zjistili, Ze kazdé komplexni &islo z + 0 lze psati ve
tvaru
(9) z =re'? (r >0, @ reilné);
ale zopakujme to. Plati-li (9), je jasné, Ze musi byti r = |2|. Jde je¥té
o ¢islo ¢.

Véta 237. Budif z + 0, z =z + iy (x, y redlnd). Potom existuje
nekonecné mnoho redlnych &isel o, pro néZ platt rovnice

(10) z = [z]e'? = V:z:2 + y2 (cos ¢ + isin @) .
Je-li @, jedno z téchto éisel, jsou v8echna tato &isla ddna vzorcem
(11) @0 + 2kn (k celé, libovolné) .

Dukaz. Je-li z = |z| ', potom je soudasné také z = |z| e'* tehdy
a jen tehdy, je-li '™ =e'®, t. j. (viz § 1) je-li ip, = ip, + 2kni (k
celé), t. j. ma-li ¢, tvar (11). Zbyva jesté dokazati existenci jednoho
reédlného ¢isla ¢ tak, aby platilo (10). Jezto z = = +- iy, jde o splnéni
rovnic
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z
12 cos EERYe———38) Sin = —_—_— .
e ey T et e
Polozme y = arccos - . tedy 0< p < =,
Vat + 2
(13) cosy=-—, sinyp=|/1— 2 ﬂl_
l/xz + 32 24y an + 4B

Jestlize tedy y > 0, budou rovnice (12) splnény, poloZim-li

(14) @ = P = arccos ;———

Var+y*
Je-li v8ak y < 0, budou rovnice (12) splnény, poloZim-li
15 = — p = — arccos ———.
(15) 4 ¥y sz T

Poznamka 1. Pro daldi udely poznamenejme: V piipadé y > 0
plyne z (14) 0 < ¢ < w; v piipadé y < 0 plyne z (15) —n < ¢ < 0;
nebof pro y < 0 jsou piipady ¢ =0, ¢ = — n vyloudeny, jezto
z (12) plyne sin ¢ + 0.

Definice 42. Budif z + 0. KaZdé redlné éislo @, vyhovujict rovnics (9),
nazyvdm amplitudou éisla z. Je-li @ libovolné redlné éEislo, existuje
podle véty 237 mezi amplitudams Eisla z prdvé jedna, je£ leZl v polo-
uzavfeném intervalu (@ — =n, @ 4 w); tuto amplitudu budeme oznalovati
amplg 2.3) Pro zkrdcent budeme psdti ampl z = ampl, 2.

Poznamka 2. Cislo amplg z je tedy ono &islo a, je% vyhovuje vzta-
him
(16) z=re", r>0, O —n<a<O+m;
specialné ¢&islo ampl z je ono ¢&islo a, jez vyhovuje vztahtim
(17) z=re", r>0, —n<a<lm.

Cislu ampl z se dasto ¥ika hlavni hodnota amplitudy &isla z.

Z poznamky 1 plyne, Ze &islo @, sestrojené v (14), (15), lezi v (— =,

n); tedy je to pravé ampl z. Tedy plati

%) Je to redlné funkce komplexnfi proménné z. Oznalenf amply z nent
obvyklé. Misto ,,amplituda‘‘ se Fiké téZ ,,argument‘.
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Véta 238. Budi? z = x + iy + 0 (z, y redlnd). Potom jest

x

ampl z = arccos 7——— proy =0,
P Tags Mov=
(18) Y
amplz = — arccos ;7———= pro y < 0.
V2t + o

Poznamka 3. Nékdy je pohodIné&jsi vyjadieni amplitudy funkcemi
arctg, arccotg. Provedme to. Poloime ampl z = ¢;4) tedy plati (12)

amimoto —n < p I w.Jelix + 0,jetg<p=%,<p=arctg%+ kr;

jeliy + 0, je cotgp = %, Q= arccotg—;— + kn (k celé). Jde jenom
o to, stanoviti k. Je-li x > 0, plyne z (12)%) — in < @ < }=x; je-li
<0, y>0,plyne In<p < x; jei <0, y <O, plyne — = <
< ¢ < — }n. Tedy:

A) Je-liz + 0, jest ampl z = arctg % + kr; pfitomk=0prox>0;
k=1prox<0,y>0;k=—1prox <0,y <O.

Obdobné: Je-liy >0,je 0 <o <m; jeliy <0, je —n < ¢ <O.
Tedy:

B) Pro y > 0 jest amplz = arccotg—:—; pro y < 0 jest ampl z =

= arccotg z oz
” .

Poznamka 4. Pro z + 0 a pro redlné O jest

(19) amplg z = ampl (ze"1°) 4- O .

Diikaz: Jest (pidi exp (x) = e) ze™'® = |ze~'®| exp (i ampl (z¢~'®));
jeito e~'®| =1, vychazi z = |z| exp (i ampl (z¢ ') + 10). Pisi-li tedy
a = ampl (z¢7'®) 4 0, je 2 = [z €%, ® — n < a < O + =. Podle po-
znamky 2 je tedy vskutku ¢ = amplg, 2.

Poznamka 5. Je-li ¢ redlné ¢islo, znadme v tomto paragrafu zna-
kem P, stale mnoZinu viech &isel re'® (r 2> 0); geometricky je to polo-

4) Stéle piSi z = = + iy (z, y realna).
8) VySetfi sc znameni sinu a kosinu.
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piimka.®) Tvrdim: Funkce ampl z je spojitd v mnofiné Ky — P_. V bo-
dech mnoZiny P, neni ampl z spojitd. Specialné: je-lt x, << 0, jest

(20) ampl gy = «, lim ampl 2 = «, limamplz = — = .
Z—r, 2—Z,
y=0 y<0

Vysledek je velmi nadzorny (naértnéte!). Provedme dikaz. BudiZ
dén bod z, = z, + iy, (g, Y, redlnd). Je-li y, + 0, plyne spojitost
v bodé z, z pozn. 3, B; je-li y, = 0, z, > 0, plyne spojitost v bodé z,
z pozn. 3, A. Je-li y, = 0, z, < 0, plynou rovnice (20) na pf. z (18)
(jezto lim arccos ¢ = arccos (— 1) = =). Pro 2, = y, = 0 neni koneéné

t—-1+
ampl z, definovéana.

Poznamka 6. Z pozn. 5, z rovnice (19) a z véty o spojitosti sloze-

nych funkei plyne:

Funkce (proménné z) amply, 2z je spojitd v mnofiné K, - P
nent vdak spojitd v Zddném bodé mnoZiny Py, ..7)

6+m

Definice 43. BudiZ M c K, souvisld mnofina. Funkce A(z) (v oboru
M) se nazyvd spojitou vétvi amplitudy z v mnoZiné M, plati-li toto:

1. Funkce A(z) je funkce spojitd v M.8)

2. Pro kaZdé z € M je &islo A(z) jednou z amplitud éisla 2.°)

Poznamka 7. Funkce amplg 2 je spojitou vétvi amplitudy z v mno-
zing K, — Py ...

Pozndmka 8. Jsou-li M, N souvislé, M c N c K, a je-li funkce 4
spojitou vétvi amplitudy z v N, je parcidlni funkce A4 ,, spojitou vétvi
amplitudy z v M.

Pozndmka 9. Je-li A(z) spojitd vétev amplitudy z v souvislé
mnoziné M, jsou vSechny spojité vétve diny vzorcem

(21) A(z) + 2kn (k celodiselna konstanta) .

$) Jest P, = P, tehdy a jen tehdy, je- 11 1p = @ + 2k, k celé.

7) Je totxi podle (19) ampl z = amply(ze '®) — ©; kdyby byla amplg 2z spojité
v bod? rel(®+™ (r > 0), byla by a,mple(zeie) spojitd v bod¥ z = rel™, a v tém¥e
bod¥ by byla spojitéd i ampl z — spor 8 pozn. 5.

8) T. j. spojitéd v kazdém bod$ z e M vzhledem k M.

®) Existuje-li takova funkce A(z), je O non ¢ M, jeZto amplituda nuly nenf
definovéna.
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Dtikaz: Ze viechny funkce (21) jsou spojité vétve amplitudy, je jasno.
Je-li 4,(z) dalsi spojita vétev amplitudy v M, je podle véty 237

A,(2) — A() = 2mk(z),

kde k(z) je spojitda funkce v M, nabyvajici jen celodiselnych hodnot.
Podle véty 171 a podle pozn. 5 v kap. VI, § 18 zobrazuje %(z) mnoZinu
M budto na nezvrhly interval nebo na jednobodovou mnoZinu. Prvni
piipad neni mozny, jezto k(z) je stdle celé &islo. Tedy je k(z) konstantnt
v M.

Pozndmka 10. Budiz déno &islo r > 0; budiz M mnoZina vsech
bodi z = re'’ (£ redlné).1%) Tvrdim, Ze neexistuje spojitd vétev amplitudy
z v mnoziné M. Dukaz: Nechf existuje spojitd vétev amplitudy v M,
oznaéme ji A(z). MnoZina bodd re' (0 < ¢ < =) lezi v mnoZind K, —
= Pyn, v niz existuje spojitd vétev amplitudy, totiz amplyr 2z (viz
pozn. 7); podle pozn. 9 je tedy rozdil

A(re') — amplyr (re")
konstantni pro 0 < ¢ < n. Podobng mno%ina bodd re' (x < ¢t < 2rx)
lezf v mnoZin& K, — Pjn, a proto rozdil
A(re') — amplyy, (re")
je konstantni pro = < ¢ < 2. Ale pro 0 < ¢ < = je zfejmé
amply. (re') =t a pro * <t < 2r je obdobnd amplyy, (re") = ¢. Tedy
jest
A(re'™) — t = A(re!" %) — 0, A(re¥™) — 2n = A(re'™) — x,
tedy A(re’'™) — 2r = A(re'); ale e''® = %™ = 1, tedy A(r) — 2 =
= A(r), coZ je hledany spor.

Zavedeme nyni pojem logaritmu komplexniho é&isla:

Véta 239. Budif z + 0. Potom rovnice

(22) z2=-¢e"
je splnéna tehdy a jen tehdy, je-li

(23) w = Ig|z| + i(ampl z + 2k=), k celé &islo .

5") Geometricky: kruZnice o stfedu v podétku. Je to souvisld mnoina (podle
vty 171).
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Dikaz. Budte a, b redlna. Jest z = |z| e *™'?, Rovnice z = et+bi
pravi, Ze
(24) Izl ei amplz _ qa+bi

Srovnani absolutnich hodnot davé [z| = e?, t. j. a = Ig [2|, nadeZ (24)
pravi, ze mé byti e'*™? = e t. j. b = amplz + 2km, k celé.

Poznémka 11. Imaginarni ¢4sti &isel (23) jsou pravé viechny mozné
amplitudy é&isla 2. Je-li O libovolné redlné &islo, existuje mezi &isly (23)
pravé jedno, jehoz imagindrni &ast lezi v intervalu (@ — x, @ + n);
podle definice 42 je to &islo

(25) Ig |z| + iamplgz.

Poznamenejme: Je-li z > 0, je ampl, z = 0, takZe ¢islo (25) se pro
z > 0, @ = 0 rovna ¢islu Ig 2.

Definice 44. Cislo (25) znadime 1gg z; misto 1g, z pideme kratéeji 1g z.11)

Poznamka 12. Byva zvykem, nazyvati kazdé z &isel (23) loga-
ritmem d&isla z; &islo Ig 2 se pak nazyva hlavni hodnotou logaritmu
¢isla z. To je pro z > 0 ponékud v nesouhlasu s nézvoslovim z DI;
co jsme tam nazyvali (pfirozenym) logaritmem kladného ¢isla, musili
bychom ted nazvati hlavni hodnotou logaritmu. Proto budu rad&ji
uzivati znaku lg 2, lgg 2 nez slova logaritmus, abych se vyhnul nedo-
rozumeéni.

Poznamka 13. Redlna dast ¢&isla (23) je 3lg (2 + »2); to je jedno-
zna¢né stanovend funkce proménné z, jeZ je spojitd v kaidém bodé
z + 0. Abychom také imaginirni ¢ist mohli povaZovati za funkeci
proménné z, musime néjakym zpisobem pro kaidé z + 0 predepsati
celé &islo k v (23), t. j. musime uréiti, kterou z amplitud &isla z vezmeme
za imaginarni ¢ast &isla (23).

Definice 45. Budiz M c K, souvisld mnoina. Funkce L(z) (v oboru
M) se nazyjvd spojitow vétvi logaritmu z v mnofiné M, plati-li toto:

1. Funkce L(z) je spojita v M.

2. Pro kaZdé z € M je &islo L(z) jednou z hodnot (23).

1) Podle toho, co jsme prav® fekli, je toto oznadeni pro z > 0 ve shodd
s definicf pfirozeného logaritmu, zndmou z DI. Znak lgg z nenf obvykly, ale
hodf se ném.
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Poznimka 14, Podle podatku poznidmky 13 a podle definice 43
je patrno, Ze nejobecnéjii spojitd vétev logaritmu z v M ma tvar

L(z) = 1g |z| + i4(2),
kde A(z) je libovolnd spojitd vétev amplitudy z v M. Existence
spojité vétve logaritmu znamend totéZ jako existence spojité vétve
amplitudy.

Rovnice (23) ndm umoziiuje pfenésti vétdinu vét o amplitudé na
véty o logaritmu. Tak z pozn. 5—10 plyne: Ig, z je funkce spojita
v K, — Pg, ., neni viak spojitd v Ziddném bod& mnoZiny Pg, ..
Specidlng pro @ = 0: Pro z, < 0 je

Igzy =limlgz = Ig || + =i,

2T,y
>0

limlgz = Ig |x,| — =i.
v<o

Funkce lggz je spojitou vétvi logaritmu z v K, — Pg, .. Je-li
funkce L spojitou vétvi logaritmu z v N a je-li M souvisld, M C N,
je parcidlni funkce L, spojitou vétvi logaritmu v M. Z jedné spojité
vétve logaritmu L(é) obdrZime vSechny ostatni vzorcem L(z) + 2kni
(& celotiselnéd konstanta). Na Zadné kruZnici o stiedu v poditku ne-
existuje spojitd vétev logaritmu 2.12) Z pozn. 4 plyne

(26) lgoz = 1g (z¢71%) 4+ i@ .

Dikaz:Iggz = Ig |z| + i amplgz = 1g |267'¢| + iampl (ze~!®) + iO po-
dle (19); posledni vyraz je Ig (ze~'®) + 0.

Vé&ta 240. BudifZ M oteviend souvisld mnofina v K,; budiZ L(z) spojitd
vétev logaritmu v M. Potom jel3)

dL(z)

(27) P

=~ prokatd ze M.

13) Ptitadime-li kaZdému z + 0 n&které z &fsel (23), dostaneme jistou funkei
F(z). Na pt. Ig z je takové funkce: ta je nespojité v bodech mnoZiny P,. Tyto

body nespojitosti mifeme (aZ na bod 0) ,,pfeloZit‘‘ jinam, na pf. na mno-
Zinu Pg , ., vezmeme-limistolgz funkei Igg z. Ale at volime F(2) jakkoliv, nikdy

nemiiZeme tyto body nespojitosti tipInd odstraniti: na ka%dé kruZnici o stfedu
v podatku leZf bod, v némZ jest F(z) nespojité.

13) Jde ovZem o derivaci podle komplexni prom&nné z ve smyslu def. 41.
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Dikaz. Dokazme napied: Jest

dlgz 1 fqe
(28) 4 = 5 neniliz <o.
PiSeme-li z = 2 + iy (vyludujice pfipad y = 0, z < 0), jest podle
(25) (pro @ = 0) Ig z = P(z,y) + iQ(x, y), kde P(x, y) = }Ig (z* + y?),
Q(z, y) = ampl (x + iy). Jest predns ‘Z: __% P _ 9 p,

Q oP oQ oP

kiZeme-li rovnice Pl 'y =% bude tim podle véty 218
dokazéano, Ze

dlgz_P+.8Q__x—1y 1 1

dz =~ oz ox Pty ztiy 2

Ale podle pozn. 3 A je v poloroviné z > 0
EQ 0 . Y 0 z
T m M T A A

a tytéZ vzorce plati podle pozn. 3 B v poloroviné ¥ > 0 i v poloroving
y < 0. Vskutku plati tedy (28), pokud neni soudasné y = 0, 2 < 0.

Za druhé dokaime: Jest

dlgez 1

(29) 4, = 5 nenili zePoir.

To plyne ze vzorcu (26), (28) a ze vzorce pro derivovani sloZené funkce
takto: Neni-li ze Pg, ., neni ze~'® ¢ P,; piSeme-li tedy u = ze~!'6,

dgu__l dlggz dlgu du
je podle (28) = @ tedy podle (26) Pkl
= l e-18 — .l. .
u z

Dokazme konedné& (27). Budiz L(z) spojitd vétev logaritmu v M;
budiz z, e M.1%) Zvolme O tak, Ze z,e K, — Pg, .. Existuje jisty
otevieny interval I (dvojrozmérny), jenz obsahuje z, a je obsaZen
v priniku M . (K; =~ Pg, ). V I mime dvé spojité vétve logaritmu:

1) Tedy jisté 2z, *+ 0.
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L(z), 1gg 2;%%) ty se tedy v I lisi pouze o konstantu (viz pozn. 14),
a tedy je podle (29)

dL(z) __[d]gez _ 1
dz z-z.— dz z-z.— % '
Poznamka 15. Jest uZiteéno, zapamatovati si vzorce (28), (29),
aé jsou obsaZeny v obecném vzorei (27).

Poznidmka 16. V integrilnim podtu budeme potfebovati tento
vzorec: Budte a, b redlnd éisla; potom funkce redlné proménné x

Ig (x + a + ib)
md derivaci
_r
x+a+ib
v katdém bodé, v némZ x 4 a + ib + 0.

Duikaz: Funkce (komplexni proménné z) Ig (z 4 a + ib) m4 derivaci

1
z4+a-+ib

v kaZzdém bodé, vyjma v t&ch bodech, kde z 4 a 4 ib < 0. Tentyz
vysledek tedy plati (viz kap. XI, § 1, pozn. 3), omezime-li se na reilné
z ana derivaci podle redlné promé&nné. Zbyva jesté odvoditi Zadany vy-
sledek pro ona z, pronéz jex + a + ib < 0, t. j. b = 0 (jezto jde o re-
élnd z), a + z < 0. Je-li v8ak @ + = < 0, je ampl (@ + z) = =, tedy
Ig(x+a)=1glx+ a|+ =i =1g(— 2 — a) + =i. Tedy derivace této

funkce (redlné proménné z) jest —l—— (—=1)=

x+a

Poznamka 17. Z ,,funkciondlni rovnice* e*:+*: — ¢!, e”* plyne
ihned funkciondlni rovnice pro logaritmus: BudiZ z, 4 0, 2z, + O,
poloime w; = Ig 2,, w, = 1g 2,, takZe e = z;, 6" = z, a tedy e"**» =
= 2,2,; odtud pak plyne, Ze w, + w, = 1g 2,2, — 2kni, t. j.

(30) Ig 2,2, = Ig 2, + 1g 2, + 2kri
15) Vlastnd piisluiné parcidlnf funkce.
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(k celé). Volba 2, — zl déva
1

18‘:7=~1gz+lg1—2kni,
t. j.
(31) lg—:: = —~I1gz 4 2lxi (I celé).
Pro z £ 0 a pro celé = je
(32) Ig (z") = nlg z 4+ 2kni (k celé) .
To plyne pro » > 0 tiplnou indukei z (30), pro n < 0 pak z (31).

Cela ¢isla &, I v (30), (31), (32) nutno ov¥em voliti tak, aby imagindrni
tast pravé strany leZela v (— =, n).

Cvidenf

I. Funkce Igg z mé konstantn{ redlnou &ast na kaZdé kruZnici o stfedu v po-
&atku a mé konstantni imagindrnf &ist na kazdém polopaprsku, vychézejicfm
z podatku.

20gl =0; Ig(— 1) =nis Igi = §ni; Ig (— i) = — 3mi; lg(— 1 +i)/3) =
=1g2 + Zni

3. V rovnici (31) je vidy ! = 0; pouze v piipadé z < 0 je I =1.

n ampl z
2r

1
4. Uka¥te, Ze &fislo k v (32) je rovno [— + -—2—] ([a] je nejvdtsi celé

éfslo, jeZ jest < a).

§ 3. Obecnd mocnina. Zavedme tuto funkci dvou komplexnich pro-
ménnych &, #:
f(&, ) = e"8¢ pro £+ 0.
Pro £ > 0 a pro redlné 7 je f(£, ) = &7 (to vime z DI); pro £ = e a pro
libovolné komplexni 5 je 1g & = 1, a tedy f(e, n) = e"; pro libovolné
komplexni & # 0 a pro celé 5 (piseme 7 = n) je podle (32)
&n = elg " — gnlgé+2kmi _ enleé — f(f, n).

Ve viech ptipadech, v nichZ byl dosud symbol &7 (¢ + 0) definovan,
je tedy f(&,n) = &". NemiZe tedy nastati nedorozuméni, definuje-
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me-li pro vechna komplexni &, 7 (¢ % 0) symbol & rovnici & =
= f(&, n). Klademe tedy

(33) §"=¢e"8¢ pro £ % 0.

Volime-li zde £ pevné a misto 7 piSeme 2, dostdvame funkei komplex-
nf proménné 2z

(34) a® = e*!¥% (a + 0; t. zv. obecn4 funkce exponencidlni) .
Jeji derivace je podle pravidla o derivovani sloZzenych funkef
da?
—— — etlgu = a®
(35) e e’les lga=a*.lga.
Volime-li v (33)  pevné, dostivime funkci komplexni proménné z
(36) 2 = 187 (z & 0) .19)

Neni-li z < 0, jest (jezto %— = o~82)

a
(37) d_i — eftlez | _‘i — getlsz  o-182 — ge@-Nlgz — gra-1
dz 2

Poznamka 1. V integralnim podtu budeme potiebovati tuto vétu:
Budte «, B redlnd; potom funkce redlné proménné x

@ + « + if)°

md derivact
a(@ + o +if)*~*
pro ka¥dé redlné x, pro néZ jest x + o« + i + O.
Dukaz. Neni-li # + &« + i < 0, plati tento vysledek podle vzorce

(37) (viz kap. XI, § 1, pozn. 3). Zbyvaji tedy pHpady z + « + i < 0,
t.j. 8 =0,z + & < 0. Potom vSak jest

(x + a)a — etlEg(@+a) _ ga(lg(-z-a)+mi) eoTl go Ig(-z-a)
a derivace této funkce jest

el  erlg(-z-2) . e

— . (—=1)=
— X — &

_ ati - alg(-z-a) -lg(-r-a) __ (@-1)(1g(~-z- x)+7l) __
= ae . € . € . € = ae =

= ge(@-Vig@E+e) _ a(x + a)a-l .

18) Je-li a = 0, definovali jsme v DI také 0%, totiZ 0% = O proa > 0, 0° =
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Poznamka 2. U symbolu (33) se uzivd obvyklym zpiisobem slov:
mocnina, mocnénec nebo zaklad (£), mocnitel nebo exponent (7).
Casto se mocninou se zdkladem & a mocnitelem 7 nazyvé kterékoliv
z Cisel

(38) en(IBé+2Tl) —_ gng2imin (} celé, libovolné)
a na8i hodnoté (33) (odpovidajici volbé k = 0) se potom Fiké hlavni
hodnota mocniny. My se v8ak pfidrzime definice (33). Podotkné&éme
‘viak, e volba k = 0 v (38) nevede vidy k nejjednodussimu vysledku.
Na p¥. podle nasi definice je (— )} = el = 31+ i]/g), aviak mezi
Gisly (38), t. j. (— 1)'3‘e§urm je jedno podstatné jednodussii (a to pro
k=1), totiz (— 1)}.el™=em= — 1.

Nebudeme se do této véci poustéti dale; na pf. pfi pevném expo-
nentu a proménném zikladu bychom mohli definovati ,,spojité vétve

mocniny‘‘ podobné, jako jsme to udinili u logaritmu. Ale o této véci
se ¢tenaf podrobnéji pouédi v theorii analytickych funkei.

Poznidmka 3. Jeli a =« +if, z=re'® (x, B reilnd, r > 0,
—n <@ < m), je 2 = etNEz = g:HABTHY) 5 odtud % =
= e*187-/7 = [2|*  ¢~"%. Specidlng pro reilné a dostdvime [z*| = |z|°.

Poznidmka 4. Ctenadt by mél z nésledujicich cvideni si propotitat
alesponl trividlni cvigeni 1. Z ného plyne, Ze pro « + 0 je (x})? = «;
tento vysledek plati i pro « = 0, zachovdme-li starou definici 0% = 0.
Odtud vyndsobenim ihned (xr — a?) (x + «}) = 22 — «, takZe rovnice
x? = & (« dané &islo) m4 kofeny ad, — ot a 74dné jiné. Provedl jsem
tuto trividlni tivahu, ponévadZ budeme s vyrazy at hojn& poditati
v § 4,5.

Cvideni
U vSech cviéeni predpokldddm zdklad rizny od nuly.

1. Dokaite: 5']]6"! = E'll+'ll; E"'I =1: ,s’l; E"l : E'h = E'ln"la; (Eﬂ)" = E""l pro
celé n.

2. Pro necelé n nemusi byti (§7)* = &n7 ani (§7)" = (§")7. Néavod: & = — 1,
n = 2, n = }. Rovn&% nemusi byti EIED = (&,16)7.

3. Obti% s rovnicemi

(39) F51 = (L&) ()2 = (§Y)n, (¢F =
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nés vede k tomu, vySetfovati obecnsji &isla (38). Jde pfednd o to, lze-li nalézt
celd k, m, n tak, Ze plati

(40) 5ge2knql . E;IGZmnnl - (515’)q e2nmyi

Zjistite, Ze dv& (kterdkoliv) z &isel k, m, n 1ze zvolit libovolnd a k nim stanovit
treti tak, aby platilo (40). Podobn3 jde o rovnici

(41) (enezlmr/l)l e2mmil — (51 eznnll)q e2pmnl

a o rovnici

(42) ' (quzlmql)l e2mmai — gnig2nmndl

UkaZte, %e rovnice (41) je spln¥na pfi vhodné volbd celych &isel k, m, n, p;

podobnd pro (42). Postupujte opatrn¥! Na pt. v (41) nemusi 5 1g & + 2kngi byt
hlavni hodnotou logaritmu &isla &7e2km7t

4. Prvni z rovnic (39) plati pro & > 0, & > 0; tietf plati, je-li & > 0, 5 re-
4lné.

1\¢ 1
5. Jest (:) =e€. prd kde ¢ = o287, je.li z < 0; pro vSechna ostatnf z &= 0

jee=1.

6. Pii daném & 4 0 a daném 7 vySetfujme &isla (38) pro viechna celd k.
Je-li 5 iraciondlni, jsou viechna tato &isla navzédjem ruznd; je-li n =7r:s(r, ¢
celéd nesoudélné, s > 0), je mezi nimi prév¥ s raznych &fsel.

7. Budi¥ n > 0, celé, z = rel® (r > 0, ¢ reilné). Potom existuje pravé n
raznych &isel {, ktera splitujf rovnici {® = z. Jsou to &isla

n_ot2m

t=Jre ™ (®k=0,1,..,n—1).
8. Je-lizy < 0, a komplexni, je

lim 28 = 28, lim 2% = 23 e~ 27ia,

22, Z—>2Zy

=20 y<0
Tedy: neni-li @ celé, nenf funkce 2% spojitd v ¥4dném bod$ zéporné reélné polo-
osy. Vzpomeiite si na podobnou okolnost p#i hlavni v&tvi logaritmu.

§ 4. Funkce arctg z, arcsin z pro komplexnf z. Funkce
sin w 1 etv—1

cos w =T'e2‘w+ 1

je definovéna pro viechna w, vyjma pro ty hodnoty, pro néz je cos w =
=0, t j. e +e =0, e =—1, 2iw=(2k+ 1)wi (k celd),
t. j. w = (k + }) =. Pro v8echna w, jez nejsou tvaru w = (k + §)=n

(43) tgw =
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1
A4+1
neni nikdy roven 1 a je roven — 1 jen tehdy, je-li 4 = 0. Jeito je
vidy e®* + 0, nenabyva funkce tg w nikdy hodnot i, — i. UkdZeme
nyni, Ze funkce tg w nabyva viech ostatnich hodnot:

(k celé), je tedy cos w + 0 a funkce tg w je definovéna. Vyraz —— 4-

V&ta 241. Budif ddno &isloz (z + i, z + — i). Potom existuje ne-
koneéné mnoho &isel w, pro né% 7'e tg w = 2. Jedno z téchto éisel jest
14z
44
(44) Y= lg 1—-iz’
ostatni se z ného dostanou pfictentm libovolného &isla ke (k celé).

Dikaz. Rovnice tgw = 2, t. j.

le%e — ]
iedw 1 T

je splnéna tehdy a jen tehdy, je-li e®” + — 1 a souéa.sné e 1 =
_ lz(e2lw 1)’ t. ]
(45) eawo — L+ 02

R
Zlomek vpravo mé smysl (jeito iz + 1), je rizny od nuly (jeZto iz +
+ — 1) a je oviem ruzny od — I; nerovnost e + — 1 je tedy jiz
dusledkem rovnice (45). Rovnice (45) pak je splnéna tehdy a jen tehdy,
je-li

2iw =1g 1 + iz * 4 ki (k celd)

¢imZ je diikaz proveden.

Cislo (44) vyhovuje rovnici tg w = z a jeho realns &4st leZi v intervalu
(— 3w, 3n),17) kdeZto redlné &asti ostatnich feSeni rovnice tgw = 2z
lezi podle véty 241 mimo tento interval. Pro redlnd z je tedy d&islo
(44) rovno arctg z. Nedojde tedy k nedorozuméni, definujeme-li funkci
arctg z 1 pro komplexni z rovnict

1+ iz

=& proz +1i, z% —1i.

(46) arctg z = —; lg
17) Nebof imagindrnf &ast logaritmu le#i v (— =, + 7.
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Ze vzorce pro derivaci logaritmu plyne

d arctg z _l_ 1—iz d 1—|—iz _
dz ‘141z "dz -
1 2i 1

% (I+igl—1z) 1+2°

(47)

1+

Tato rovnice plati, pokud funkce lgy ma v bodé y = den-

vaci le— (podle prom&nné y). To nastane, neni-li z = 4 i a neni-li

i i i: < 0. Posledni nerovnost lze psati (piSeme-li z =« 4 iy, z, y
redlnd)

1—y)+ix  (1—y4ix)(1 4y +ir) l—yz—xz+2ix<0.
1+y—iz 1+yr+a - I+t ’

tato nerovnost je splnéna tehdy a jen tehdy, jeli z =0, y2 > 1;
pfidéme-li k tomu jeité body z = 4 i, obdriime: Rovnice (47) plat}
pro ka#dé z, vyjma pro hodnoty tvaru

z =1y, yredlné, ly| >1.

Poznamka 1. Casto se ndzvem ,arkustangens z* oznaduje ktera-
koliv z hodnot w, vyhovujicich rovnici tg w = z; hodnot& (44) se potom
fikd ,,hlavni hodnota‘ vyrazu arctg z. Vechny tyto hodnoty se lisi
navzajem o celistvé nasobky ¢&isla w; vSechny maji touz imagindrni

éast, totiz — 4 1g +
—iz

; tato imagindrni édst ma limitu + oo pro
z —>1a limitu — ooproz—>—i.

Poznédmka 2. Oba paprsky: =0, y>1 a =0, y < — 1
tvoif i zde jakysi ,,fez podobného druhu, s jakym jsme se setkali
u funkee 1g 2; viz cvié. 3.

Podobné jako jsme studovali funkei tg w, studujme nyni funkeci
sin w = -21—1 (e*t — e-¥1), Tato funkce nabyvd — na rozdil od funkce

tg w — viech hodnot viibec:
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Véta 242. Ke katdému z existuje nekoneéné mnoho w tak, Ze sin w = z;
vdechny tyto hodnoty w jsou ddny vzorcs

(48a) w= % 1g (iz + (1 — 22)}) + 2kr,

(48b) w=rm— Tllg (z + (1 — 2)Y) + 2kn  (k colé).

(Cislo (1 — 22)t je oviem definovino vidy, i pro 2% = 1; nebot
0t =0.)

Dikaz. Rovnici sin w = z lze psiti ve tvaru e%* — 2ize!” — 1 = 0,
t. j. (' — i2)? = 1 — 2% tato rovnice je splnéna tehdy a jen tehdy,
je-li e =iz 4+ (1 — 22)3, '

(49) w= _: Ig (iz 4 (1 — 22)Y) + 2kr  (k cel§) .

Avsiak

(50) (iz 4+ (1 — 2z — (1 —22)) = — 1,

takzelg (iz — (1 — 22)}) = — g (iz + (1 — 22)}) 4 =i + 2K'wi (K celé);

hodnoty w v (49) s dolnim znamenim lze tedy psiti ve tvaru = —
——:— g (iz 4 (1 — 22)4) 4 2k"x (k" celé); tim je dikaz proveden.
Je-li z redlné, |z| < 1, jest (1 — 22)} > 0, takie ziejmd
— i < ampl (iz + (1 — 22)}) < }~,
takZe redlnd dast &isla
Tiglis + (1 — )

lezi v intervalu (— }=, }w), kdezto realné &asti ostatnich &isel (48a),
(48b) lezi mimo interval {—}=, }=). Odtud a z toho, Ze ¢isla (48a),
(48b) davaji v8echna FeSeni rovnice sin w = z, plyne, Ze pro — 1 <
<z<1 jest

(51) —il—lg (iz + (1 — 22)}) = arcsin 2
a tato rovnice plati i pro z = + 1 (nebot potom je leva strana rovna
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1 .
El Ig (£ i) = =4 4~). Neni se tedy tfeba ob4vati nesouhlasu s definic,

podanou v DI, kap. VII, § 2, definujeme-li funkci arcsin z i pro ka#dé
komplexni z rovnici (51).

Z (51) plyne
daresinz _ 1. TR (11_ e O N O
1 i(l—2t—2 1
e+ (11— (-2} -
Tato rovnice plati, 1ze-li uziti vzorct pro derivovan{i logaritmu a moc-
niny, t. j. neni-li

(53) ani iz 4+ (1—2¥<0, ani 1 —22Z0.

Je-li iz + (1 — 22) < 0,18) je podle (50) iz — (1 — 22)} > 0 a odedte-
nim plyne (1 — 22)} < 0, coz v8ak neplati pro Zddné z (nebotf prow + 0
jest wt = |w|} . eltsmrlw takie amplituda &isla w? neni nikdy rovna r).
Prvni z nerovnosti (53) tedy neni splnéna nikdy; druhd pak tehdy
a jen tehdy, je-liz2 > 1, t. j. zredlné, |2| = 1. Tedy rovnice (52) plati
pro vechna z, vyjma pro hodnoty z = 1 a pro hodnoty z < — 1. Tyto
dva paprsky tvofi op&t jakysi ,,fez‘, bliz&i o tom viz ve cvié. 7.
Podobné jako u ostatnich dosavadnich funkei se dasto kazdé z ¢isel
(48a), (48b) oznaduje ndzvem arkussinus z, &islo (51) se potom nazyva
,»hlavni hodnotou‘‘ vyrazu arcsin z.

(52)

1
i

Cvidenf

V cvid. 1—6 je stéle z = x + iy (v, y redlné), 4 = }(x? + 42 + 1)? — 22 =
=@ + 4 — 1)* + g = H(1 — 2 4 y?)? + 2%yt

Podobn3 jako jsme v rovnici e*+i¥ = e cos y- + ie® sin y rozloZili funkei e*
na reélnou a imaginérni ¥4st, jeZ jsme vyjadfili redlnymi promdnnymi z, y,
provedeme nynf toté% pro nékteré jiné funkce.

1. (z + iy)* = V}(z + Vx’ + y?) + ieV%(— z + l/:r’ + y3); pti tom jest
e=1proy=>0, e=—1 pro y <0 (pamatujte stéle, Ze p¥i odmoctovéni
plati V; = || = «.sgn « pro redlnd «).

18) Toto ¢islo nemuZe byti rovno nule, na pf. podle (50).
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2.

x’+y’——1+V(x’+y’+l)’—4y'+

arctg (z + iy) = arctg -

(54) : 2
ioat+ (1 +y)?

—_ly — = ox 0.
+4°x2+(l—y)’ proz =+
Néavod: UZijte rovnice (46). Jako realnd &4st vam vyjde 4ampl (1 — 22 — y* 4
+ 2ix); ufijte toho, fe Jampl § = ampl (E*). Ze realnd st v (54) je arctg & ni-
koliv kx + arctg (£ = 0), plyne z nerovnosti pro R arctg z.

3. Vysledek cvid. 2 plati i pro £ = 0, y & 4 1, nahradime-li prvni &len
vpravo jeho limitou pro - 0 +, t. j. hodnotou 0 pro |y| < 1, hodnotou }=
pro |y| > 1. Zaroveii plynou odtud limity: lim arctgz = lim arctgz + © =

z+iy—iy, z+iy—iy,
>0 z<0
= arctg iy, pro |y,| > 1.

4. Jestlize v cviS. 2 potitéme piimo }ampl (1 — 2% — y? + 2ix) (a nikoliv

ampl (.. J}), obdrzime pro redlnou &ast v (54) pro |z| 3= 1 ihned vyraz

2
(05) %T:S-l- :}arctgm s
kdee =0proa® + 2 < l:i¢=1proa®+y2>1,x =20; ¢ = — 1 pro 2* +

+y2>1,x<0.

5. Vygetfenim realné a imaginarni 8ésti vyrazuiz + (1 — z’)i zjistéte: Vidy

jest |R (arcsin z)] < im; jestlize pak jest R(arcsin z) = 4w, jest J(arcsin z) < 0;
je-li R (arcsinz) = — 4=, jest I (arcsin z) = 0.
T&mito vlastnostmi jest arcsinz mezi vSemi &isly (48a), (48b) jednozna¥nd
charakterisovan, t. j. existuje pravé jedno z &isel (48a), (48b), jehoZ redlna a
imagindrni &ast vyhovuji tdmto nerovnostem (jest ovSem si viimnouti toho:
je-li jedno z &isel (48a), (48b) rovno + }=, je mno%ina vSech &isel (48a) totoZna
s mnoZinou viech &isel (48b)).

6. Jest i
(56) { arcsin (x + ly) = arcsin (s V%(z’ +y2 4+ 1) — VZ) +

+ ilgW%(x’ +y:+1) + I/Z + e'V%(z’ +y2—1)+ VZ).
Piitome =sgnaz; e’ =sgnyproy £+ 0;¢’ = — sgnzproy = 0.

Navod: PoloZite-li ¢ + iy = sin (u + iv) (u, v redlnd), obdrZite rovnice
(57) z =}sinu.(e®+ oY), y =4cosu.(e? —e7?;

tdmto rovnicim vyhovuji pravé vSechny hodnoty w = u + iv z rovnic (48a),
(48b); z nich méte vybrati podle cvié. 5 onu, pro kterou je budto |u| < 3= nebo
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u = }n, » £ 0 nebo u = — =, v = 0; na to nutno pii Yefeni rovnic (57) dét
pozor. Pro y + 0 vychézi cos u > 0, tedy sgn (e? — e~%) = sgn y,sgn v =sgn y.
Umocné&nim rovnic (57) na druhou obdrZite kvadratickou rovnici pro ¢ = e?¥ +
+ 672 > 2 atd. Pro y = 0, |z| < 1 méme feSeni sinu =2z, v = 0; proy = 0,
|z] > 1 je pfednd e® + e~® > 2,v + 0, tedy cos u = 0, u = £+ }= atd.

7. Z cvid. 6. odvodte tyto vztahy, ukazujici nespojitost funkece arcsin z pro
z>1laproz < — l:Jelizg > 1, jest arcsinz, = }n — ilg (v, + ng —-1) =
= lim arcsin (x + iy) = lim arcsin (x + iy) — 2ilg (zy + Va:g — 1). Obdobny

zHy—z, z+iy—z,
v=<0 y>0
vztah pro z, < — 1 odvodte z rovnice arcsin (— 2) = — arcsin z, kterd plyne
na pf. téZ z cvid. 6.
1
8. Funkce (re41né proménné z) arcsin x mé derivaci 3 iprojz| > I;
(1 — =2

dukaz ze vzorce arcsin x = }r — ilg (z + V:c’ — 1), platného pro z > 1; obdob-
ndproz < — 1.

9. Ze vzorce pro tg (x + B) odvodte rovnici arctg z, + arctg z; =
= aretglzlﬁ + kn (kde k£ = 0 nebo 1 nebo — 1), platnou pro 2, + + i,

— 212,

29 %= 41, 2,2, + 1.

10. Podobnd ze vzorce pro sin (x + f) odvodte: pro kaZdé z,,z, plat‘ jedna
Z rovnic
arcsin z, + arcsin z, = arcsin (z,(1 — 23)¥ 4 z,(1 — zf)'}) ,

arcsin z, + arcsinz, = 4 m — arcsin (5(1 — 22)} 4 2,(1 — 22)}).

(Pti dukazu si vEimndte tohoto: pfSi-liu + iv = arcsin z, je budto |¥| < }= nebo
u = }n,v <O0nebou = — 3w, v = 0 (cvid. 5). Jetto cos (u + iv) = 4 cos u(e? +
+ e~?) + lisinu(e—? — e%), odvodite snadno, Ze ve vzorci cos (u 4 iv) =
=4 (1 — z’)* jest vziti hofejsf znameni.)

§ 5. Mocninné Fady pro elementarni funkce. Funkece e?, cos z, sin z
jsme v § 1 pfimo definovali mocninnymi fadami. Odtud plyne oka-
mzité téZ rozvoj funkce a*:

a* = e?l8e = z (15:)" 2% (a £+0).
n=0 .

Viechny tyto fady maji polomér konvergence 4 oo.

573



Funkce lg(1 + 2) md v kruhu |2| < 1 derivaci 19) Ale pro

1
1+2°
2| <1 jest (geometricks fada)

1
—_— — —_ 2 M
112 1 z + 2 24+ ...
funkce
=2-5+%
@=7-—5+3—

mé tedy podle véty 223 pro 2| < 1 té% derivaci (1 + 2)-1, takZe
(viz kap. XI, § 1, piikl. 6) rozdil f(z) — 1g (1 + z) je pro |z| < 1 roven
konstant® a dosazenim z = O zjistime, Ze tato konstanta je rovna
nule. Tedy jest

z 2 23 \
(58) lg(1+z)=—l——5+—3——... pro |z| < 1.
Obdobné: Funkce arctg z mé pro |z| < 1 derivaci
1
m:l—z’—}—z‘—z‘—l—za—-...

a proto jest
5

z 2?2 27
(59) aretgz = — =+ — 5+ ... pro |z < 1.

(Pravé a levé strana maji touZ derivaci, jejich rozdil je tedy konstantni
a dosazeni z = 0 ukazuje, Ze tato konstanta je rovna nule.)

Pro |z| < 1 jest
(60) (l+z)“=e'""=2%w", kde w =1g (14 2).
n=0 70

Podle (58) a kap. XI, § 4, piikl. 2 1ze tedy funkei (1 + z)* rozvinouti
v mocninnou fadu

(61) (14+2)3 =73 cez" (pro 2| <1),
n=0
kterou bychom dostali tak, Ze bychom do fady v (60) dosadili za w

19) V ¥4dném bod¥ tohoto kruhu nenf toti% 1 + z < 0; toté% plati pro body
na kruZnici |z| = 1, 8 vyjimkou bodu z = — 1.
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fadu (58). Soutinitele ¢, vypotteme vsak snadngji takto [kdyz uz
vime, Ze rovnice tvaru (61) plati]: Podle (37) je pro |z| <1

(14275

d
el ¢ —
gt =73 + .
~ vyndsobime-li ob& strany ¢islem 1 4z a derivujeme-li fadu (61)
¢len po ¢lenu (véta 223), obdriime pro |z| < 1
(62) z)ch,,z" l—aZC 2" .
n=-0
Z (61) je zfejmo, Ze ¢, = 1; srovnanim soudiniteld pfi z* obdrzime
z (62) (viz vétu 226 o ,,neurditych soudinitelich*) nc, + (n + 1) ¢,y =
= ac,, t. j.

takze
_a _a(@a—1) __a(a — 1)@ — 2)
“=7» T 71,3 =T 71.2.3

atd. Klademe-li tedy (g) =1,

pron=123,...,

(a)za(a-—l)...(a—n+l)

n 1.2.....n
méame
(63) L420= 3 (Z) Z" profz| < 1.
n=0
Pisi-li zde — 22 misto z a dosadim @ = — }, obdrzim
1 J— 2 4 l 3 5 0
(64) —(1_z2)i—1+ z+24 +arg

a odtud [podobné jako u funkce lg (1 + 2)]

1 5
arcsmz~—+—— 3+; : z5_+_

(65) 5 2
6°

7+... pro |z|<l.

3.
31
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(Ob¢ strany v této rovnici maji pro |z| < 1 tou% derivaci (1 — 2%)-#
a maji pro z = 0 touz hodnotu; li§i se tedy ob& strany pro |z| <1
pouze o konstantu, jez se rovna nule.)

K faddm pravd odvozenym pfipojim jeitd nékolik poznimek.
Budi# dédna funkce f(z), jeZ je pro |2| < ¢ rozvinuta v mocninnou fadu
o poloméru konvergence p:

(66) f(2) = o+ €1z + €g2* + ... (Cn = @, + ib,; @y, b, reélnd) .
Zvolim-li libovoln4 reilné &isla r, @, pii demz |r| < o, obdrzim??)
(67) f(re'®) = ¢y + c,re'® + corze®® 4- ... ;

srovnanim redlné a imagindrni &isti obdrzim [jsou-li P(r, ¢), @(r, ¢)
redlné a imagindrni &4st &isla f(re'®)] rovnice

P(r, p) = a, + ir"(a,.cosmp — b, 8in ng) ,
n=1
(68) -
Q(r, ) = by + > 7"(b, cos np + a, sin ng).2)
n=1

Dosazujeme-li za f ruzné jednoduché funkce, dospivime &asto k za-
jimavym vzorcim, tykajicim se pfislusnych funkei P, @ (to jsou
funkce redlnych proménnych 7, ¢). Provedme to na piiklad pro fadu
(58). Budte r, ¢ realns, |r| < 1, takie pro z = re'® jest 1 + z = (1 +
+ rcos ¢) 4 irsin g, |1 + 2|2 = 1 + 2r cos ¢ + 72 dale je R(1 + z)=
= 1+ rcos ¢ > 0, takZe podle § 2, pozn. 3, A jest ampl (1 + 2) =
B r8in ¢
= arctg TFrome’
Leva strana v (58) jest 1g |1 4 2| + i ampl (1 4 2); srovnidnim
readlné a imagindrni &¢isti plynou rovnice

22)

2 2 3
(69) %18(1+2rcos<p+r2)=r°(1’sq’_’ 0025 ey 0‘?3?’_“.,

) Dosazuji z = re'?; obytejnd jsme v této rovnici predpokladali r > 0,
ale nepi duvodu, proé bychom nemohli pfipoust&ti téZ r» < 0.

31) P¥i pevném r jsou fady vpravo t. zv. trigonometrické fady (vzhledem
k prom&nné ¢). Trigonometrickymi fadami se budeme podrobnéji zabyvati
v integralnim podtu.

2) Tyto vzorce plati i pro |r| = 1, nenf-liz = — 1.

576



rsing  rsing  r%sin2p +r"sin3tp

(70) arctgl+rCOS¢— 1 3 3 cees

platné pro realné r, @, pfi demz |r| < 1.

Jeité jednu poznidmku. Je-li polom&r konvergence p fady (66) ko-
neéné kladné &islo a je-li fada

(71) co + c108'® + cy0%%? + ...

pro uréitou redlnou hodnotu ¢ konvergentni, potom existuje pro tuto
hodnotu ¢ limita

(72) lim f(re'?)

r—>o—

a rovna se &islu (71) (Abelova véta 236). Je-li mimo to funkce f(z)
spojitd v bod& ge'?, je limita (72) rovna &islu f(ge'?) a rovnice (67) —
a tedy i rovnice (68) (vzniklé srovnanim redlné a imagindrni ¢asti) —
plati i pro r = p (a pro uvedenou hodnotu ¢). UZijme toho pro fadu
(58): Polozme z = e'® (¢ reilné) a necht neni z = — 1; potom fada
(58) je konvergentni, coZz dokdZeme takto. Pro kazdé pfirozené n jest

2 — (_ l)nzn+1
142 =

c 2 _ 2 gt 1

142 T 1+ e et 4 eli7 " |eos 4g|

Jeito e? + — 1, neni ¢ = (2k + 1), t. j. neni }p = (K + }) =, ¢. .
nenf cos }¢ = 0. Posloupnost &isel z — 22 4 23 — ... 4 (— 1)»~1zn

|z — 224+ 28 — ...+ (— 1)*-1 27 =
(73)

(n=1,2,...) je tedy omezend; podle véty 44 je tedy rada % —
22 28

iry + 3 konvergentni. Jezto pak funkce lg (1 + z) je v bod&
z = e'® (p reilné, e'® + — 1) spojitd, plati rovnice (58) i v kazdém
bod& kruinice |2| = 1, s vyjimkou bodu z = — 1. T. j.: Rovnice (69),

(70) plati i pro » = 1 a pro kazdé redlné ¢, jez neni tvaru ¢ = (2k +
4 1) (k celé). Omezme se na hodnoty ¢ e (— =, n). Potom je leva
strana v (69) rovna }1g (2(1 + cos ¢)) = }1g (4 cos? 3¢); déle je

sing  2sin g cos }p
14 cosp  2cos?ip

= tg §¢; jeito pak — jr < {¢p < }m, je
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leva strana v (70) rovna }¢. Rovnice (69), (70) maji tedy pro r = 1
tvar

(74) 1g2 + lg cos 3¢ =

cosp cos2¢p + cos 3p
1 2 3
_8ing s8in2p sindp
(18)  dp =" P
Je jeSté zajimavo, viimnouti si stejnomérné konvergence rad.
Budiz 0 <e<m pro —n+e6< o< m—e¢ je cospp > cos (jr —
— 3¢) = sin §e. Pro kazdé n e N a pro kaZdé g e{(— 7w 4 ¢, ® — &) je
podle (73) [el? — €27 ... 4 (— 1)1 enle| < sinl%e. Utijeme i ted
véty 55 (tvrzeni I, s hodnotou tfeba K = (sin }¢)~1), vidime, Ze
i (— 1)n-1enie
n

(T <p<m),

v (< @ < m).

Fada a tedy i Fady (74), (76) konverguji stejnomé&rné

n=1 .
v intervalu (— = 4 ¢, © — &) pro kazdé ¢ ¢ (0, =), t. j. Fady (74), (76)
konverguji stejnomérné uvnitf intervalu (— =, x).

Cvideni

r, @ znadi v téchto cvidenich stéle redlna éisla.

1. Je-lir > 1 nebor < — 1, pi¥me v (69), (70) »—1 misto r; vyjde

2 (— 1)1
%lg(l + 27‘008(]) + 1-2) — lg l"| + 2 .‘-J.L—M

rl>1),
pa e (Ir > 1)
. [}
— 1)7—1g{
arctg _sme 2 .__—__——( )" " sinng (Ir] > 1).
r+cosp L, nrt

1 .
2, Projz] L1,z +1 jest,lgl—-l-—z =1g (1 4 2) — Ig (1 — 2) + 2kri; ukaZ-
—z
te, Yo k = 0, takZe platf

lgl+z—2i
1—z %2+ 1

22k+1

(f| <1, z++1)

a odtud
pgliresetr S 8@kt Doy,
1 —2rcosgp +7 ;0 2k + 1 ’
27 8in ¢ < sin (2k + 1) ¢
' =2 2k+1 "7 1).
arctg ——3 kzor %1 (Irl < 1)
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Odtud dale pro 0 < ¢ < =:

< cos(2k + 1) ¢ & osin 2k + 1)@
Ig cot => " T T otn=p — 7
}ligeotg bo ,,Zo 2%k + 1 i ,,Zo 2 + 1

Posledni dvs fady jsou stejnom&rn& konvergentnf uvnit¥ (0, x).

3. Z cvig. 2 plyne rovnice (59), a to nejenom pro |z| < 1, nyorZipro |z| =1,

z % + 1.

4. Rovnice (65) plati i pro |z| =1, z 4 £+ 1. Ale pro z = + 1 plati té%, viz
DI, véta 161. Z konvergence této fady pro z = 1 plyne ostatnd jeji absolutnf
a stejnomérnd konvergence v celém kruhu |z| < 1.

5. Ke konci § 5 jsme do fady (68) dosadili [z| = 1 (t. j. z = el?) a zjistili
jsme, Ze fada je stejnom&rng konvergentni v ka¥dé mnozing, dané podminkami
|zl =1, |z 4+ 1] Z ¢, at je e > 0 jakkoliv malé. Obecndji dokaZte: fada (58) je
stejnomérnd konvergentnf v kaidé mnoZind, dané podminkami |z| < 1, |z +
+ 1] = ¢, at je ¢ > 0 jakkoliv malé. Odtud odvodte obdobné vysledky pro fady
(69), (70). U tady (65) je to jestd jednodussi, viz cvid. 4.

fay

6. Z mocninné fady pro le (x reélné) odvodte

—Z

cos (p + &) — rcos o
1 — 2rcos¢p + 72

(-]
= z cos (ng + o) .7 1 (7] < 1),
n=1

sin (p + &) — reina
1 — 2rcosg + r?
Z prvnf rovnice pro « = 0 je$td odvodte
1 1 —172
21— 2rcosp + 1

-]
= z sin (np + &) .71 (lr| < 1).
ne=1l

l 0
=5 + ”zlr" cosng (jr] < 1).

7. VySetfujme je§td fadu (63) pro redlnd a. Je-li @ < — 1, je

)z

a
fada (63) jo tedy pro |z| = 1 divergentni. Je-li 0 > a > — 1, je lim ) =0
n—oo \?

a podobnd jako u fady (58) zjistite, Ze je stejnom&rnd konvergentni v kaxdé
mno%ind |z| £ 1, [z + 1| = e(e > 0);*) pro z = — 1 je vSak fada divergentnf
(Raabeovo kriterium, t. j. véta 46). Proa = 0 je fada konvergentnf proz = — 1
(Raabeovo kriterium) a tedy jest absolutn¥ a stejnom¥rn¥ konvergentni pro
el < 1.

13) (isla (:) v tomto piipad$ maji od jistého n stifdavd znamen, jejich
absolutnf hodnoty klesaji a konvergu)f k nule (viz cvié. 1 v kap. III, § 7).
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