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Kapitola II

POSLOUPNOSTI

§ 1. Definice limity. BudiZ dana posloupnost Cisel
(1) a,,a,,a3, a4y ...
. < 1 ¥ 14 v . 5
Piiklad: budiza; = 1, a, = 3, a3 = %, obecné a, = — pro kaZdé pfirozené n, takZe
n

mame posloupnost

(2) Lasosene:-

Ctenafi je asi jiZ jasno, co rozumime slovy’,,posloupnost &isel*; feknéme to vSak
obsirné: JestliZze kaZzdému pfirozenému &islu n je pfifazeno jisté ¢islo a,, potom fikame,
Ze ay, a,, ds,... je posloupnost &isel; a, je n-ty Elen té posloupnosti (napf. stopatnacty
&len posloupnosti (2) je 115). DvE posloupnosti ay, a,, ...; by, b, ... povaZujeme za
stejné tehdy a jen tehdy, je-li a, = b, pro kaZzdé pfirozené n; napf. posloupnost (2)
a posloupnost

1 111111
©)) 2Lone e
jsou dv& riizné posloupnosti. (Posloupﬁost (3) je posloupnost ay, a,. . ., definovana

1 1 . c . . .
takto: a,,—, = ™ a,, = 3 ] pro kaZdé pfirozené n.) V definici posloupnosti

neni nikde feceno, Ze ¢isla a, musi byt navzajem rizna; a také skuteéné nemusi byt
rizna. Tak napft.

(4) 1, = 1,1, — 1,...(n-ty &en je' (— 1)"~1)

je také posloupnost. Nebo: prifadime-li kazdému pfirozenému n &islo 2, tj. volime-li
a, = 2 pro kazdé ptirozené n, dostavime posloupnost

(5) 2,2,2,2,...

Uvedme jesté nékolik ptikladii posloupnosti:

(6) . 12,2232, 4%, .. (a, = n?);

7 -1,-3,-5-17..(a,= —(2n - 1)) ;
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®) C —=1,2,-3,4,=5,6,...(a, = (= 1) n);
(9) 1,1,2, %,\_3, %’ 4, '4!.'9 '-".(a'2n—i =N, 034 = ;l.) H
10 -1,3,3,... a, = " 3

( ) 2° 3’ 4 ( n+ 1

(11) “th-bhobbe(as0r).

Podivme-li se napf. na posloupnost (2), vidime: — feeno prozatim populdrng -
a dosti neurcité — Ze jeji ¢lenové s rostoucim n se neomezen€ bliZi nule; totéZ vidime
u posloupnosti (3), (11). U posloupnosti (10) 3, 2, ..., 7%, 133, .... vidime obdobné,
%e jeji &lenové s rostoucim n se neomezend bliZi jedniéce._Vyjadfiljgme to slovy, Ze
posloupnost (2) (a rovnéz (3), (11)) ma limitu 0, posloupnost (10) pak ma limitu 1.
Tomuto réeni nutno dat oviem piesny smysl, aby se mohlo stat pfedmiétem matema-
tickych uvah. Viimn&me si napf. podrobnéji posloupnosti (10). Vyroku »<lenové
posloupnost1 (10) se s rostoucim n neomezeng bliZi jednidce** dame ted presny smysl;

budeme jim rozumét toto: predepife-li mn& n&kdo libovolné kladné &islo &, dovedu
mu udat v posloupnosti (10) jisty &len, od néhoZ po&inaje se uZ vsichni dalsi &lenové
této posloupnosti lisi od jedni€ky o méné ne¥ ¢; tj. dovedu: udat &islo n, takové, e
viichni Clenové a,, jejichZ ,,index n je v&tSi neZ n,, spliiuji nerovnost |a, — 1| < &.
n

n+ 1

A tomu je vskutku tak: v posloupnosti (10) je a, = 1 7 atedyla, — 1| =

-1 =

. Je-li tieba ¢ = % poloZim ny = 99; vskutku, Je-h n> 99, je n +

1
n+

n+1
+ 1> 100,

D < T55- Aby m& maj protivnik potrépil, zvoli & men3i, tfeba & = -

%oo a 7ada opét, abych mu udal n, tak, aby vyraz |a, — 1| = % byl mensi
It _ Jras T arl :

=

1

neZ po55 Pro viechna n, jeZ jsou vEti ne n(;.l) Zase dovedu takové n, udat, tieba
no = 999. Vskutku: je-li n > 999, je n + 1 > 1000, —1—1 < 1os5- MiZe mn& pre-
- n+

depsat jeste mensi kladné &islo ¢; ale vzdy, af mi ptredepiSe jakékoliv kladné &islo.é,

P R Ia Y g . S | .
dovedu udat pfisludné &islo n, tak, Ze pro viechna n > n, je |a, — 1] < &, tj. ——1 <
' n+

Nt gty o 1 . . ' : -1
< &. Stafi totiZ volit n, tak, Ze — =g tj. ng = 1_ 1;*) pron > = — 1 bude
. no +:1 € €

1y Cislo n (nikoliv viak ng, ny apod.) bude v této kapntole znalit vZdy prirozené &islo; proto
.budeme krétce ﬁkat ,»n'¢ misto ,,pflrozené cislo

1
2) Mohli bychom za gy zvolit oviem téi kterékohv islo vetsi nei -—-1
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< &. Cislo n, zavisi oviem na ¢; &m je & mensi, tim

pak vskutkun + 1 > 1,
. en+1

vétsi musim volit ny. To je pochopitelné: ¢im mensi je &, tim dale musim v posloup-
nosti (10) jit, abych mél zarudeno, Ze se dale uZ setkam jen s takovymi &leny, které se
od jednicky lidi 0 mén& neZ . Réeni ,,posloupnost (10) ma limitu 1 dame tedy tento
presny vyznam:

( A) Ke kaZzdému kladnému &islu ¢ dovedu nalézt &islo n, tak, Ze pro vSechna n,
jeZ jsou vetsi neZ n,, plati nerovnost |a, — 1] < &.

Timto zpisobem budeme limitu definovat obecné, jenom jesté s jednou zménou:
milZe se stat, Ze dnes takové &islo ngy nalézt neumim, ale zitra to budu umét: potom
by takova posloupnost dnes limitu neméla, ale zitra by ji méla. Takovy subjektivni
prvek se nehodi do matematickych tivah: nezaleZi na tom, %e ja nebo n&€kdo jiny do-
vede ke kazdému kladnému e takové &islo n, nalézt, nybr? zéleZi pouze na tom, Ze
ke kazdému kladnému ¢ takové &islo n, existuje. Nahradime tedy ve vyroku (4)
slova ,,dovedu nalézt* slovem ,,existuje* a definujeme obecné:

Definice 6. Rikdme, Ze ¢islo a je limitou posloupnosti ay, a,, as, ..., %) jestlize
md &islo a tuto vlastnost: Ke kazdému &islu ¢ > 0 existuje éislo ng tak, e pro kaZdé
pfirozend €islo n, jeZ je vétsi ne¥ ny, plati nerovnost |a, — a| < ¢, tj. (podle véty 28)
nerovnosti a —e < a, < a + .

Viechny uvahy, jeZ jsem pfed touto definici o posloupnosti (10) provadél, mély
pouze orientani vyznam: mély &tenafe pfipravit na definici 6 a objasnit mu jeji
smysl. Podle této definice m4 posloupnost (10) vskutku limitu 1; vlastng jsme to jiz

spocetli, ale zopakujme to: Zde je la, — 1| = .1 T Je-li ¢ libovolné kladné ¢islo,
n +
zvolme n, tak, Ze =¢gt.n+1= 1 Pro n > n, je potom vskutku n +
Ng +1 €
+1> l, L ¢. DokaZme obdobng, Ze posloupnosti (2), (11) maji limitu 0.

€

n+
. 1 1. . L, 1 . 1
Zde je a, = + —, |la, — O] = =; je-li € > 0, zvolme n, tak, Ze — = ¢, tj. ny = —.
n n ng : €

Pro n > ny bude potom vskutku 1 > l, —1- < &. DokaZme jesté, Ze posloupnost (3)
e n

mé limitu 0. V této posloupnosti je a, =

pro liché n, a, = pro sudé n;

n—1

. 1 .
prokazdén > 1jetedy0 < a, < ] atedy |a, — 0] = a, = T Je-llie>0,
n-— n—
3) Misto toho fikdme také, e posloupnost 4y, @z, --- mé limitu a. Misto ,,posloupnost &isel*
fikdm krat&eji ,,posloupnost*, pokud neni tfeba se obdvat nedorozuméni.
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N = g, tj. no=1+1. Je-li n > ny, je vskutku n>1+1
& €

zvolme n, tak, Ze
ng —

(tedyn>1),n —1> l, la,— 0] = ——1—1 < &. DokaZme jetg, Ze posloupnost (4)
€ n—

nemé limitu. Diikaz provedeme neptimo: pfedpokladejme, Ze posloupnost mé limitu
a. Potom k &islu ¢ = 1 existuje &islo nq tak, Ze pro n > ng je |a, — a| < 1. Zvolme
&islo n, v&t8i neZ ny; potom je téZn + 1 > n,, tedy |a,+, — al < 1. Odtud plyne

1ap — an+1| = l(an - a) + (a - an+1)l é Ian - al + Ia - an+l| < 2’

ale to je spor, nebof v posloupnosti (4) je ziejmé |a, — dps1] = 2.

O posloupnosti, je ma limitu, fikime, 7e je konvergentni; neméa-li limitu,
nazyva se divergentni. Piiklad: posloupnosti (2), (3), (10), (11) jsou konvergentni,
(4) je divergentni.

" Nazor nas vede k domnénce, Ze dv& riizna &isla nemohou byt soucasné limitami
téZe posloupnosti; tato domnénka j'ej spravna, jak ukazuje tato véta:

Véta 51. KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu (tj. budto Zadnou nebo
pravé jednu).

Ditkaz. Pfedpokladejme, e posloupnost (1) ay, a,,... ma aspoii dvé riizné
limity a, b, pfi¢emZ znakem a zna¥me mensi z t&chto &isel, takZe a < b (pfedpokla-
dame tedy, e &islo a i &slo b ma vlastnosti vyt&ené v definici 6). Z toho odvodime
spor. PoloZme ¢ = %(b — a), takZe ¢ > 0. JeZto &islo a je limitou posloupnosti
(1), existuje ¢islo ny tak, Ze pro n > ny (rozumdj: pro kazdé n, jeZ je v&t3i neZ n,) je

(12) . “la,—al<e t. a—e<a,<a-+c¢.
Jezto takeé &islo b je limitou posloupnosti (1), existuje &islo n, tak, Ze pro n > n, je
(13) la, — bl <e, tj. b—e<a,<b+e.

Zvolme &islo n vE3i neZ Max (ny, n,), coZ je moZno; potom plati (12) i (13), takZe
b—e<a,<a+e¢ b—e<a-+e b—a<2e cozje spor, nebot b —a =
= 2¢. (Viz cvieni 4.)

- Limitu posloupnosti ‘a4, a,, a3, ... — existuje-li ovSem — oznadujeme pro zkra-
ceni zvlastnim znakem, a to znakem
(14) lima, nebo téZ lima,;

n—*co n=o

my budeme uZivat prvniho oznadeni. Ctenaf se snad nezalekl znakt —, oo. Cely
znak lim a, je prosté nedélitelny symbol znadici ono é&islo, jeZ je limitou posloup-

n—oo
nosti a,, a,, ... Mohli bychom zavést libovolny jiny symbol, tfeba n ] a,; ale symbol
(14) je vieobecn& b&zny a ma mimoto tu vyhodu, Ze jeho tvar velmi diitklivé ptipo-
mina, o€ jde. Je-li n-ty ¢len a, dan n&jakym podetnim vyrazem, piSeme v symbolu
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n

(14) &asto tento vyraz misto a,. Napf. piSeme limitu posloupnosti(10) takto: lim
. n-o N +

.. , ., n
(nebot’ n-ty ¢len této posloupnosti je pravé 1) .
n +

Rovnice lim a, = a obsahuje vlastn& dvoji tvrzeni: 1. Limita posloupnosti (1)
existuje. 2. Tato limita je pravé &islo a. Napf. Ize nase vysledky o posloupnostech
(2), (10), (11), (3) psat ve tvaru :
=0, lim -1— = 0 ( zjistéte

w11 — (= 1)°

imL=0, fim—"— =1, lim (- 1).

n-o N n»o B+ n— o

S | =

sami, Ze n-ty &len posloupnosti (3) je _ .
n—(—1y

,»»,Index* n obecného &lenu a, nemusime ovSem znacit vZdy pismenem n; misto

lim a, = a,lim = 1 mlZeme psat napf. lim a, = a, lim -1 _1 apod.‘*)
n— o n—o N + 1 k- g=o g + 1

Neni vhodno vynechdvat u znaku lim a, znak n— oo ; tim by mohla vzniknout

nedorozuméni. Priklad: pro pfirozena k, m kladme a, ,, = i N + % Zvolim-li
m +
k pevné a nechdm m probihat pfirozena &isla, dostanu posloupnost
a; 1,0y, 0 tj 1 + 12 + 13 + H
k,19 Yk,29 Yk,35 <=0y Y- 2 k’ 3 k, 4 kJ LA
o 1 R 1 )
m-ty ¢len je + — ). Tato posloupnost ma limitu 1 + = [ nebot +
m+1 k k m+ 1
1 1| 1 - : y 1
+-—=(14+-=) = < g je-lie > 0, m > mgy, kde tieba m, = —|; tedy
k k | m+ 1 . g,
(15) lim ap,, = <51 G gim (7 4 L) KT
m-ow k m—-wo \M + 1 k k

Zvolime-li nacpak m pevné a nechame k probihat pfirozena ¢isla, dostaneme posloup-
nost

m 1 m 1 m

m+ 1 ’m+1 2 m+1

A1 on> A2, A3 s -+ -0 L

V posloupnosti a,, a,, ... znali n ,,pofadové &islo™ ¢lenu a,; tak a,,, a,, a, znaci dvandcry,
k-ty, n-ty Clen. Definici 6 lze vyslovit takto: Posloupnost ay, a,, ... md limitu a, jestlize ke
kazdému kladnému ¢&islu existuje druhé &islo tak, Ze vSichni &lenové posloupnosti, jejichz
poradove &islo ie vétsi neZ to druhé Cislo. se od &isla a 1i§i 0 méné nez to prvni (kladné) &islo.
Smysl tohoto vyroku zlistiva tyZ, af si oznalime to prvni &islo &, to druhé ny a pofadové
¢islo n (jak jsme to v definici uginili), nebo at to prvni &islo oznalime tieba J, to druhé X
a poradové &islo k.
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+ -1- , jeZ ma limitu ™ { nebot
1 k m+ 1

~

k-ty &en je —=
m +

m+ 1 k m+1

=i<8p1‘08>0,k>ko,kdeko=l);tedy

€

(16) lim a,,, = m_ tj. lim m +l -_m
ko m+ 1 ko \m + 1 k m+ 1

Kdybychom v (15), (16) vynechali znaky m — oo, k — o0, byly by tyto rovnice
nesrozumitelné. Piesto budeme nékdy pro usporu mista znak n — oo v symbolu
(14) vynechévat, ale jen tam, kde nehrozi nedorozuméni. Kde je v této kapitole tento
znak vynechan, je tfeba vZdy doplnit n — oo (a nikoliv k — oo nebo podobng).

Skoro samoziejmé jsou nasledujici dv& véty:

Véta 52. Jsou-li vsechny cleny posloupnosti (1) od jistého indexu n, rovny
Jjednomu a tému? &islu a (tj. je-li a, = a pro viechna n = n,), je lim a, = a.
n—o0
Dikaz. BudiZ ¢ > 0; poloZme ny, = n,. Potom pro n > n, je a, = a, tedy
vskutku |a, —a] =0 < e.

Napf. posloupnost (5) ma limitu 2, tj. lim 2 = 2. Toto oznadeni (jeZ snad na

n-*o

prvni pohled zarazi) je wipln& ve shod& s nadi umluvou; lim a, zna¥i totiZ limitu
. . n-*o
posloupnosti, jejiz n-ty &len (pro kazdé n) je a,; specidlng tedy lim 2 znadi limitu
n-* o0

posloupnosti, jejiZ n-ty &len pro kaZdé n je 2.

'Véta 53. Posloupnost (1) ay, 63,03, ... md limitu tehdy a jen tehdy, md-li
posloupriost

(17) Uy A3y Qgy o
limitu; obé& limity jsou pak stejné.

Dikaz. Prvni ¢len posloupnosti (17) je ay, druhy a,, n-ty a,,,. PoloZime-li
b, = a,44, je (17) tato posloupnost: by, by, b, ...

I. Necht existuje lim a, = a. Je-li ¢ libovolné kladné &islo, existuje &slo n, tak,
Ze pro n > ny je |a, — a| < &. Je-li n > ny, je tim spiSe n + 1 > ny a tedy |b, —
— a| = |a,+1 — a| < ¢; tato nercvnost plati tedy pro vSechna n > n, a tedy je
lim b, = a. II. Necht existuje lim b, = a. Je-li ¢ libovolné kladné &islo, existuje
Cislo n, tak, Ze pro m > n, je |b,, — a| < €. PoloZzme no = n; + 1; je-li n > ny,
je n—1>n; a tedy |a, — a| = |b,-y — a] < ¢; tato nerovnost plati tedy pro
“viechna n > n,, a tedy je lim a, = a.

Vlastnosti posloupnosti, jeZ nas nyni zajimaji (konvergence, divergence, hodnota
limity) se tedy nezm&ni, pfidam-li nebo uberu-li na zatatku posloupnosti jeden &len.
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Opakovanim tohoto postupu vidime, Ze se tyto vlastnosti nezméni, pridame-li,
vynechame-li nebo zménime-li koneény podet Clenti. Napf. posloupnost ay, a,, as, a,,
as, ag, a;, dg, dg, ... MA tytéZ vlastnosti jako posloupnost by, ay, b,, as, as, do, ...
(vynecham v prvni posloupnosti po fadg ay, a,, .., as a pfidim potom po Ffadd
b,, a4, by).

Poznamka 1. Tento vysledek nis vede k nésledujici celkem malo zavaZné,
ale pro praxi leckdy diileZité poznamce. Piedpis, kterym je uréen n-ty &len a, posloup-
nosti, je nékdy takovy, Ze jim nejsou uréeny vSechny &leny a,, a,, as, ... této posloup-
nosti, nybrZ pouze vSechny &leny aZ na konecny pocet. Klademe-li napf. a, =
= —1—, je tim definovano a, = %,

(n—=2)(n-3)
nemaji smyslu (nula ve jmenovateli). Ale i v takovém ptipadé mluvime o konvergenci,
divergenci a limit€ posloupnosti, a to vtomto smyslu: ty schazejici €leny néjak doplnime
(v naem pfikladg klademe tfeba a, = 12, a3 = \/ 2 nebo jinak) a tuto doplnéncu
posloupnost vySetfujeme; podle posledni vty vime, Ze je lhostejné, jakym zpiisobem
jsme toto doplnéni provedli, takZe se o nié viibec nemusime starat. Ve smyslu této

1 1 s
a, = 3, as = g atd., kdeZto a,, a,

. . 1 . 1
oznamky je napf. lim —————— = 0. Nebofpron > 3je [————| <
’ : (n-2)(n -3 F (n-2)(n-3)
< . Je-li tedy ¢ > 0 a definujeme-li n, rovnici =g tj. ny =‘_3 + l
n-—3 no —3 €
plati pro n > n, nerovnosti
_1—. — 0] < 1 < 1 -.=¢.
(n—2)(n-3) n—-3 ny—3

Poznamka 2. Mluvili jsme o posloupnosti &isel ay, a,, ..., jestliZe kaZdému
pfirozenému n bylo pfifazeno jisté Cislo a,; obsirngji se takova posloupnost nazyva
také nekoneénou posloupnosti &isel, na rozdil od tzv. koneénych posloupnosti &isel,
&imZ rozumime toto: budiZz napf. kaZdému pfirozenému ¢&islu n < 12 pfifazeno
jisté Cislo a,; potom Fikame, Ze ay, a,, ..., a;, je kone¢na posloupnost &isel o dvanacti
&lenech. Mimoto je moZno zobecnit pojem posloupnosti (nekone&né nebo kone&né)
téZ na pripad, Ze ay, a,, ... jsou véci jake’hokoli; razu (nemusi to byt zrovna &isla:
muZe byt dana tfeba n&jaka posloupnost trojuhelnikii apod.). V této knize bude viak
slovo ,,posloupnost‘ vZdy znamenat nekoneénou posloupnost &sel, pokud vyslovng
nezdiiraznim, Ze pfipoustim i jiné pfipady.

Cviceni

1. Rozvaite si tyto drobnosti k definici 6:

A) Smysl definice se nezméni, piSi-li v ni n = ny misto > n, (plati-1i totiZ nerovnost |a, — a] < ¢
pro viechna n = ny, plati tim spiSe pro viechna n> ng; plati-li pro viechna n> ny, plati
napf. pro viechna n = ny + 1, takZ¥e stadi zvétiit n, o jednitku).
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B) Smysl definice se neiméni, pozaduji-li v ni, aby ny bylo pfirozené &islo (nahradim tieba n,
nejblize vy$§im pfirozenym Cislem).

C) Smysl definice se nezméni, omezim-li se v ni na ona kladn4 &, jeZ jsou men3i (nebo <) nez
jakékoliv pfedem dané kladné &islo £, (uvazte: plati-li nerovnost |a, — a] < & pro jistou
hodnotu &, plati tim spiSe pro kaZzdou vétsi hodnotu ¢).

Téchto a podobnych pozndmek budu v této knize Casto bez dalsi zminky pouZivat.

1
2. PoloZme a, = 100 000 pro 0 < n < 1000 000, a, = — pro n> 1000 000. Podle véty 53
n

1
je lima, = lim = = 0, aZkoliv se posloupnost ay, a,, ... pocind dlouhou fadou velkych &isel.
n y

Urete ke ka?dému ¢ > 0 nejmensi ptirozené &islo n, tak, aby pro viechna n = ng bylo |a, — 0] <
<e. (Pro ¢> 100000 vyjde ny = 1, pro ts55i555 < € = 100000 vyjde ny = 1000 001, pro

1
0 < & = 1550507 VYide ng = [;:l + 1 (symbol [] viz ve vEté 46).

1000 1000

3.Jeliq,= —, b, =3 — —, je lima, = 0, lim b, = 3. Pro viechna dosti velk n
n n

je tedy a, < b,,.(proc':?). Pro mala n je oviem a, mnohem V&t nez b,. Najdéte nejmensi (oviem
pfirozené) n, pro né% je a, < b, (n = 667).

) 4. Cislo a nazveme ,,hromadnou hodnotou** posloupnosti ay, a,, ..., jestlize ke kazdému
kladnému &islu & existuje nekonen& mnoho hodnot n tak, Ze |a, — a| < &. Pro tento pojem neplati
véta, obdobna vété 51; napi. posloupnost (4) ma hromadné hodnoty — 1, 1 (nebof pfi kladném ¢
je |a, — 1] < € pro viechna lich4 n, |a, — (— 1)| < € pro vSechna sudd r). Podrobn€¢ budeme
pojem hromadné hodnoty vySetfovat v 2. svazku tohoto dila.

Hojn&j8i a zajimavéjsi cvieni najdete v nasledujicich paragrafech.

~§ 2. Véty o limitach. BudiZ-dana posloupnost

..(18) ay, Az, Az, ...

MnoZinu viech &isel, jeZ vystupuji jako lenové v posloupnosti (18), nazveme mno-
Zinou viech &lenti posloupnosti (18); oznaéme ji na okamzik pismenem M. Cislo x
je tedy tehdy a jen tehdy prvkem mnoZiny M, existuje-li alespoil jedno pfirozené
&islo n tak, Ze je a, = x. Napf. u posloupnosti (2) se mnoZina M sklada ze viech

” 1 - - (e C oy ..
gisel tvaru = (kde n je libovolné p¥irozené &islo); u posloupnosti (3) je mnozina M
n

taZz jako u posloupnosti (2); u posloupnosti (4) se mnoZina M sklada pouze ze dvou
&isel — 1, 1 (je tedy konedna, a¢ jde o nekone&nou posloupnost), u posloupnosti
(5) se sklada dokonce z jediného &isla 2. Je-li mnoZina M (tj. mnoZina viech &lenit
posloupnosti (18)) shora omezena, tj. existuje-li &islo k tak, Ze pro viechna n je a, < k,
budeme fikat, Ze posloupnost (18) je shora omezena. V tom pfipad& existuje supre-
mum mnoZiny M (zna&ka sup M, viz definici 4 a vétu 39). Tomuto &islu budeme Fikat

téZ supremum posloupnosti (18); znak sup a,. Toto &islo ma podle véty 39 a definice
. . n=1,2,3,...
4 tyto vlastnosti: 1. Zadny &len posloupnosti (18) neni v&tsi neZ sup a,. 2. Je-li G
. n=1,2,...
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libovolné &islo mensi neZ sup a,, existuje v posloupnosti(lS).aspor‘i jeden ¢len, jenZ

n=1,2,.. ' .
je v&tsi neZ G'.°) Podobng (vyjadiuji se jiZ strudngji): Je-li M zdola omezena, fikam,
Ze posloupnost (18) je zdola omezena. Cislo inf M nazyvim potom ,,infimum posloup-
nosti (18)*, znak inf a,. Toto &islo ma tyto dvé vlastnosti: 1. Pro kazdé pfirozené k

n=1,2,...
je ay = infa,. 2.Jelig’ > infa,, existuje aspoii jedno pfirozené k tak, Ze a, < g’.
n=1,2,... n=1,2,... °

Posloupnost, jeZ je shora i zdola omezena, se nazyva kratce omezend.S)
Véta 54. KaZdd konvergentni posloupnost je omezend.

Diikaz. BudiZ lim a, = a. Podle definice 6 (viz téZ cvi€. 1 k § 1) existuje k &islu

& = 1 pfirozené &islo n, tak, %e pra n > n, je |a, — a] < 1. PoloZme
K = Max (ay, ay, ..., 8y, a + 1); k = Min(al, Ay 0ees Gpgy @ — 1).
Jelli n>ng, jea—1<a,<a+1 a tedy k.<a,<K; jeli viak n < ny, je
zfejmé k £ a, < K. Vskutku je tedy k < a, < K pro viechna n.
Poznamka. Vi§imnéte si viak, Ze omezena posloupnost nemusi byt konvergentni,
viz posloupnost (4) v § 1.
Véta 55. Je-li

(19) lima, =a, limb,=b,
je

(20) lim(a, + b)=a + b,
(21) lim a,b, = ab

a v pFipadé b + 0 téZ

(22) lim — =

o
X
]

Duakaz. Pfedpokladejme, Ze plati (19).

I. Mame dokazat, Ze posloupnost, jejiz n-ty &len je a, + b,, ‘ma limitu a + b.
Jest
(23) I(a, + b,) — (a + b)l = |(a, — a) + (b, — b)} £ |4, — al + |b, — b].
Budiz ¢ libovolné kladné &islo; poloZme & = e. Podle (19) existuje pfedn &islo ny
tak, Ze pro n > ny je
(24) la, —al <6

) stati si viimnout toho, ¥e prvky mnoZiny M jsou pravé &isla ay, ag, «o»

6) Misto _supa, lze oviem psit téZ sup a, apod.
n=1,2,... * g=1,2,...

6 — Jarnik: Diferencidlni potet I.
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a dale existuje &islo n, tak, Ze pro n > n, je
(25) |b, — b} < 9.

PoloZme n, = Max (ny, n,); pro kaZdé n > n, je soutasn& n > n, i n > n,, tak¥e
plati (24), (25).a.z (23) plyne |(a, + b,) — (a + b)| < 26 = e. Tedy plati (20).

II. Podle véty 54 a podle (19) existuje k > 0 tak, Ze pro viechna n je |b,| < k;
polozme K = Max (k, |al), takZe K > 0. Jest

ab, — ab=(a,—a)b, + (b, — b)a
(v3imnste si tohoto rozkladu, &asto se podobného obratu uZivé) a tedy

(26) la,b, — ab| < K(la, — a| + b, — B]).

BudiZ ¢ > 0; zvolme § tak, Ze 2K0 = &,1j.6 = i Podle (19) existuji &isla ny, n, tak,
Ze jest
(27) la, —al <8 pro n>ny; |b,—b| <6 pro n>n,.

PoloZme n, = Max (n,, n,); tim je ka¥dému ¢ > O pfifazeno jisté no; pro n > n,
je pak podie (26), (27) |a,b, — ab| < 2K3 = ¢ a tedy plati (21).

III. BudiZ nyni b ¥ 0, takZe |b| > 0. DokaZme napfed, Ze

S =

.1
28 lIim — =
(28 .

Podle (19) existuje &islo n, tak, Ze pro n > n, je |b, — b| < %lbl a tedy podle vzorce
(14), kap. I |b,| = |b — (b — b,)| Z |b] — |b — b,| > [b] — 31b] = 3Ib].

Pro n > n, je tedy
(29) |bal > 3161 > 0

a tedy b, # 0, takZe L ma smysl (ie pro n < n; nemusi 1 mit smysl, nevadi, viz

poznamku 1 ke konci § 1). Pro n > n, je déle podle (29)

(30) L_ N |zt _lbobl  Jb= bl _ 20k = bl
by b b,b bl .16l = 1ib].|b| b2
BudiZ ¢ > 0 a volme & tak, Ze 26b~% = ¢, tj. 6 = 1b’%. Existuje n, tak, Ze pro n > n,
©
je'lb, — b| < é. Klademe-li ny = Max (n,, n,),je pro n > nq podle (30) 1.1 <.
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< i—(z = ¢; tedy plati (28). Podle (19), (28) je lim a, = a, lim ;,1_ = .:;, podle II je tedy
lim'a—n=lima",-}—=a.l=‘i,
by b, b b

&im% je (22) dokézano.

Poznimka 1. Je-li lim a, = a a je-li ¢ libovolné &islo, je lim ¢ = ¢ a tedy podle
(21) lim a,c = ac; specialng lim (— a,) = — a (pro ¢ = — 1).” Plati-li (19), je
. lim (= b)) = — b a tedy lim(a, — b,) =lim(a, + (— b,))=a + (—b) =a —b.
" VSechny tyto vysledky (i s vétou 55) Ize tedy shrnout ptehledng do t&chto rovnic:

lim(a, + b,) = lima, + lim b, ; lim(a, — b,) =lima, — lim b, ;
(31)
4 _ lim a,

lim ca, = clima,; lima,b,=1lima,.limb,; lim .
b, limb,

Pfitom je nutno rovnicm (31) rozumét takto: ma-li prava strana n&které z téchto
rovnic smysl,’) mé4 smysl i leva strana a rovna se pravé stran&. Uplnou indukci lze
oviem rovnice (20), (21) roziifit na v&t¥i podet s€itancl nebo &initeld; napt.: je-li
lima, = a, lim b, = b, lim¢, = ¢, limd, = d, je lim(a, + b, + ¢, +d,) =a +
+b+c+d.

Pfiklad 1. Op&tovnym pouZitim rovnic (31) miZeme Felit i sloit&jsi ptiklady.
Hledejme
. 2n% + 1
lim ———
n- nz -3n+2

(tj. ptejme se, zda tato limita existuje a — jestlie existuje — jak4 je jeji hodnota).
Jest n2 —3n + 2 =n(n —3) + 2= 2 pro n 2 3, takZe napsany zlomek mé pro
n = 3 smysl (jmenovatel % 0). Citatel nema limitu (neni totiZ shora omezen), rovng%
jmenovatel. Proto upravme pro n = 3 takto:

1
2+ —
2 +1 n?
— = :
w2 3140 L
n n

=-3.0=0, lim L = fim 1 hml_onm'z.—
n? n n - n? n

Vime, %e lim ¢ = ¢, lim Ly 0. Podle (31) dostivime postupng: lim ( )
n

1

lim —

2 ,

7) To znamen4 ovSem: existuji-li limity vpravo a — jde-li o poslednf rovnici — je-li lim b, + G
(naproti tomu smi oviem byt lim @, = 0, i v posledni rovnici). .

6*
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lim 2-!-i =24+ 0=2 lim 1—3.l+2.i =1+4+0+0 = 1; limita
n? n n?
Jjmenovatele je # O a tedy hledana limita existuje a je rovna § = 2.
“r . n+2 . 5
Piiklad 2. lim =0. Dikaz: n* —n=n(n—-1)+%0 pro n>1.
n—n
142
Upravim-li zlomek na tvar '12, nema jesté jmenovatel limitu (neni totiZ omezen).
. n—
1,2 .
. . n n? .. {1 1 N 1 1
Proto jej upravme na tvar ;zdejelim| - + — ) =0(to nevadi),lim [ 1— — )=
1 n n? n
1—-=
n

= 1 30, tedy hledani limita existuje a je rovna% =0.
Véta 56. Nechf existuje lim a, = a. Potom existuje té# lim'|a,| = |a].

Diikaz. BudiZ ¢ > 0; podle pfedpokladu existuje n, tak, Ze pro n > n, je
la, — al < &; pro n > n, je tedy
la,) = la + (a, — a)| < la] + la, — al <la] +¢,
lal =la, + (@ — a)l Sla +la —a,| <la,| +¢,
tj. la, > la] — &, tedy celkem Ja| — & < |a,| < |a] + ¢; tedy vskutku lim |a,| =
= |a].
Poznamka 2. Obratit se véta neda: existuje-li lim |a,|, nemusi existovat lim a,.
Priklad: volme a, = (— 1)**!, takZz mame posloupnost 1, — 1, 1, — 1, ..., jeZ je

divergentni, a¢ posloupnost |a,]|, |a,], ..., tj. posloupnost 1, 1, 1, ... je konvergentni.
Ale v jednom specialnim pripad€ se véta 56 prece da obratit, totiZ tehdy, jde-li o Ii

mitu rovnou nule:
Véta 57. Rovnice lim a, = O plati tehdy a jen tehdy, je-li lim |a,| = O.

Dikaz. Prvni rovnice znamena: , ke kaZdému ¢ > 0 existuje n, tak, Ze pro
n > n, je la, — 0] < &“. Druha rovnice znamena: , ke kazdému ¢ > 0 existuje n,
tak,Ze pro n > n, je |la,] — 0] < &*“. Ale oba tyto vyroky znamenaji totéZ, nebot
la, — 0] = |la,] — O] (leva strana téta rovnice je &islo [a,|, pravé strana je prosta
hodnota &isla |a,], tedy opét &islo |a,l). -

Véta 58. Nechf lim a, = 0; necht’existu}&é’t'slo ny tak, ¥e pron > ny je |b,| <
< la,]. Potom je téz lim b, = 0.

Dikaz. BudiZ ¢ > 0; potom existuje n, tak, Ze pro kaZzdé n > n, jela, — 0] <
<¢, tj. |a,| <& BudiZ ny = Max (ny, n,). Pro kaidé n > n, je pak |b, — 0] =
= |b,| £ |a,] < s, tedy lim b, = 0.
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Priklad 3 (ddleZity). Budi# [a] < 1,tj. — 1 < a < 1. Potom jelim a* = 0.

Btee

Ditkaz. 1.Proa=0jea"=0,1im0=0.2. BudiZ0 < e < 1, tedyl> 1.
a

Klad'meh=l—1,tedyh>0,l=l+h.Pron>1je
a a

(32) (1+h)"=1+(;‘)h+<;')h2+...+(:)h~>1+n,h

(nebot vynechané 'élcny jsou kladné; nerovnosti (32), jeZ plati pro kaZdé kladné h
a kazdé celé n > 1, se Sasto uZiva). Tedy je pron > 1
1 n

(_> =(1+h)">1+nh>nh, a"<-l.
a hn

Jest lim 1.1 lim 1. 0. JeZto je vie kladné, je |a"] < L pro n > 1 a podle
nh n nh
véty 58 je lim a” = 0.
3. BudiZ —1<a<0; tedy 0 <la] <1; podle pfipadu 2 je lim|a"| =

= lim [a|" = 0, tedy (podle véty 57) lim a" = 0.

Ptiklad 4 (rovn&% dilezity). Budi¥ x > 0; potom je lim §/x = 1.

n-*00
Dikaz. 1. Pfipad x = 1 je jasny.

2. BudiZ x > 1, tak¥e téZ J/x > 1 (viz cvi&. 1 k § 8, kap. I nebo vétu 45) Po-
lozme\/x=1+h,,, takZe h, > 0. Podle (32) je x = (1 + h,)" >1+nh > nh,

pron > 1, tedy 0<h, <X Jesto limZ = x . lim ! = 0, plyne jako v ﬁnkladu 3
n n n
limh, = 0, tj. lim%/x = 1.
3. BudiZ 0 < x < 1; kladme y = l,-tedy y>1LJestyylx=2Yxy="1/1=
x

=1, {/; = % Podle pfipadu 2 a podle (31) je tedy
y

Z nerovnosti mezi limitami plynou nerovnosti mezi ¢leny posloupnosti:

Véta 59. Budi? lim a, < lim b,. Potom existuje ny tak, Ze pro n > n, ]est
a,<b,.
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Diikaz. Polo¥me lima, = a, limb, = b, e = 3(b —a), tedy £ > 0, a 4+ ¢ =
= b — e. Existuji &isla ny, n, tak, Zejea —e<a,<a-+epron>n, b—e<
< b, < b + ¢ pro n > n,. Klademe-li n, = Max (n,, n,), plati pro kazdé n > n,
nerovnosti a, < a + & = b —¢ < b,, tedy a, < b,.

Pozndmka 3. Klademe-li .specialn€ b, = b, dostdvime (jeZto lim b = b):
jellilim a, < b, existuje n, tak, Ze pro n > n, je a, < b. Obdobné (kladme a, = a):
je-lilim b, > a, existuje n, tak, Ze pron > n, je b, > a.

Z nerovnosti mezi ¢leny posloupnosti plynou naopak nerovnosti mezi limitami:

Véta 60. Necht existuji lim a, = a, lim b, = b a neeht existuje n, tak Ze pro
n > n, je a, £ b,. Potom jea < b.

Diikaz. Necht je naopak a > b; polozme ¢ = 3(a — b), tak¥e ¢ > 0, b + ¢ =
= g — ¢&. Existuji &isla n,, ny tak, Zeje a —e<a,<a+epron>ny;, b—¢e<
< b, < b+ & pro n > ns. Zvolime-li n v&tsi neZ Max (ny, n,, n,), vychazi b, <
< b+ ¢e=a—¢<a, coijevesporus nerovnosti a, S b,.

Poznamka 4. Klademe-li jednou b, = b, po druhé a, = a, dostdvame: existu-
je-li lim a, a je-li a, £ b pro viechna n > n,, je téZ lim a, < b; existuje-li lim b,
aje-li b, = a provSechnan > ny,jetéZlim b, = a.

Poznamka 5. Existuji-li lim a,, lim b, a je-li a, < b, pro viechna n > n,, je
podle véty 60 lim a, < lim b,; nemusi vSak byt lima, < lim b, (tj. miZe platit
. . .. 1 2 1 .2 . .
znameni rovnosti). Napf. je — < =, ale lim— = lim = = 0. Pamatujme si toto upo-
: n n n n
zornéni tieba pod heslem ,,nerovnost méZe v limité prejit v rovnost*. Zacate¢nik
snadno na tuto okolnost zapomene, coZ miZe byt zdrojem nejhrubsich chyb.

Véta 61. BudiZ lim a, = lim b, = a; necht existuje ¢islo m, tak, e pro n > n,
jea, < ¢, £ b, Potom existuje té lim c, a jest limc, = a.

Dukaz. BudiZ ¢ > 0. Potom existuji Cisla n,, ny tak,Zejea —e<a, <a + ¢
pro n>n,, a—¢<b,<a+¢ pro n> ny. PoloZme n, = Max (nl, ny, n3);
pro n > n, je potom a —e¢<a,<c, < b, <a+¢ a tedy lc, — a] <¢; tedy
limc, = a.

wewr

Poznamka 6. Nejpodstatnéjsi rozdil mez vétou 60 a vétou 61 je ten, Ze véta

b,=1 +1;
n

61 zarubuje existenci jisté limity, totiz lim c,. BudiZ a, =1 + =
n

. .o 1 ‘1 “ . .
budize, =1+ iz, je-li n prvodislo, ¢, = 1 + =, neni-li n prvodislo. Je-li n velké,
n n.

je leckdy dosti obtiZné vypogist ¢, (tj. zjistit, zda n je prvocislo). Pfesto z véty 61 ihned
plyne lim ¢, = 1, nebof a, < ¢, < b,,lima, =~ limb, = 1.



BudiZ opét ddna posloupnost
(18) as, a3, 43, ... ;

budiz ky, k,, ... posloupnost p‘r’irbzen;’mh tisel takova, Ze k; < k; <k; <...
{obecné k, < k,4+,). Potom posloupnost

(33) Aiys Aigs Apys - - - (n-ty Elen je a,)

nazyvime posloupnosti vybranou z posloupnosti (18). Posloupnost (33) vzniki
tedy tim, Ze z posloupnosti (18) podrZime pouze ¢leny s indexy k;, k;, ... Pozname-
nejme, Ze k, = n. (Nebot k; = 1, tedy k, > 1, a tedy k, =2 (nebot k; je celé &islo);

obecng: je-li jiz dokazano, Ze k, = n, dostavame k,,, > n a tedy k,4+q = n + 1.)
Pfiklady vybranych posloupnosti:

(34) ay, a4, a6, ag, ... (ky = 2, k; = 4, ..., obecng k, = 2n);

(35) ay,as,as,aq,...(ky =1,k; = 3,...,0becnd k, = 2n — 1) ;

(36) ay,a., as,ay6,...(ky =1, k; = 4,...,0becné k, = n?) ;

(37) a3, a3, as, a;, ayy, ay3, ayq, ... (Obecné k, = p,, kde p, znadi n-té prvoiislo;

snad vite, Ze existuje nekone&né€ mnoho prvocisel, takZe dostdvime vskutku
nekone&nou posloupnost);

(38) as,a¢,as,ag,...(ky =5, k; =6, ..., 0becnd k, = n + 4).

Véta 62. Necht posloupnost (18) md limitu a; potom ka?dd vj:b}'and posloupnosi
md limitu a (takZe viechny vybrané posloupnosti jsou konvergentni a maji touZ
limitu).

’

Dikaz. BudiZ (33) vybrana posloupnost; jeji n-ty &len ozna&me pro zkraceni
b,, tak¥e b, = a, . Mame dokazat, Ze lim b, = a. BudiZ ¢ > 0; jeZto lim a, = a,
existuje n, tak, Ze pro n > n, je |a, — a| < &. Je-lin > ny, je k, > nq (nebot k, = n)
a tedy |b, — a| = |a;, — a| < ¢; tedy vskutku lim b, = a.

Pfiklad 5. PoloZzme a, = l, takZe lim a, = liml = 0. Vytvofime-li vybrané
n .

n
posloupnosti, uvedené v (34) az (38), dostaneme lim—l- = lim L limi =
2n 2n—1 n?

= lim L = lim =0.

Dn n+4

Ptiklad 6. PoloZme a, = (— 1)"**, takZe mame posloupnost 1, — 1,1, — 1,...
Vybrana posloupnost (35) je 1, 1, 1,... a ma limitu 1, kdeZto vybrani posloupnost
(34)je — 1, — 1, — 1, ... a m4 tedy jinou limitu — 1. Posloupnost 1, —1,1, -1, ...
Jje tedy divergentni (podle v&ty 62), coZ jsme jinym zpiisobem zjistili jiZ v § 1.
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Cuicent
1. Je-li k celé kladné, lim g, = g, je lim @k = a¥; totéz plati pro k celé zéporné, je-li a + 0.
‘ . k
1
2. Z cvieni 1 odvodte: pro kaZzdé celé & je lim (’i> =-1; pro kaZdé celé kladné k je
n A

limn~* = 0.

3. Je-li k pirozens &islo, a, > 0, lima, = a, je lim&/a, = %/a. (Navod: budiz £> 0;
kdyby bylo &/a, =%/a + ¢, bylo by podle binomické véty a, = a + &*, coZ je pro velkd r
nemozné. Podobné nemiize byt /a = %/ a, + € pro velka n. Pro dosti velk4 n je tedy K/a — & <
<X/a,<Kfa+e)

4. lim"%/n =1 (pro n > 1 polozme %/n =1+ h,, tedy h,> 0; binomickd vita dév
n> 3n(n — 1) h2, odtud lim 42 = 0 a podle cviteni 3 téZ lim 4, = 0).

5. Necht existuje Cislo 6 < 1 a prirozené &islo ny tak, Ze pro kazdé n = n; je "\/ia—n-[ =4
potom je_lim a, = 0 (uzij ptikl. 3 a véty 58).

6. Necht existuje 6 < 1 a pfirozené n, tak, Ze pro kazdé n = ny je |a,+,| < dla,|; potom
jelima, = 0(pron > ny je la,] < 8".6™|a,,|; uzij pHkL 3, (31) a véty 58).

7. Je-li lim /ja,| < 1, je lim a, = 0 (budiz / hodnota té limity; pro dosti velk n je "\/[a,| <
< (I 4 1); uZij cvieni 5).

8. Obdobns: je-li lim | 221

<1, jelima, =0.

n

9. Z cviceni 8 odvodte lim (@" : n!) = 0, lim ((n!)? : (2n)!) = O.

10. Z cvieni 6 odvodte lim (n! : n") = 0 (klademe-li a, = n!: 1", je
1, 1\ 1
Intt _ U 2L seof(1+2) =140 2).
a, 1\ 2 n n
14 -
n

11. Je-li x| < 1, k celé, je lim n¥x" = 0 (uZij cvident 2, 8).

12. Je-li ay, a,, ... omezend posloupnost, je infa, =< supa,. Znameni rovnosti
n=1,2,... n=1,2,...

plati jen tehdy, jsou-li si vSechny &leny rovny.

13. Je-li ay, a;, ... shora omezend, je — a;, — a,, ... zdola omezend a je inf (— a,) =
n=1,2,e

= — sup a,. Obdobné, vyménime-li slova ,,shora* a ,,zdola®.
n=1,2,...
. 14. Je'li ay, ay, ... shora omezena a je-li b, < a, pro viechna n, je té% by, b, .-. shora
omezend aje supb, = supa, Obdobn& prozdola omezené posloupnosti.
n=1,2,.. n=1,2,...
15. Je-li a,, a;, ... shora (zdola) omezend, je i kazdd vybrand posloupnost @k;s @kzs e
shora (zdola) omezend a jest sup ax, = supa, (inf @, = infa,).

n=1,2,... n=1,2,... n=1,2,... n=1,2,...

16. Zjistéte, které z posloupnosti (2) a% (11) jsou shora (zdola) omezené a najdéte jejich
supremum (infimum). :
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§ 3. Nevlastni limity. Posloupnosti (6), (7), (8), (9) z § 1 jsou divergentni, jeZto nejsou
omezené. Pfesto nékteré z nich maji zvlasté jednoduché vlastnosti. VSimné€me st
napf. posloupnosti

(6) 12,2232, 42, . (a, = n?).

Vidime, Ze ¢leny této posloupnosti ,,s rostoucim indexem vzriistaji nad kaZdé ¢islo*;
piesné fedeno: ke kaZzdému d&islu A existuje &islo n, tak, Ze pro kaZdé pfirozené Cislo
n > ngy je a, > A. Vskutku: je-li pfedné 4 < 0, stadi volit ny = 0, nebot pro n > 0
jen® > 0 = A;je-li viak za druhé 4 > 0, sta&i volit n, = \/Z,s)'nebot’ pron > n,je
n? > n = A. Je ptirozené: &im v&tsi je A, tim v&t$i musime volit ny, chceme-li, aby
pro viechna n > n, bylo n? > A.

Podobnou vlastnost (jenZe s opagnym znamenim) ma posloupnost
©) -1,-3,-5-7..(a,= —2n+1).

Zde plati toto: at je A jakékoliv Cislo, existuje €islo n, tak, Ze pro viechna n > n,
je a, < A. Sta&i vskutku volit n, tak, e — 2ny + 1 = 4, tj. ny = (1 — A); pro
n>ny je pak —2n + 1 < — 2ny + 1 = A. Ptirozeng: volim-li A daleko vlevo
na &iselné ose (tj. volim-li-4 zaporné s velmi velkou prostou hodnotou), vyjde n,
velmi veliké; napf. pro 4 = — 1000 vyjde n, = 500 + %, pro A = —.100 000 vyjde
n, = 50000 + 3 atd.

Vlastnosti posloupnosti (6), (7), je% jsme prsvé probrali, vyjadtujeme kritce
slovy: posloupnost (6) ma nevlastni limitu + oo, posloupnost (7) ma nevlastni
limitu — co. Definujeme pak obecné:

Definice 7. Necht ke kaZdému Cislu A existuje ng tak, Ze pro kazdé n > n, je
a, > A. Potom Fikdme, Ze posloupnost ay, a,,... md nevlastni limitu + o© (c':ti:
plus nekone€no) a vyjadFujeme to znakem

(39) ‘ lima, = + .

n-* o0

Definice 8. Necht ke kaZdému Cislu A existuje ny tak, e pro kafdé n > n, je
a, < A. Potom Fikdme, Ze posloupnost ay, a,, ... md nevlastni limitu — oo (&ti:
minus nekoneéno) a vyjadiujeme to znakem

(40) lima, = — .

n—+aw

Ctenaf se nemusi lekat toho, Ze se v (39), (40) vyskytuje + oo, — o0, atkoliv
jsme tyto dvé& véci dosud nedefinovali. Vzorec (39) (a podobng (40)) je pro nis prost&
nedélitelny symbol, ktery neznameni nic jiného, neZ Ze posloupnost a4, as, ... mé

8) Mohli bychom oviem za ng, volit téZ kterékoliv &islo vESi neZ \/ A.
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vlastnost, popsanou obsirn& v definici 7 (nebo 8).°) Rovn&Z snad Stenéfi nevadi, Ze
,,nevlastni limita* podle def. 7, 8 néni ,,limitou* ve smyslu definice 6.1°) Ostatng se
limit€ ve smyslu definice 6 fikava Casto ,,vlastni limita*, aby se odliSila od nevlastni
limity. Slovem ,,limita* bez daldi poznimky budeme v této knize rozumét vidy
vlastni limitu; kde pfipoustim téZ nevlastni limitu, pfipomenu to vyslovné. Slov’
,,konvergentni posloupnost* uZivime jen pro posloupnosti, jeZ maji vlastni limitu;"
ostatni posloupnosti nazyvame divergentnimi, i kd_yi maji nevlastni limitu.

};’fi.'kléd 1. Jiz jsme zjistili, Ze lim n* = + oo, lim (— 2n +1) = — 0.
Priklad 2. Jeli dana posloupnost

(41) T PN

jsou zfejm€ moZné jenom tyto pnpady

1) Existuje vlastni lim a,.

2) Jest lim a, = + oo.

3) Jestlima, = — co. '
4) Neexistuje ani vlastni ani nevlastni lim a,.

Tordim, Ze se tyto étyFi moZnosti navzdjem vyluéuji. Ze &vrti mo¥nost vyluduje
Pprvni tfi, je jasné: Ze se prvni tfi moZnosti navzijem vyluduji, bude ifejmé dokézano,
dokaZeme-li tato tfi tvrzeni: A) M4-li posloupnost (41) vlastni limitu, je omezen4
(shora i zdola). B) Je-li lim a, = + oo, je posloupnost (41) zdola omezen4, ale neni
shora omezena.. C) Je-li lima, = — oo, je posloupnost (41) shora omezend, ale’
neni zdola omezena. Tvrzeni A) bylo dokazano ve vété 54. BudiZ nyni lim a, = + o;
budiZ K libovolné &islo. Potom existuje pfirozené- &islo n, tak, Ze pro n > ng je
a, > K. Tedy neni posloupnost (41) shora omezen4. Za druhé je pro kazdé n platna
nerovnost.a, = Min (a4, s, ..., a,,;, K), takZe (41) je zdola omezen4. Tim je doka-
zano tvrzeni B); tvrzeni C) se dokaZe obdobng.

Piiklad 3. Z pfikladu 2 ihned nésleduje, Ze véta ,,kaZzda posloui)nost ma nej-
vySe jednu limitu* (v&ta 51) ziistava v platnosti i tehdy, pfipoustime-li téZ nevlastni
limity.

Piiklad 4. Ma-li posloupnost (41) vlastni nebo. nevlastni limitu, ma kaZda
vybrané posloupnost ’

(42) Apps Apgs o+

9) Mohli bychom téz rozsifit mnoZinu redlnych &isel o dvé ,,véci*, zvané + o, — o a pojimat
vzorce (39), (40) skutecné jako rovnost mezi levou a pravou stranou; pozdéji tak skutec-
né udinime, nikoli v8ak v této elementarni knize.

Také v obecné mluvé se vyskytuji podobné tikazy. Definujeme-li- pojem ,,matka slovy
»matka osoby A je Zena, kterd osobu A4 porodila* (coZ je obvykly smysl slova matka), neni
nevlastni matka osoby 4 matkou osoby A. ’ )

10)
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touZ limitu. Dikaz: Pro vlastni limitu viz vétu 62. BudiZ za druhé lima, = + .
BudiZ A4 libovolné &islo; existuje ng tak, Ze pro n > ngjea, > A.Je-lin > ny;jek, >
> n, (jeito k, = n) a tedy a,, > A4; tedy lim a;, = + oo. Pfipad lima, = —
se FeSi obdobné. '

Pfiklad 5. Priklady ke &tvrté moZnosti pfikladu 2: posloupnosti

(4) 1’—1’ 1,—1, 1,—1,...
® —1,2,—3,4, —5,6,...
) 1,1,2,43, 54,4,

nemaji ani vlastni ani nevlastni limitu,') nebot z kaZdé z nich lze vybrat dv& posloup-
Josti s riiznymi (popf. nevlastnimi) limitami:

Z posloupnosti (4):

1,1,1, ..; =1, =1, =1, ..; limity 1, —1 .
Z posloupnosti (8):

-1,-3,-5,..;2,4,6,...; limity — o0, + o© .

Z posloupnosti (9):

1,2,3,4,...;1,3, 3, 5 ...; limity + 0,0.
Pfiklad 6. BudiZ dana posloupnost

(P) as, a, as, ...

a budiZ dana jakakoliv posloupnost pfirozenych &isel ry, 5, r3, ... Sestrojme posloup-
nost (P’) takto: napfed pfijde ry-krate &len a,, potom r,-krite Elen a, atd. Je-li
napt.ry =2, r,=1,r; =4, r, = 2,..., vypada (P’) takto:

as, a4y, 4z, as, as, as, s, Ag, Ay, As, .-

Tvrdim: ma-li jedna z posloupnosti (P), (P') limitu (vlastni nebo nevlastni), maji
obé& limitu, a to touZ.

Dikaz. I. Necht mé (P’) limitu (stile pfipoustim i nevlastni); jeZto (P) je vy-
brana posloupnost z (P'), mé i (P) touZ limitu. II. Necht ma (P) limitu, napfed tfeba
vlastni: lim a, = a. BudiZ & > 0. Existuje pfirozené n, tak, Ze pro n > n,y je |a, —
— a| < &. PoloZme ny =ry + r, + ... + r,,. Prvnich n, &lend posloupnosti (P)
Jjsou pravé ay, ..., a,, (prvni z nich r,-krate atd.); za nimi pfijdou jiZ &leny a,, s inde-
xem m > ny. Je-li tedy n > ny, 1isi se n-ty ¢len posloupnosti (P’) od &isla a o méng
nez e. Tedy ma posloupnost (P’) limitu a. Podobng se fesi pfipady lim a, = + oo,
lim a, = — oo (pouze misto |a, — a| < ¢ se piSe nerovnost a, > A, popf. a, < A).

iy y posloupnosti (8) to plyne téZ z toho, Ze neni shora ani zdola omezena.
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Ptiklad 7. Je-li lim a, = + oo, je lim (— a,) = — oo a naopak, je-li lima, =
= — o, je lim(— a,) = + oo. Dikaz: BudiZ lima, = + co; budiz dano A.
K &islu — A existuje n, tak, Ze pro n > ny je a,> — A, tj. — a, < A. Tedy
lim (— a,) = — oo. Druh4 &st obdobné.

Ptiklad 8 (dilezZity). Pro |a| < 1 je podle § 2, pfikl. 3 lim a® = 0. Proberme
jest& ostatni pripady. I. Je-lia = 1,jelima” = 1.II. Je-lia > 1, poloZme h = a — 1,
tedy h >0, a=1+h, a"=(1+ h)"= 1+ nh > nh. Budiz A libovolné &islo,

poloZme ngh = A, tj. ng = f Pro n > ngy je a" > nh > nyh = A4; tedy lima” =

= 4 oo. IIl. Je-li a < — 1, je |a| > 1 a tedy lim |a|" = + c0. Vezméme vybrané
posloupnosti
a?, a* ab, ...;a',a%a° ...,
tj.
lal?, lal*, |al®, ...; — lal', = lal?, — lal®, ...

prvni ma limitu 4+ oo, druha — co. Tedy neexistuje lim a” (vlastni ani nevlastni).
IV. Obdobny vysledek plati pro a = — 1 (posloupnost — 1, 1, — 1, 1, ...). Tedy
celkem: lima" =0 pro —1 <a <1, lima"=1pro a =1, lima" = 4+ o pro
a > 1. Pro a £ — 1 neexistuje vlastni ani nevlastni limita.

Cviceni

1. K definicim 7, 8 Ize uéinit obdobné pozndmky A), B), C), jako byly uinény k definici 6
ve cviceni 1, § 1. Pozndmka C) m4 nyni tento tvar: Smysl definice 7 se nezméni, omezime-li se
na ona 4, jez jsou vétsi neZ jakékoliv pfedem dané &islo Ag; podobné se v definici 8 smime omezit
na hodnoty 4 < 4,.

2. Véta 53 plati i pro nevlastni limity; proto miZeme (a také budeme) o nevlastnich limitich
mluvit i tehdy, kdyZ koneény pocet ¢lent posloupnosti neni definovan.

3. Je-li lima, = 4+ o (popf. — ) a existuje-li n; tak, Zze pro n> ny je b, = a, (popi.
b, < a,), je téz limb, = + o (popf. — ).

4. Je-li lima, = + © nebo — 0, je lim|a,| = + . Obritit se tato v&ta nedd: je-li
a, = (— 1)" n, je lim |a,| = + oo, ale lim a, (vlastni ani nevlastni) neexistuje.

5. Nevlastni limita lim a, existuje tehdy a jen tehdy, je-li lim|a,| = + oo a jsou-li pro
> n, viechna a, kladna (potom je lim @, = + o) nebo viechna a, zaporna (potom je lim a, =
= — ). Srovnej s cvienim 4.

. - . . . a . . v . e
Rovnice (31) obsahuji véty o lim (a, £ b,), lim a,b,, lim b—" Nasledujici cvi¢eni obsahuji
" n
obdobné véty pro nevlastni limity.

6. Je-li lima, = + o a je-li posloupnost b, b,, ... zdola omezgné, je lim (a, + b,) =
= + o (navod: b,> k; budiz dano A; existuje ny tak, Ze pro n> ngy je a,> A — k, tedy
+ b, > A). Specidlné: existuje-li limb, = — ¢ a je-li lima, = + o, je lim(a, + b,) =

an
= - @.
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7. Je-li viak lima, = + oo, limb, = — oo, jsou moZné nejriznéjii pripady: budi tfeba
a, =n; je-li b,=—n+a, je lim(a, + b,) = a; je-li b, = — In, je lim(a, + b,) = + c0:
jelib, = — 2n,jelim (a, + b,) = — oo;je-lib, = — n + (— 1)", neexistuje lim (a, + b,) (vlast-

ni ani nevlastni).

8. Proberte obdobné k cviteni 6 pfipad lim g, = — 0.

9. Jelilima, = + oo a existuje-li kladné &islo b tak, e pro n> n, je b, = b, je lima,b, =
= + oo; plati-li b, < — b misto b, = b, vyijde lim a,b, = — . Specidlnd:- je-li lima, =
= + oo a existuje-li lim b, (vlastni nebo nevlastni) riznd od nuly, existuje nevlastni lim a,b,;
:snadno zjistite, kdy + o a kdy — oo. Obdobné pro lim a, = — .

10. Je-li viak lima, = + o, limb, = 0, jsou moZné néjrﬁznéjﬁ pfipady: sestrojte pfi-
klady, v nich% lim a,b, je 4+ o, — oo, 0, vlastni kladn4, vlastni ziporn4, popf. viibec neexistuje.

11, Je'li ¢> O, lima, = + o, je lim ca, = + o, lim (— ca,) = F o, kde plati budto
‘viechna horni nebo viechna dolni znameni.

12. Je?to ovldddme nésobeni (cviceni 9, 10, 11), stadi, kdyZ misto podilu vy$etfime prevra-
. : 1
«cenou hodnotu. DokaZte: tehdy a jen tehdy je lim|a,] = + oo, je-li lim — = O (nevadi, je-li
a

n
a, = 0 pro konecény pocet hodnot n, viz cviteni 2).

. . Lo 1 T |
13. Je-li lima, = 4+ © nebo lima, = — o, je lim — = 0. Naopak: jellilim — = 0
all all
a jsou-li viechna a, pro n> n, kladnd nebo viechna zipornd, existuje nevlastni lim a,.
1
‘Omezeni o znaménku je nutné: pro a, = (— 1)". n neexistuje lim a,, a¢ lim — = 0.
all

14. Je-li lim a, = 0, nemusi byt lim

‘ 1
=+ © (pﬁklad; a, = 0 pro viechna n, —nem4

n all

:smyslu }. Plati viak: budiZ lim a, = 0; je-li @, & 0 pro n> ny, je lim |—| = + oo;je-lia,> 0

n

1 1
pro n> ny, je lim — = + oo; je-li @, < 0 pro » > ny, je lim —= — oo.
a, ' an
15. Budte d4na &isla Ay, Ay, ..., 4y, k celé kladné, 4, + 0. Potom je lim (4gn* + Ayn* ™1+
+ eoe + Ag_yn+ A) = + © pro Ay > 0, = — ® pro Ay < 0 (ndvod: vytkndte n* a uZijte
«cviceni 9). '

16. Budte k, / celd neziporni &isla, Ag =+ 0, By + 0. Stanovte

Aok + An 4 L+ 4,
m H
Bonl + Bln'_l + eee + B‘

A .
vyjde B—o pro k =1,0 pro k < I, + c nebo — oo (podle toho, zda 4,, B, maji stejna &i riznd
. 2o
znameni) pro B> I .

17. Existuje-li &islo 6 > 1 a pfirozené &islo ny tak, Ze pro kaZzdé n = ny je
a,>0, "fa,> 3,
je lim g, = + oo (ditkazy v cvi¥eni 17 aZ 20 jsou obdobné ;iako v § 2, cvieni 5 aZ 8).
18. Jeli lim"\/z, > 1 (po ptip. = + @), je lima, = + <.
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19. Existuje-li &islo 6> 1 a pfirozené n; tak, Ze a,, > 0 a Ze pro n = n, je >4, je
’ n
lima, = + ol?.
. LTS . e
20. Je-li a,> O pro n> ny, lim > 1, jelima, = + .
n
21. Kdybychom ve cviCeni 19 misto a,, > 0 psali a,, < 0, dostali bychom lima, = — .
. 1
. n+1 - |@n+1 .
Kdybychom podminku an, > 0 vynechali a misto > § psali l> d, dostali bychom
a, a,

lim |q,| = + co.

22. Jeli lim (@44 : a,) < — 1, je lim|a,] = + oo, ale lim a, neexistuje (ani nevlastni).

23. lim "\/F =+ co.(Néavod: budiz A > 0; podle § 2, cviteni 9 je A" < n! pro n > ng;
utvoite n-tou odmocninu).

24. Budiz k celé; podle § 2, cviteni 11 je lim #*x™ = 0 pro |x| < 1. VySetfete jeité ostatni
hodnoty x. Pro x = 1 vyjde limita + oo, 1, 0, podle toho, zda ¥ > 0, =0, < 0. Pro x > 1 je

limita + oc. Prox = — 1,k < 0jelimita 0. Pro x = — 1, k = 0 limita (ani nevlastni) neexistuje,
ale lim |[n*x"| = 1. _
V ostatnich pfipadech (x = — 1, k > 0 nebo x < — 1) neexistuje limita (ani nevlastni),

ale lim [n*x"] = + 0.

§ 4. Monoténni posloupnosti. Jestlize v posloupnosti

(43) ay, a,, as, ...

je a, < a,;; pro kazdé n, tj. je-li kaZdy nésledujici Elen v&tSi neZ predchazejici,
fikame, Ze posloupnost (43) je rostoucs; v takové posloupnosti je tedy a; < a, <
< a3 < ... Mnoh¢ tvahy, platné pro rostouci posloupnosti, plati i tehdy, nahradi-
me-li znameni < znamenim <. Proto divame takovym posloupnostem zvlastni
jméno: je-li a, < a,,, pro kazdé n, fikame, Ze posloupnost (43) je neklesajici.
KaZda rostouci posleupnost je neklesajici, ale ne naopak. Obdobné: je-li a, > a,+,
pro kaZdé n, fikdme, ¥e posloupnost (43) je klesajici; je-li a, = a,+4 pro kazdé n,
fikame, Ze posloupnost (43) je nerostouci (kazda posloupnost klesajici je ovsem
nerostouci, ale ne naopak). Posloupnostem neklesajicim a posloupnostem nerostoucim
davame spoledny nazev: posloupnosti monoténni. Na nizvy pravé zavedené nutno
dat trochu pozor: posloupnost, ktera neni ,,rostouci‘, nemusi byt proto jesté ,,ne-
rostouci®‘; napf. posloupnost

1.1111 1 1
3 ",19 Ty Ty Ty Treee | G2p—1 T s Q2p T ——
® 2’4365 (2‘ wm 2n—1)

12y v predpoklddané nerovnosti a,;, :a,> O je obsaZen (nevysloveny) predpoklad, %e pro
n = ny je a, == 0; jinak by totiZ leva strana nerovnosti neméla smysiu. Obdobné je tfeba
‘rozumét takovym vyrokiim v podobnych ptipadech: vyslovim-li nékde pfedpoklad (nebo
tvrzeni), Ze je napf. 4 = B, pfedpokldddm (popf. tvrdim) tim, Ze piedné oba vyrazy 4, B
maji smysl a za druhé, Ze si jsou rovny. '



neni ani rostouci

1 1 1
e -, obecné a,, = > = a,,
(nebof napf. 1 > 4 2 n—1 2 + 1) 2 +1)

ani nerostouci

! 1 1 1
nebot napf. — < 1, obecné a,,_; = — < = a,,).
( P2 1T on T2 -1 2)

Viechny monoténni posloupnosti tvoii jen zcela specialni, ale velmi diileZitou tfidu
posloupnosti. Z posloupnosti (2) aZ(11) v § 1 jsou (2), (7) klesajici, (6), (10) rostouci,
(5) nerostouci a soudasn& neklesajici (pro kazdé n je a, = a,4+, = 2, tedy a, = a,+,
a soudasné a, < a,,,), kdezto (3), (4), (8), (9), (11) vitbec nejsou monoténni.

Pro monoténni posloupnosti dokaZeme nyni dvé svrchované dileZité véty.
BudiZ pfedn& (43) posloupnost neklesajici; potom je zdola omezend (nebot’ a, je
jeji nejmensi ¢&len, takZe infa, = a,); miZe také, ale nemusi byt shora omezena

n=1,2,...

(viz (10), (6)). ,,Shora omezena* znamena tedy pro neklesajici posloupnosti totéZ jako
,,omezena*, Plati pak tato véta:

Véta 63. Posloupnost (43) budiz neklesajici. Neni-li shora omezend, jelim a, =
' . n— o
= + o0. Je-li shora omezend, md vlastni limitu

(44) lim a, = supa,.
R 00 n=1,2,...
Diikaz. I. Neni-li (43) shora omezen4, existuje ke kazdému A pfirozené Eislo
n, tak, Ze a,, > A (tj.: aspoii jeden &len posloupnosti je v&tsi nez A). Jezto posloup-
nost je neklesajici, plati pro n > ng nerovnosta, = a,,, tedy a, > A. Tedyjelim a, =
= + .

II. BudiZ (43) shora omezend; polofme G = supa,. Je tedy pfedn& a, < G
n=1,2,..
pro viechna n. Za druhé: je-li ¢ > 0, existuje v posloupnosti aspofi jeden Elen vétsi
nez G — ¢, tj. existuje pfirozené &islo n, tak, Ze a,, > G — &. Pron > nyjea, = a
tedy G —e<a,=G <G+ ¢t |a, — G| <e. Tedy je lima, = G.

no?

Diisledek. Je-li posloupnost (43) neklesajici a shora omezend, je a; < lim a,
n—>o0

pro kazdé prirozené k; to je zfejmé podle (44), nebot je jistd

a, < supa,.
n=1,2....

Podobné: je-li posloupnost (43) nerostouci, je vZdy shora omezena (nejvétsi &len =
= a, = sup a,); zdola omezena byt miZe; ale nemusi (viz (2), (7) v § 1). Plati pak
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Véta 64. Posloupnost (43) budiz nerostouci. Nem-ll zdola omezend, je lim a,

n—-+®©

= — 00. Je-li zdola omezend, md vlastni limitu

(@s) - lima, = infa,.

n— oo n=1,2,...

Disledek. Je-li posloupnost (43) nerostouci a zdola omezend, je a, = lim a,

n—o

pro kaZdé pFirozené k.

Ditkaz, ktery je zcela obdobny diikazu véty 63, prenechavam Stenafi. Viz téZ
cvideni 1. Z vét 63, 64 plyne ihned

Véta 65. Monotdnni posloupnost je konvergentni tehdy a jen tehdy, je-li
omezend.

Ze kaZ?da konvergentni posloupnost je omezena, vime (v&ta 54). Vime v3ak také,
Ze omezenad posloupnost nemusi byt konvergentni (napf. posloupnost (4) v § 1).
.Ale monoténni omezena posloupnost je vZdy konvergentni.

Véty 63 aZ 65 jsou zakladniho vyznamu. Pfedstavme si, Ze chceme podle definice
6 zjistit, zda né&jaka posloupnost a,, a,, ... je konvergentni; k tomu cili sestrojime
vyraz |a, — al; zjistime-li, Ze ke kaZzdému ¢ > O existuje ny tak, Ze pro n > n, je
la, — a| < &, je posloupnost. konvergentni a ma limitu a. Abychom vSak tohoto
postupu mohli uZit, musime napfed néjak uhodnout, které &islo a by mohlo byt
limitou posloupnosti, nebot jinak bychom vyraz |a, — a| nemohli sestrojit.

U monoténni posloupnosti vSak stadi zjistit, Ze je omezena: potom je jisté kon-
vergentni, i kdyZ nemame na prvni pohled viibec ponéti, jakou hodnotu by limita
‘vySetfované posloupnosti mohla mit; v tom je vyznam vét 63 aZ 65. KdyZ jsme zjistili,
Ze posloupnost ma limitu (jejiz hodnotu tieba prozatim neznime), naskyta se oviem -
dalsi tkol: totiZ nalézt postup, kterym lze hodnotu této limity s libovolné malou
chybou vypodist; timto tikolem se budeme pozdgji téZ v mnohych pfipadech zabyvat
(viz téz ptiklad 3 v tomto §); ale prvni tikol, toti zjistit existenci limity, se &asto Fesi
piimym pouZitim véty 65.

Diikaz vét 63 aZ 65 spodiva na pojmu ,,supremum a infimum posloupnosti;
tento pojem spogiva (viz podatek § 2) pfimo na pojmu ,,supremum a infimum mno-
Ziny*; a tento pojem spociva na zakladnich vétach 39, 40. Vidite, Ze véty 63 aZ 65

M

souviseji uzce s vétami 39, 40; bliz8i o tom viz v cvieni 12.

Nasledujici pfiklady jsou velmi diileZité v matematice.
o - s ere o \" . , oex
Piiklad 1. Posloupnost, jejiZ n-ty élen je|1 + —), je konvergentni. PiSme
n

= (1 + 1) ; limitu lim a,, jejiZ existenci dokaZeme, budeme vZdy znagit e; a naopak
n

‘pismeno e bude vZdy znait toto &islo. Cislo e ie velmi diileZité, jak poznime pozd&ji.
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n+1
Diikaz. PoloZzme b, = {1 + —) ; tvrdim, Ze posloupnost by, b,, ... je klesa-
n

n+1 n+2
jici, tj. Ze (1 + 1) > (1 + 1 1) . Tato nerovnost (kterou méme dokézat)
n n+

plati tehdy a jen tehdy, plati-li
n+ 1\"*? n+2\"*2 /n+ I\""?2_ /n+ 2\"*?2 n+ 1
> , . > . ,
n n+1 n n+1 n

2\n+2 n+2
(I8 I S PPN S L
n(n + 2) n n(n + 2) n

" nebot (n + 1) = n(n +2) + 1.

Proh > 0, k > 1, k celé je (1 + h)* > 1 + kh; leva strana posledni nerovnosti
je tedy vEtsi nez 1 + (n + 2) 1 1+ 1— Tim je posledni nerovnost doka-
, n(n + 2) n
zana, takZe posloupnost by, b,, ... je klesajici a oviem zdola omezen4 (nebot b, > 0);
tedy existuje lim b, = A a tedy

n+1 n+1
I\ C+%' m0+%
m0+0=m e = n -
n

1+l lim(1+l)
n n

Tim je ditkaz proveden; A je pravé ¢islo, jeZ jsme se rozhodli oznadit pismenem e.

ti.

Tedy je

1\* ' 1n+l
lima, =e=1imb,, t. lim(l+—) =e=lim(1+—>
n n

n n+1
Ptiklad 2. Pro kaZdé n je (1 + l) <e< (1 + 1) (tj. a, <e < b,
n n

podrZime-li oznageni z piikl. 1).

Diikaz. Jezto by, b,, ... je klesajici posloupnost, lim b, = e, je podle disledku
véty 64 b, > b,,, = e. DckaZeme-li, Ze ay, a,, ... je posloupnost rostouci, bude podle
dusledku véty 63 a, < a,+; <'e. Podle binomické véty je

an=1+ﬁ_l+£u_i+w_i+_”+
1 n 1.2 n? 1.2.3 n?
L nln = )..(n—(n-1)1

1.2...n n’

7 — Jarnik: Difercncidlnf poZetl.
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o D)

PiSeme-li zde n + 1 misto n, dostdivame

a,,+1—1+1+—1— L et 2 V-2 ) &
2! n+1 3! n+1 n+1
(47) i V12 (1-=1) 4
n! n+1 n+1 n+1
1 (-1 1——2—)...1— " ).
(n + 1)! n+1/\, n+1 n+1

Prok=1,2,...,n—1je 1—E<1—-
n n -+

naje') — je tedy mensi neZ stejnolehly &len v (47); mimoto vystupuje v (47) jedté
dalsi novy kladny &len, totiZ

(nil)!(l—ni)(l_ni1)"'(1—n:1)'

Tedy je vskutku a, < a,44-

; kaZdy &len v (46) — od tfetiho podi-

Ptiklad 3. Pfiklad 2 ndm dava moZnost pocitat &islo e s libovolnou piesnosti,
tj. s libovoln€ malou chybou. Je totiZa; = 2,b; =4apron>1lje2 <a,<e <

<b,<4, b,=a, (1 + 1) =a, + la,,. Zvolime-li uréité n a vypodteme a, =
- n n

= (1 + 1) , bude &islo a, vyjadfovat &islo e s chybou'*) mensi nez b, — a, =
n

1 4 . . [ ey e s <
= —a, < —. Zvolime-li n dosti velké, miZeme tuto chybu uéinit libovolné malou.
n n

Napf. zvolim-li n = 4000, bude chyba mensi neZ 1000 Vidite, Ze by tento poétup '
byl velmi namahavy: k dosaZeni této pomérn€ malé pfesnosti bychom musili vypodist
(1 + 7555)*°°°.1%) Pozdgji si odvodime jiny postup, ktery nam umoZni nesrovnateln&

13y Pro n = 1 vystupuji oviem jen prvni dva &leny: a; = 1 + 1.
14y ,,Chybou* rozumime zde oviem &islo |e — a,].

1 4
15) Jeito a, < 4, vysel by pro Cislo — g, 0 néco lepsi odhad neZ —; ale ne o mnoho lepsi, nebot:
n n

1 2
a, >2atedy —a, > -.
" A
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pohodIn&jsi vypodet (kdo by jiZz nyni cht&l tento postdp poznat, nechf si probere
cviSeni 11).

Ptiklad 4. BudiZ x > 0; potom existyje vlastni limita lim n(3/x — 1).
Diikaz. Jde o posloupnost s n-tym &lenem a, = n(}/x — 1).
I.Prox = 1jev;= 1,a,=0,lima, = 0.
II. BudiZ x > 1, tedy téz 1/ x >.1, a, > 0, takZe posloupnost je zdola omezen4.
Stadi tedy jest€ dokazat, Ze je klesajici, tj. Ze a, > a,44, tj. Ze

(48) n(®/x — 1) > (n + 1) ("*1/x - 1). A
To nyni dokaZeme. PoloZme y = ""*1)/x, takZe y je ono kladné &slo, pro néz je
YD = x. Tedy ()")"* = x, tj. )" = "*1/x, ()"*1)" = x,tj. y"** = }/x. Nerovnost
(48), kterou mame dokazat, lze psat téz takto:
) A = 1) > (04 1) (7 = 1);
je#to x > 1,je y > 1. Jak okamZit¥ zjistite (a jak‘ostatné znate ze Skoly), jest
V=1=@=-0)0"""+y*+..+y+1),
yn+l__1=(y_1)(yn+yn'—l+ +y+1)
Délite-li nerovnost (49) kladnym &islem y — 1, vidite: (49) — a tedy té% (48) — plati
tehdy a jen tehdy, plati-li nerovnost
n(y"+yt+ Yyl 4+ L+ y+1)>
S+ '+ )y P+ +y+1)
a tuto nerovnost Ize psat ve tvaru (ode¢tu na obou stranich n(y"~! + y"~% + ...
ety +1)
(50) ny'>yl4y i+ L+ y+1.

Tuto nerovnost mame tedy dokazat. Ale nerovnost (50) plyne vskutku okamiitéf '
seétenim nerovnosti 1 < )", y < )", ..., y"~ ! < y*, jeZ jsou spravné, nebof y > 1.’

III. BudiZ 0 < x < 1; poloZme z = 1, tedy z > 1. Jest
x

an = n<n\/§- 1)=n(:/1;— 1)— 2 E D).

Podle bodu II existuje vlastni limita lim n(%/z — 1), podle ptikladu 4 v §2 je:
lim}/z = 1; podle (31) existuje téZ vlastni limita lim a,.

DokaZme jesté jednu vétu, kterou budeme potfebovat v nasledujici kapitole.

Véta 66. Ke kazdému redlnému &islu x existuje neklesajici posloupnost racio=
ndlnich ¢isel majici limitu x. P

Vid
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Dikaz. Ke kaZdému pfirozenému »n najdéme celé &islo k, tak, Ze

k k, +1
51 - <x<-= ;
() 2n—x‘ o

takové celé &islo k, vskutku existuje, a to jen jedno; nebot nerovnosti (5 1) znamenaji,
Ze ma byt k, < 2"x < k, + 1 a témto nerovnostem vyhovuje podle véty 46 pravé
jedno celé &slo k,, totiZ k, = [2"x]. Tim dostavame posloupnost racionalnich &isel

(52) ﬂ k_2 b_ . E"_
2922’23’- *y 2”1 e

" Srovnejme n-ty &len této posloupnosti s (n + 1)-vym Elenem. Podle (51) je

2k" =k_" S <£ﬂ_i__1 ,
2u+1 o - 2n+1
ted Zk < kn4q + 1, tedy 2k, < k,4q,'6) a ted ko - 2k o Fast yarge posloup-
y n n+1 ’ )’ n = “nt+1> y2'l - 2n+l = 2"+1’ P p

nost (52) je neklesajici. Dile je podle (51)

x——1—<&§x;
»r 2

jeito lim (x - lﬂ) = lim x = x, je podle véty 61 téZ lim -Ii:'; = x. Tim je vé¢ta do-
n— o n-*a0 n-*o

kézéna. :

Véta 66 je moZna &tenafi prijemna z tohoto diivodu: nase definice realnych Cisel
pomoci fezl se snad leckomu zdala trochu abstraktni. Ted mame trochu konkrét-
n&jsi vyjadieni relnych &isel: kaZdé realné &islo lze vyjadfit jako limitu posloupnosti
racionalnich &isel; dokonce maji ta racionalni &isla ve jmenovateli pouze mocniny
Cisla 2. Kdybychom misto 2 psali 10 a kdybychom véc sledovali podrobnéji, dospéli
Jbychom k vyjadfeni realnych &isel nekoneénymi desetinnymi zlomky; vratim se k této
otazce ke konci kapitoly IV.

Cviceni

1. Odvodte vétu 64 z vty 63 tim, Ze ptejdete k posloupnosti — a;, — a,, — aj, ..

2. Posloupnost nemaZe byt souasné rostouci a nerostouci ani kleSajici‘a neklesajici; muZe
viak byt nerostouci a soutasné neklesajici; kdy to nastane?

3. JestliZe existuje pFirozené &islo n, tak, Ze pro n = ny je a, < a, 43, plati: je-li ay, a,, ...
shora omezend, existuje vlastni lim a,; neni-li shora omezen4, je lim a, = + . Nemusi viak

n
byt lim a, = supa, Piiklad: pro posloupnost 5, 3, 2,4, ...|a,= pron =3
n—wo - n=1,2,.. n+1
je lim a, = sup a, =1, ale sup a, = 5.
n-> o n=3,4,5,... n=1,2,..

16y Uvaizte: jsou-lia,bceld,a < b + 1,jea < b.
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4. K dasledku véty 63: je-li ay, aj ,... rostouci a shora omezen4, je dokonce a; < lim g,
n=e -

pro kazdé k. Obdobné pro klesajici. p

5. Doka¥te novym zpusobem, Ze lim " = 0, 1,+oprob<a<l,a=1,a>1 (ptikl.
3,§2a8,§3). Navodpro0 < a < 1:a, a?, a3, . _)e klesajici zdola omezen4; existuje lim a" =
=«,0 <« =< a < 1. Vybrana posloupnost a? a3 a*, ... (n-ty &en a. d") m4 limitu «, souasnd
viak ax; tedy o« = ax, &« = 0.

6. DokaZte novym zpisobem, Ze lim "\/ x=1 pro x > 0 (viz pfiklad 4, § 2). Ndvod pro
x > 1: posloupnost je klesajici, m4 vlastni limitu @ = 1. Je 'Vx > a, d" < x; tedy je a, az, a3, ...
shora omezend, tedy a < 1 (cviCeni 5), tedy a = 1.

7. BudiZ k pfirozené &islo; potom je lim "\/ n = -+ oo. Ndvod: jde o rostouci posloupnost'
n—

kdyby bylo "\/ n < A pro viechna n, bylo by n < A* — spor.
8. DokaZte novym zpusobem, Ze lim "\/;:- = 1 (cviteni 4, § 2). Ndvod: od 4. &lenu po

1 n
sloupnost kles4 (podle piikl. 2 je (l + -';) <4=npron=4,tedy(n+1)" < ity [n+1<

<n/n) Existuje lim "\/n = = 1. TéZ (vybran4 posloupnost) lim 23/2n = &, a tedy lim /2n =

= o2 Alelim"/2n = lim%/2 . lim "/ = & (cviteni 6). Tedy o = 1,02 = &, tedyo = 1.

1 -n
9. lim (l - —) =e (névod: za znamenim lim stoji <—"—l-).) .
n n—

10. Z vysledku prikladu 2 odvodte lim n(/e — 1) = 1.

11. Odvodime pohodlny postup pro vypolet &isla e. Zvolme prozatim pevn& pfirozené
&islo & = 3. PoloZme

STRTET VA T T
A96-9-6-2)

Pro n > k vznika ¢, z a, (str. 98) tim, Ze ve vyrazu (46) podrZim vpravo z n +4 1 séitancﬁ pouze

prvnich k& + 1 stitanci, takZe .

(53) a,>c, pro n>k.
1 2 k—1

Jeito lim(l - -) = lim (1 - —) =...=lim (1 - ——) =1, je
n n n

(54 lim ¢, = o, kde o = 1 + + + + vee +

Jezto lim a, = e, je podle (53) a podle véty 60

(55 e,
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. - 1 2 —1
Nahradme za druhé ve vyrazu (46) viechny (Cinitele 1 — -, 1 — — ..., 1 — = Cislem 1;
- n n n
tim se vyraz zvétsi, tak?e pro n > k bude
<1 1 1 1 _ ;
(56) a,,_ +ﬁ+?!+..-+-’7!-—ak+ ko o

1 1 1 1
= — ooe =
Ha =0 ((k+1) farnEry T T ki DG 0 - 1)n>—

1 "d

=— —_—,
T Kl =1k + DT

1 -
Polozime-li paarial je @+ + .+ HU - =qg—q¢" 1 < g tedy 4, <

1 q 1
<—f — =
k! 1—q k.k!

1
. Podle (56) je tedy a, = «; + R 17y, tedy (vizpozn.4v §2) téZ e =

1
Soq + TR Pro kaZdé celé k = 3 je tedy (viz (55))

. 1 1 1 1 1
(57) atéeéak+m—!tj.0§e—<l+i+?! +.-.+E)§k.k!.

1
JeZt6 pro vétsi hodnoty k je P velmi blizko nule, Ize takto &islo e velmi pohodlné poditat.

1 3
10.101 < Io—g; odtud vypolteme e s chybou men3i nez 10”7 (jest |le — 2,7182818| <

. < 10~7), Ptirozen$ dostivime z (57) téz nové vyjadreni &isla e limitou:

Napi.

1 1 1 1
58 e=1lm (l1+—+—+—F+...4+—}.
©8 k-.m(+l!+2!+3!+ +k!>
12. Zikladem, na némZ budujeme, je arit metika redlnych Cisel a véta 40. Uvédomte si, Ze
jsme pii dikazu vét 51 aZ 62 vitbec véty 40 neu #ivali.!®) Teprve k dikazu vét 63 az 65 jsme uzili
vét 39, 40. UkdZeme naopak: z aritmetiky redln ych Cisel a z véty 63 plyne véta 40. Navod: budiz
M neprédzdnd, zdola omezend mnoZina Ciselnd. Kazdému # lze tedy pfifadit Cislo k, tak, Ze 4,

k
Jje nejv&tsi celé Cislo takové, Ze 24dné Cislo z M neni mensi nez -2—: ; existuje tedy aspoti jedno &islo

ka

k, ks ky
22’ vy 2n,'

v M, jeZ je menSi nez

1 k
. Snadno zjistite, Ze posloupnost ?1, ..jeshora omezeni

k .

a neklesajici, tak¥e podle véty 63 existuje lim — = g. Snadno zjistite, Ze &islo g ma vlastnosti
n— 00 2"

uvedené ve vété 40.

”) Vtip je v tom, Ze pro v¥echna &isla a, od (¥ + 1)— vého poéinaje, tj. pro Ay 15 Bp 2505135+ >
dostdvame touZ nerovnost, nebof prava strana nezavisi na .

18y yUszili jsme ji oviem pii definici pojmi ,,supremum a infimum posloupnosti* na zagatku § 2,
ale t&chto pojmi jsme v § 2, 3 vabec déle neuzili; oviem v onéch piikladech, kde se vyskytuje
odmocnina, bylo pouZito véty 40, nebot dukaz existence n-té odmocniny (véta 43) spocival
na vété 40. Véta 39 je oviem dusledkem véty 40, jak vime.
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L

Odtud je vidét zakladni vyznam vét 63 aZ 65: vedle aritmetiky redlnych &isel jsme mohli
misto véty 40 vzit za zdklad vétu 63; byli bychom ovSem musili podat pfimy dikaz véty 63,
opfeny o teorii fezd, tj. o uvahy I kapitoly, coZ provedeme v nasledujicim cvi€eni. -

13. Budiz &, = (4,/B,); budiZ &y, &,, ... posloupnost, fezi 1. nebo 3. druhu takovs, Ze
&y Z oy Z 63 = ... a e existuje fez A tak, Ze je A < &, pro viechna 7. (Znak « = B znati oviem:
je budto « > B nebo & = f#.) Definujme fez y =.(C/D) tak, Ze do D -didme viechna raciondlni
&isla, jez patii do n&které skupiny B,. Zjistite: je y =< «, pro kazdé n; je-li viak 9’ > p, existuje
aspoii jedno n tak, Ze &, -<y'.19) Prejdete-li od fezii k redlnym Cislim (podle vzoru kap. 1, § 7),
dostanete snadno vétu 64 a odtud zménou znameni vétu 63.

.

19) Cela tato tivaha se ovicm jen nepodstatné lisi od diikazu véty 40.
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