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SOUVISLOST MEZI FERMATOVYMI KVOCIENTY
A KVOCIENTEM WILSONOVYM

KAREL LEPKA

(Clinek je vénovdn 75. vyjroéi dmrti M. Lercha)

3. srpna 1997 uplynulo jiZ 75 let od chvile, kdy v SuSici zemfel vynikajici
&esky matematik Matya$ Lerch. Tento ¢ldnek chce ¢tendfim pfibliZit tuto vy-
znamnou osobnost nasi v&dy malou ukazkou z jeho dila.

Uvodem mi v8ak dovolte pfece jen n&kolik zékladnich Zivotopisnych tdaji.
Lerch se narodil 20. tnora 1862 v Milinové v jihozdpadnich Cechich. Kdyz
mu bylo Sest rokd, utrpél vadZny traz nohy s trvalymi nésledky, takZe se mohl
pohybovat pouze s pomoci berle. Tento tiraz mu sice piekazil jeho pivodni z4-
mér stas se stfedoSkolskym profesorem, mimofaddnou osobnost tim v3ak ziskala
Ceskd véda. Lerch byl na$im prvnim matematikem, ktery se vyrazné prosa-
dil mimo nasi vlast a jemuZ se dostalo uznani svétové matematické vefejnosti.
Z mnoha poct, které se mu b&hem jeho Zivota dostalo, pfipomindm Cenu Pa-
Fizské Akademie, kterou Lerch ziskal v roce 1900 za svou préci o kvadratickych
forméach. Posledni tfetina Lerchova Zivota je spojena s Brnem; nejdfive ptisobil
jako profesor na brné&nské technice, od roku 1920 aZ do své smrti vedl mate-
maticky Gstav nové zaloZené Masarykovy univerzity. Podrobné&jsi idaje o jeho
Zivoté& lze nalézt v publikacich, které jsou uvedeny v seznamu literatury.

Lerch publikoval b&hem svého Zivota asi 230 praci, a to jak v renomovanych
zahranicénich €asopisech, tak i v éasopisech domécich. Jeho doménou byla pie-
devsim analyza, zabyval se také teorii ¢isel a projektivni geometrii. Lerch v3ak
bohuZel nenapsal Zddnou monografii & udebnici, ackoliv dosaZené vysledky by
ho k tomu plné opraviiovaly.

V roce 1905, kritce pfed koncem svého 3vycarského pilisobeni, publikoval
Lerch préci [Le], v ni? vyznamnym zpisobem pfispé&l k pokroku v teorii Ferma-
tova kvocientu. V ivodu této price dokazal vztah mezi Fermatovymi kvocienty
a kvocientem Wilsonovym a na tento problém se podivime podrobnéji.

Nejdfive uvedeme nékolik pojmi z elementérni teorie &isel.

Vé&ta 1 (Fermat)!: Necht p je prvodislo, a kladné celé &islo nesoudélné s p.
Potom plati
a® =1 (mod p).

Definice 1: Cel€ éislo
a?1-1

g(a) = 7

se nazyjvd Fermativ kvocient.

1Pierre de Fermat (1601-1665); francouzsky matematik. Zakladatel teorie &fsel, analytické
geometrie a poftu pravdépodobnosti.
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Véta 2 (Wilson)?: Necht p je prvoéislo. Potom plati
p—1D!'=-1 (mod p).

Definice 2: Celé€ éislo D1
N= -1+
p
se nazyvd Wilsoniv kvocient.

Dnes je zndma, fada diikaz obou t&chto vét.? Zajimavy dikaz podal La-
grange?; jeho specifi¢nost spo¢iva v tom, ze dokazuje soucasné jak Wilsonovu,
tak Malou Fermatovu vétu. Podivejme se na tento diikaz podrobnéji. Pfedpo-
kladejme, Ze p je liché prvotislo (pro p = 2 je tvrzeni Wilsonovy véty evidentni)
a uvazujme rovnici
(1) (z+1)(z+2)---(z+p—-1) =

P74 A1z 4+ ApaP 3 o+ Apaz + Apy,
kde
A1 =1+243+--+(p-1)
@ A=1-241-34+---4+2-3+---+(p-2)(p-1)

Ap1=1-2-3---(p=1)
Dosadime-li do (1) z + 1 misto z, obdrZime
(z+2)(x+3) - (z+p) =
(z+1)P P+ Az +1)P 2+ + Apa(z+ 1) + Ap_1.

Vynéasobime-li obé strany této rovnice vyrazem z + 1 a dosadime-li do pravé
strany z rovnice (1), dostaneme
(3) (+p) T+ AP+ Ap gz + Ap] =

(+1)P+ A+ 1P 4+ Apa(z + 1)+ Apor(z + 1),

odkud porovnanim koeficient u stejnych mocnin  obdrzime néasledujici reku-
rentni vzorce pro koeficienty A;.

<y
(4) 24, = (g) + (p; 1) Ay

(p—l)Ap_l =1+A1+A2+"'+Ap_3+Ap_2.

2John Wilson (1741-1793); &len britské Reyal Society.

30 Malé Fermatové vét& pojedndva mj. i &ldnek [Lp2).

4Joseph Louis Lagrange (1736-1813); pusobil jako profesor v Turin&, Berlin& a PafiZi.
Vynikal jak v matematice (variatni po&et, algebra, analyza a teorie &isel), tak v mechanice.
Podilel se i na reform& mé&rového systému za francouzské revoluce.
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JelikoZ p je prvodislo, jsou koeficienty A;, Az atd. az A,_, délitelné p a
(p—-1)Ap-1 =1 (mod p).

Roznasobime-li levou stranu a vezmeme-li v potaz, Ze podle (2) plati A,_; =
(p — 1)!, obdrzime
p-1)!=-1 (mod p).

Fermatova véta odsud vyplyva jako disledek, nebot podle vyse uvedenych
uvah plati

(z-1)(z—-2)--(z-p+1)=2P"1 -1 (mod p).

Soucasné je pro libovolné z spliiujici podminku (z,p) = 1 jeden z Ciniteld na
levé strané nasobkem p a tedy plati

"1 ~1=0 (mod p).

Lerch v praci [Le] dokazal nésledujici tvrzeni:

Véta 3 (Lerch): Necht a je kladné celé éislo, p je liché prvoéislo. Potom
plati

p—1
(4) > a@=N (modp).
a=1

Z definice Fermatova kvocientu plyne
a®*~! =1+ pq(a).

Vynésobime-li tyto rovnice mezi sebou proa = 1,2,... ,p—1 a oznacime-li pro
jednoduchost (p — 1)! = P, obdrZime

r—1

PPt = TT(1 + pe(a)).

a=1

Vypodéizame-li souin na pravé strané a pfejdeme-li ke kongruenci podle modulu
p?, odpadaji viechny s&itance, které obsahuji druhé a vy$$i mocniny &isla p,
takZe dostaneme

-1
(5) prl=1 +ppz g(a) (mod p?).

a=1

Z definice Wilsonova kvocientu plyne

P =-1+pN.
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Umocnime-li obé strany této rovnice &islem p — 1, a pfejdeme-li ke kongruenci
podle modulu p?, obdrzime

(6) PPl =14pN (mod p?).

Porovnéanim kongruenci (5) a (6) obdrzime jiZ uvedeny vztah mezi Wilsonovymi
a Fermatovymi kvocienty.

Lerchovy vysledky jsou rovnéz citovany v publikacich jinych autorti. Uvedme
alespoii jednu takovou zajimavou citaci. Uloha &slo 5 na strané 225 v u&ebnici
[Si] zni: DokaZte Lerchovu v&tu, Ze pro lichd prvoéisla plati

(7) 1P-1 4 9p-1 +...+(p_1)1"1 =p+(-1)! (mod p2).

Kongruence (7) je dusledek Lerchovy véty 3. Vyjadiime-li v kongruenci (4) g(a)
resp. IV podle definic, obdrZime

a1 _ (p-1)+1
p p

(mod p),
a=1

7 %2

coz po vynasobeni ¢islem p dava

p—1
Y@ ?t-1)=(-1ji+1 (modp?
a=1

a po men§i tipravd obdrzime kongruenci (7).
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